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Серия математическая 
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С. Н. БЕРНШТЕЙН 
ПРИМЕЧАНИЯ К ТЕОРИИ РЕГУЛЯРНО МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ 


Автор прилагает результаты и методы теорий регулярно монотон- 
ных функций к исследованию экстремальных свойств регулярло кон- 
вексиых функций. 


1. В моем докладе (') на международном конгрессе математиков в 
1928 г. в Болонье, как и в статье (?), я рассматривал регулярно моно- 
тонные функции, которые определяются тем свойством, что на данном 
отрезке все их производные знакопостоянны. Еще ранее в добавлении к 
моей французской монографии (3), где впервые введены эти функции 
и установлен их аналитический характер, я коротко остановился (стр. 196) 
также и на более общем случае, когда существует только некоторая 
бесконечная последовательность знакопостоянных производных /"^ (2) (или 


конечных разностей порядков п,), и наметил доказательство того факта, 
=.) 
что аналитический характер } (1) при этом сохраняется, если Е 


—оо М 
п). 


— - 
(между тем как при Ша неНИЮ функция ](5) принадлежит квази- 
Ё=оо А 


аналитическому классу Р). 


Уномяну также, что в начале доклада (!) и в мемуаре (4) ($ 15) я 
ввел, в частности, класс абсолютно конвексных функций } (2) 6 АК (а, 6) 
на [а, 6], который определяется условием 


о во а<&< 5. (1) 


Применяя тот же прием, посредством которого в монографии (3) 
(стр. 193) доказано, что абсолютно монотонная на отрезке [а, 6] функ- 
ция (7) есть аналитическая функция, имеющая в точке а радиус сходи- 
мости >В = — а, можно доказать следующее аналогичное предложе- 
ние: 

Если функция } (2) ЕАК (— В, В), то }(х) есть аналитическая функ- 
ция, имеющая в точке О радиус сходимости >В (причем знак равен- 
ства фактически осуществим). 

Действительно, пусть т = 25 > 0 — любое четное число и пусть 


М = шах }(2) (который равен }(А) или }(— В)); в таком случае при 
—В<х<В 
всех (—В <; А) имеем 


# (2) = Ри-1(2) + рт (2), 


4 С. Н. БЕРИШТЕЙН 


где 


Ри (8) = 10) +270) +. Е" 9), 
- , (2) 
фт (2) = т) аа т \ 1" (из) (1—и)" и. 


Замечая, что рт (2) >0 при —-А<2<Ви 2” (0) >. 0, заключаем из (2), 
что 


Ри (2) <] (2) < М, 


—А<;<В 3 
Ри1 (т) + Ри-1(— 2) >20, Еве (3) 


так что имеем также 
Ри (2) > —Ри-—1(—2) > — М, 


| Ри (2)|<М (—-В<з<8. 
Следовательно, 


0< р» (В) <2М (4) 
и при О< < А имеем (благодаря (2) и (4)) 


ов) 9 а а 
0 
<(=)" ‘= <2и (=), (5) 


откуда заключаем, что степенной ряд } (2) = я а,= сходится внутри 


круга |2| < В 

Очевидно, что существуют абсолютно конвексные на [-—А, В] функ- 
` ции, радиус сходимости которых = А, так как четные абсолютно моно- 
тонные на ОВ функции являются АК(—В, В), а радиус сходимости 
абсолютно монотонной функции в начале отрезка всегда равен длине 
наибольшего отрезка, где она абсолютно монотонна. Случай, когда вме- 
сто четных порядков тем же условиям (1) подчинены производные нечет- 
ных порядков, приводится к предыдущему, так как тогда }(2) 6 АК. 
Если одновременно } (2) 6 АК (а, 6) и }(х) ЕАК (а, 6), то }(х) абсолютно 
монотонна на том же отрезке, и минимальная область регулярности }(т) 
расширяется, обращаясь в круг, имеющий отрезок [а, 6] радиусом, а не 
диаметром. 

2. Вообще, если мы будем рассматривать только те функции } (2) Е АК, 
у которых производные нечетных порядков также знакопостоянны, но 
могут иметь произвольно данный знак (т. е. если [(х) регулярно кон- 
вексна), то мы получим регулярно монотонные функции весьма разнооб- 
разных типов. В частности, на основании одного из предложений, дока- 
занных в статье (*), мы выделим из класса функций } (2) АК (а, 65) 
различные подклассы регулярно монотонных функций, которые обяза- 
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тельно будут целыми функциями конечной степени, если потребуем, 
чтобы разность между соседними значениями $, для которых ‚выпол- 
няется неравенство 


Е и (6) 


была ограничена. Вместе с тем, из соображений, высказанных в конце 
статьи (7), следует, что подкласс регулярно монотонных функций наи- 
низшей степени получится, если неравенство (6) соблюдается для всех 
целых $, т. е. если [(2) циклически конвексна ([(х)ЕЦК (а, 6)): в этом 
случае, когда ] (1) 6 АК (а, 6) и }(х)ЕЦК (а, 6), все типовые числа рав- 
ны* двум, и мы будем коротко писать } (2) ЕЦ» (а, 6). 

При помощи приема, указанного в (7), получим регулярно монотон- 
ные многочлены любой данной степени п вида 


т 
+ Ра (2) = т + р" +... р», 


наименее уклоняющиеся от нуля, класса Ц»(а, 6), если производные 
Р® (5) всех порядков 0 < т< п подчиним условиям 


О О О 


т. е. если РР”) (а) =0 при т=4Ё или т=4к-+ 1, а при т=4й-+ 2 
или т=4®-+-3 имеем Р&” (5) = 0. 

Не останавливаясь на вычислении этих многочленов, заметим толь- 
ко, что на основании тех же соображений наивысшая возможная сте- 
пень с(В) функций ](2) ЕЦ. (0, В) на стрезке длины В достигается 
функцией 9 (х), удовлетворяющей уравненило 


50%) (2) = с*9 (2) (7) 


и предельным условиям: 6 (0) = 5'(0) = 5"(В) = 5"(В) = 0. Очевидно, 
с (В) = с, где постоянная р =с(1) определится как наибольшая длина 
В =В(1) =ь отрезка, на котором функция 5 (5) первой степени, удовле- 
творяющая дифференциальному уравнению (7) при с=1 и условиям 
5 (0) = 5" (0) =0, может оставаться положительной вместе со своей первой 
и второй производными (5 (2) > 0, 5” (2) > 0, 5" (1) 20), между тем как 
5” (<) < 0. 

Для определенности положим 65” (0) =1; в таком случае решение 
уравнения (7) (где с=1), соответствующее начальным условиям © ’(0) = 


= 5" (0) =0, 5” (0) =1, будет равно 


5 (=, ад = [ее + = — 20084 — а (6* — в-* — 23112)] = 


А? ТАЗ 


и (К --2)! У) (КЗ)! , (8) 
А=0 А=0 


* Чередование знаков последовательных производных будет +-+-+—+++—*.* 
(полагая, для определенности, } (2) >> 0, }(=) > 0). 
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где параметр «= — 5” (0, а) > 0, и 


= А м А 
5" (5, а) = Учи - У Ер!, 
А=09 А=0 
Ай кА 


5" (т, а) #53 ЕЯ `У ЕЕ ; 
—0 


1 
откуда видно, что во всяком случае 5” (5, а}>0 при 0%5<_ и 


Е 
5” (х, 0 при 0 < Ува. Таким образом, при любом я>>0 5(5,®) Е Ц.» 
в некотором промежутке Ох., где х, есть наименьший из корней урав- 
нения 5” (5, а) =0 или 9” (х, а) = 0. 

Если х„ есть корень 65” (х, а) =0, что представится при достаточно 
малых @, то при х> 1. производные 5 (5, в} всех порядков станут поло- 
жительными, и функция © (х, а) при т. < т< со будет абсолютно моно- 
тонной *. При непрерывном увеличении & корень х. уравнения 65” (,а)=0 
будет возрастать и, вследствие одновременного убывания 5” (т, а), наста- 
нет момент (&=а,), когда х.,,= А окажется совместным корнем 
5” (В, в“) =5” (А, и) = 0, причем это значение А будет наибольшей 
длиной отрезка [0, А], где 5 (2, ®) может быть класса Ц., так как при 
дальнейшем возрастании & 


5" (В, < 5"(В, в) =0. 


Таким образом, наивысшая‘ степень р целых функций }(5)ЕЦ, (0, 1) 
равна наименьшему ее корню уравнений 


2“ (х, «} =5”@, & = ее +е*- 26034 — я (е* — е* + 2зт=х)] = 


1 : 
= [6 —е * — 2тх — а (6* —е*- 20031)] = 0, (9) 
т. е. р есть наименьший корень уравнения 


- не ет (9 ы3) 


Это уравнение встречается у Рэлея (5) (т. 1, стр. 292), откуда я за- 
имствую приближенное значение наименьшего корня уравнения (9): 


р + 4,875104 (10) 


п 
(как и следовало ожидать, р т} 


3. Общее исследование регулярно конвексных функций может быть 
проведено методом, изложенным в (2), но для функций }(2) 6 ЦК (в, 6), 
которые с точностью до множителя +1 определяются неравенством 


(—1'/129 @)>0 @<=<85, (11) 


1 
* Например, при « 5 5" (1, «) >0, в то время как 55" (1, <) > 0, и, еледо- 
вательно, в этом случае ни одна из производных не обратится в нуль при х> 4. 


К ТЕОРИИ РЕГУЛЯРНО МОНОТОННЫХ ФУНЕЦИЙ у: 


более совершенные результаты получаются непосредственным примене- 
нием элементарно алгебраических соображений теории циклически моно- 
тонных функций (} (5) ЕД (а, 65)), которые определяются дополнительным 
условием ({ (5) 6 ДЦ (, 6)), или, © точностью до знака и до замены < на 
—1, могут быть охарактеризованы неравенствами (11), дополненными 
неравенствами 


№ (2—1 
(ИЛ > 0. (12) 

Очевидно, кроме того, что синусоидный тип циклически монотонных 
функций, определенный совокупностью неравенств (14) и (12), может 
быть (подобно всем регулярно монотонным типам) оха ракте ризован явной 
формулировкой любого бесконечного множества неравенств (11) или (12) 
е тем, чтобы каждое из них для прочих [г (2) было заменено требуемым 
неравенством лишь для }” (а), когда знаки |” (т) и "ТИ () (<<) 
должны быть одинаковы (пермананс}, и для ” (5)’когда требуется, что- 
бы [® (1) [" РО (2) <0 (альтернанс). 

Следует заметить, что неравенства (11), характеризующие ЦК(а, 65), 
также могут быть заменены (за исключением некоторого бесконечного 
множества значений п, для которых (11) сохраняется) соответствующей 
парой неравенств * 

№ (2 № 2% 
(-0 >20, (0 >0, (11 515) 
так как после того как известно, что 
АН ;(2%-2 
(1 ()>0 @<=<5, 


т. е. кривая (—1)^/ 2 (2) вогнута по отношению к (а, 6), из неравенетн 
(11 553) следует, что (—1)* 22? (1) > 0 при всех (а <2<6. 

Все функции } (2) Е ЦК(0, 1), как показали О. \\194ег и В.Р. Воаз ($), 
являются функциями конечной степени рт. Нетрудно показать, что 
этот результат и притом в уточненной форме является простым след- 
ствием моей старой теоремы относительно функций Ц, формулированной 
и вкратце доказанной в докладе (!") (подробное доказательство в статье (*)): 

Если }(т)-- циклически монотонная функция }(х) ЕЦ (0, 1), не пре- 
вышающая 1 на отрезке (0,1), то ее производные порядка т = 2—1 
удовлетворяют неравенствам 


В. (т) 1. ка 2! ‚к т п’. 13 
Мая = вах |” (2) |<. = ТЕ, ( В (13) 


5х 


и производные порядка т = 2Ё удовлетворяют неравенствам ** 


1 И! вх ее: 
Маь— шах |= | = (13 518) 
0<х<1 т-1 | | сы 

* В уе других регулярно конвексных функций соответствующие неравен- 
ства Е» #2 › (а) >. 0, = {2% (5) >0 с данными =, = +1 должны быть дополнены 
неравенством =», {2% (т) >0, когда ед 2414 > 0, и существует точка я = 21, 
где {2 (1) = 0. к 

** Замечу, что в статье (8) В. Воаз установил для тех же функций | (=) ЕЦ (6, 1) 
значительно менее точные неравенства, чем (13) и (13 15), из которых он, впрочем, 


т 
= и п 
также получил, что Ши У” е)<-—- з 
ТПО 
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При этом верхние грани фактически достигаются, когда 


1 
т 


С т (=) Ста (1 — 2) 
=—- + С ав же о ав. , 
7@)=Е т или та 
где т_> 0, 
Е) 


(= — (= —Е*) % 
Сль (2) ==,  Сэьн (2) = ЕЕ : 


Си(1) =0, Езьы = Вь = 0: 


Для этого достаточно заметить, что четная функция }(1) © ЦК (—1, 1) 
является функцией Д (0, 1) (так как нечетные производные, обращаясь 
в нуль при 5 =0, монотонны и, следовательно, также удовлетворяют 
неравенствам /“ (2) /°+? (2) <0 при 0<#<1). 

Таким образом, для четных }(т)Е ЦК (—1, 1) справедливы неравен- 


ства. (13) п И Ь18), откуда следует, что степень их р<> ‚ а степень 
азец(-> 5, 5) равна 2р < т. 


Нос если }(2) — любая циклическая конвексная функция на отрезке 
длины 2, который можем привести к (—41, --1),то, полагая, что 


шах |] (2)| < 1, (14) 
—1<х<41 

имеем также 
тах |$ (2) | < 1, (14 518) 
—1<х<1 

где $ (=) ыы о 1) есть четная функция, и, применяя к 


Ф(2) неравенство (13618), находим 


Ми = трах | (8) |<2 тлах | $2 (1) 2) 


—1<х<1 —1<х<! 


оао 


(так как /(2”® (2) {29 (—=) >. 0). 
С другой стороны, вследствие (11), имеем при всех х (—1<=<\) 


М2 > (1) М — > №2, 


где №„ = шах [7 ( 1) | (так как 1—2 (2) знакопостоянна), откуда 
—1<х< 
Мо _ (+1) 
к. а го 


Поэтому, учитывая, что [2х1 < 2Ё2%_1, вследствие (15), получаем 


Е == а 
МУ 2 Ма, Мак > < (2) т (15 518) 
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Таким образом, из моих старых неравенств (13), (1313) вытекает не 
только результат В. Воаз’а для функций ЦК, т. е. удовлетворяющих 
условию (11), но получается точный порядок верхней грани модулей 
производных любых функций } (2) 6 ЦК (а, 6), а именно: 


тах |/” (2)| = О (>=) . (16) 


а<х<Ь 


причем пример функции т -;—ЕЦК (0, 6 —@) показывает, что поря- 
док (16) не может быть снижен. 

4. Для более полного исследования экстремальных свойств функций ЦК 
нужно’доказать следующую общую лемму [аналогичную лемме 2 (статьи ("), 
стр. 390) для функций Ц]. 

ЛЕММА. Если данная функция Е (т) подчинена условию (—1)* Е (<) > 0 
то среди всех функций }(т), удовлетворяющих равенству 


а) =Е@® (17) 


и подчиненных для всех К < Ё неравенствам* (11), функция 5 (<), опре- 
деленная требованием 


5 (а) =5 0 =0 &=0,1,...,№-1), —. 


получит наименьшее значение во всякой точке Ё (а Е). 

Действительно, совокупность функций ] (2), удовлетворяющих равен- 
ству (17), определена с точностью до многочлена степени 2, — 1, содер- 
жащего 2А, произвольных коэффициентов, следовательно, функция © (1) 
существует и определена однозначно. Нроме того, на основании сделан- 
ного выше замечания, 9 (5) удовлетворяет неравенству (11) при всех 
& < №. Предположим сначала, что № = 1, тогда Е (5) < 0, и если }(2) > 0 
удовлетворяет (17), причем хотя бы одно из значений }(а) или } (5) 
отлично от нуля, то 


1(а) > 5) = 1) 7-0 ахаху. 


и следует также, что если 129 (5) — 12° (2) = $ (2), где 
(—1)* ‹(2)>0 для некоторого & < №, то наименьшее возможное значе- 
ние (— т 12) в любой точке (4х5) не может быть меньше 
наименьшего возможного значения (—1)' а: вто (2). Таким образом, при- 
меняя математическую индукцию, убеждаемся в правильности утвержде- 
ния леммы при всяком данном №, > 0. 

Следствие 1. Если 


7 ® [>21 (-1<2<1, (19) 
то среди функций |(2)6ЦК(—1, 1) многочлен Эйлера 


+ Са, (@) = Ел @+ Е)" 


будет функцией, наименее уклоняющейся от нуля на [—1, 1]. 


* Если А (2) Е ЦК (а, Ь), то и } (=) 6 ЦК (а, 6), и наоборот. 
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Следовательно, уклонение от нуля функций }(т), удовлетворяю- 
щих (19), не может быть меньше, чем 


э \2 1 т 1)” я. 12% 
.— @ы — п / (+12 т 
Напротив, если 5 (2) удовлетворяет равенствам (18) и равенству (11), 


где 
|Е (2) | <1 (Е(+) знакопостоянна), (20) 


то функции 5 (+6 ЦК». --2 (а, 6) удовлетворяют. неравенству 


А утураа 2%, 22 ВТ 
|5 (2) | < Гэа | {2 о ый —. Е 2 ов + ПН (21) 


Мы ввели здесь обобщающий ЦК классе циклически конвексных 
функций } (2) 6 ЦК», (а, 6) порядка 21, определяемый условиями 


(—1)* [7292 №) — 2729 (2) + ^29 (1— В] <0 (а<:— «аа 
(11 тег) 

при всех * {< с {1 = со соответствует ЦК). 
Таким образом, если Е (1) = 12? (2), то }(®) Е ЦКы(а, 6) тогда и 
только тогда, когда } (5) Вы (11) при Ри ((- 1)‘ Е() < 0) 


(—1' 2+2) —22 (2) Ра *)] >59. (22) 


Следствие 2. Если }(2)Е ЦК», (а, 6), Е >№, удовлетворяет (11), 

причем максимум |Е(1)| достигается в точке а (а<*<6)н 

1 (<) | = шах |Е(5)| > (23) 

а<х<ьЬ 

то из всех функций } (х) наименьший абсолютный экстремум будет иметь 
наименее уклоняющаяся функция 5 (х, 9) (5®%(а, о) = 555, а) =0, к), 
для а Е (1) = 5% (т, &) представляет собой угол с вершиной 
(@, (—1)*), опирающийся на ось абсцисс в обоих концахаш В отрезка [а, 6] 
(За исключением случая, когда а =а или ВБ, © (х, а) 6 ЦК», (а, 6) не при- 
надлежит классу ЦК.) 

Действительно, все унии Е (5х), удовлетворяющие (22) и (23) 
(вместе с условием (—1)* Е (=) >. 0), будучи линиями, вогнутыми по на 
правлению к [а, 6], будут отделены от отрезка [а, 6] сторонами выше- 
указанного угла с вершиной в точке (а, (—1)%). 

Весьма вероятно, что, каков бы ни был порядок 2 заданной про- 
изводной, тах | 5 (х, ®)| будет наименьшим приа=а (и при в=65). 
Во избежание дополнительных вычислений я ограничусь доказательством 
этого утверждения в предположении, что #, весьма велико. Для этого 
нам понадобится еще одно соотнонтение: 


* Как известно (3), в этом случае 7 (=) имеет непрерывные производные всех 


+ Ё: 
порядков п < 2:—1, и существуют конечные производные числа 721 {), 1—1 (2) 


во всех внутренних точках (и по крайней мере одно из них в каждом из кон- 
пов аи 6). 
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Пусть Аз», (Е (5) означает  паименьшее уклонение функций 
а ен Г ео щих (17) (причем РЁ (%)6 ЦК, (—1,1) 
и для определенности (— 1 Е (2) > 0). В таком случае 


Е 0 7 п 
Ав, (Р (9) = [1+ эх | Ан, (Ф (2) (0585 


< 


, (24) 


а 1 
где Ф. (22 = = (2) Е (— 2)] —четвая функция, для краткости полагая, 


что нечетная функция Ф, (5) = : [Е (2) — Е (—2<)] знакопостоянна при 
Ю<;< 1. 

В самом деле, функция 5 (2), дающая наименьшее уклонение среди 
всех ][(2), удовлетворяющих * (17), обращаясь в нуль при х=1 
<о всеми производными четных порядков, может быть представлена суммой 


5 (2) = 56° (2) 5, (2), 
тде 
59% (2) = Ф, (2), 52%) =. (т) и 57 (+ 0=5.7 (+1) =0 <. 


Тогда 5, (2) есть функция, наименее уклоняющаяся от нуля на 
[-1, - 1] среди функдий ] (1) © ЦК.+2(—1, 1), у которых [2% (2) = Фо (<), 
между тем как нечетная функция 5, (2), у которой, кроме того, 51‘”Э (0) = 0, 
‘будет циклически конвексной порядка 2, -- 2 на одном из отрезков [0,1] 
пли [—1, 0] и притом наименее уклоняющейся среди } (2) © ЦК2а,+2 на 


этом отрезке. Учитывая, что шах | Ф,(2)| < шах | Ф. (2) | = М, заключаем. 
0<х< << 


из (1315), что (так как Ф. (52) — четная функция) 
Арх, (Ф. (2)) > МГ. 
С другой стороны, применяя к функции 5,(2) неравенство (21), 


видим, что 


тах |5 ( 2) < = 22%, 


0<х< 


откуда следует (так как 5, (0) = тах |5. (2) |, 5, (0) = 0), что 


—1<х< 

75 7. 

Аз (6% (2) < АР Ав] + ет |< 
До 


< | и _ Азь, (ФФ (2), (2455) 


п 
тде 0<8<--. 

Таким образом, благодаря“* (24) (полагая для краткости М = 1), при 
доказательстве высказанного выше утверждения вместо функций © (2, а) 
достаточно рассмотреть их четные части 

* Нетрудно проверить, что линейный оператор, переводящий Л (=) в Ю (т), 


ятредетавляет ХКо-кратную итерацию оператора 
1 


[ею рез (2) 42 + ео} @— 07) |. 


х 


** В последующих формулах буква К. везде заменена буквой 5. 
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1 : 
3:; = 5%, (2, &) = [5 (5, «) +5 (1, —а)], 
соответствующие 


4 (=—=|-+]=+=е —1 
Ф, (х, о, 


(т, = ег при |=| «а, 


а (25} 
Фь (т, а) = —з при а<|=|<! 
: ). 
(в частности, Ф, (т, 1) =-- при —1<;<1 


Разлагая Ф, (х, «) =Ф,(—х, а) в ряд ВЕ на [—1, +1), причем 
для этого мы вправе принять, что вне этого отрезка 


Ф, (2 — х, а) = — Ф, (5, а) 


(откуда следует, что Фь(х, «) имеет периодом 4), получим 


— 2-1 2+1 
$ с05 эт 4% с05 р) пт 26 
9% (2, 0) Эн 2 в. (26) 
Поэтому (0<а«< 1! 
2+1 2+1 
(—1)2 72 \2*+2 © 03 5 ^х с0$ — 5 мх 
с., (2, а) и а р = А 
и ^=0 
о (27) 
уж \2+Н < {—3* с0$ их 
в». (т, 1) ) = (—1)* т ыы 
^=0 
При этом (0 << 1) 
шах |с.. (т, а) | = 
а о ее 
вы. ках 
о о \ 252 < (—1)^ соз ко 26085 /о р 
1 — УЕ рама к 
ко (+1) т 
о \23ы © ^ 
с .: аа 
тах |с. (5, 1 8 
<! =. = — (241) 
Э^ — 
| Е, | › \2+Н 2е05 о /о 22 
— — в —. | а ВЫЕК | 
2 [в] Ста а (28) 


Итак, из (28) следует 
ТЕОРЕМА А. Если шах | }*\(2) | = М и } (=) Е ЦК» (1,1) т, 


—41<х< 
в частности, т = с), то из всех этих функций при достаточно 
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больших Ё наименее уклоняются от нуля на [—1,1] многочлены 
3 МР2+1(+ 2х) степени 2 +1, где 


й а 2% 
ЗРэл-н (1) = реет 2 +°°. (29) 


определяется условием, что 228% | (5 ЕН 0 РЯ") (+1 1) =0 для всех 
п (0<п<®. Наименьшее уклонение, равное максимуму этих много- 
членов, асимптотически равно 
2-1 
м(,) 
пк 


Следствие 3. Если }(2) © ЦК (—1, 1) и |] (2) | <1 при -1<:<1, 
то при весьма больших Ё имеем асимптотическое неравенство 


(2%) п \25-1 
ет < (5), (30) 
которое не может быть улучшено. 
п \2-1 п 
Это значение несколько больше, чем значение (5) 4, Которое, 


согласно формуле (131$), соответствует дополнительному требованию, 
чтобы }(5) Е ЦК (—1, 1) была четной. Напротив, мы видим, что верл- 
няя граница | {2 (5) |, которую мы получили вымие [см. (15}] без всяких 
новых вычислений для всех К`>0, отличается лишь множителем > от 
асимптотически точного значения верхней грани (30). 

5. В заключение обратим внимание на экстремальные свойства эле- 
ментарных тригонометрических функций как среди функций Ц, так и 
среди функций ЦК, которые вытекают, соответственно, из леммы 2 
статьи (7) и из доказанной выше основной леммы для функций ЦК. 

Для этого напомню сначала два предложения, доказанные в моей 
заметке (8), которые позднее были получены и некоторыми другими 
авторами: 

Т. Если на отрезке о, ы все четные производные функции $(т) 
обращаются в нуль только п х=0, а нечетные производные 
имеют единственным корнем 1 = 5, то $ (1) = Азшх (на этом отрезке). 

И. Если четные производные удовлетворяют условиям 


20 =9” (0) =) = 9 (®) =0 (31) 
для всех п > 0 и не имеют иных корней на отрезке [0, п], то $ (5) = 
== Авшх на [0, *|. 

Из формул (15) и (153) следует, что производные р® (%) функции 
Е (2) 6 ЦК (0, т), удовлетворяющей условию 
| (2) |< 1, (34) 


должны удовлетворять неравенствам 


шах |Е® (2)| < В 


0<х<п 
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где В >1 — не зависящая от № постоянная, которые аналогичны соответ- 
. 59 ея х\ 
ствующим неравенствам для производных }” (2) функций } (2) 6 Ц (0, >) 


циклически монотонных на [0, $]- 


2 
Поэтому, если Ё (5х) Е ЦК (0, ®) или МЕН (о, 3)) удовлетворяют, 
соответственно, условиям 
шах | 7% (2)|> М [или вах |7“ (2) >м), (32) 
0<х<п \ ое 
== 


где {й„} — некоторая данная. последовательносль бесконечно растущих 


а 
чисел, то можно указать такое $ (+ <8<1, это 


РМ) = пах | Р (2) > (33) 


(или, соответственно, аналогичное неравенство для } (2)), причем суще- 
ствует функция Ё\(2) 6 ЦК (0, т), для которой Г,(М)= М5, т. е. 
а 2 (М) = М8 достигается. Действительно, существует бесконечное мно- 
жество функций Р (2) © ЦК (0, *), удовлетворяющих (32) (такими будут, 
например, Ё(5) = Азтх --Р(т), где Р(2) Е ЦК (0, =) — многочлен сте- 
пени ниже #,), для которых 2/(М) > Мб сколь угодно близко к М5. 
Принимая во внимание равномерную ограниченность всех производных 
этих функций Ё(5х), можем составить из них последовательность функ- 
ций, имеющих предельную функцию РЁ, (5) © ЦК (0, *), удовлетворяющую 
условиям (32), для которой Г,(М) = М8. Но вследствие того, что это 
значение М5 не может быть снижено, производные всех четных поряд- 
ков функции ЕР. (2) 6 ЦК (0, т) обращаются в нуль при 2 = 0, х=х, 
так как Ё.,(2) является наименее уклоняющейся при любой заданной 
своей производной. Следовательно (благодаря (31)), ЕР. (<) = + М зат, 
} =1. Таким образом, доказана 

ТЕОРЕМА В. Из функций Е (2) © ЦК (0, =), удовлетворяющих (32), 
наименее уклоняется от нуля Ё(т) = М зах. (Из функций 
1 (2) ЕЦ (о, $) наименее уклоняется от нуля }(5) = Е Мзтт или 
4 М совз.) 

Эта теорема равнозначна следующей: 

Если Е (2) 6 ЦК (0, *) удовлетворяет (34), то 

2 шах | Е ® (2) | <1, (35) 


К=—со @<х«к 


причем знак равенства имеет место лишь в случае Ё (1) = Е вх. 
Действительно, неравенство {35) необходимо и достаточно для того, 
чтобы 5—1 в неравенстве (33), причем оба эти неравенства обраща- 
ются в равенство в силу вышеупомянутого предложения {8) только 
в случае Р{х) = + Азшх. 
Для циклически монотонных функций теорема В доказана в моей 
статье (7) в последней форме (стр. 397). 
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^ т > п 
Возвращаясь к функциям }(5)6 Ц (о, $}, я хочу привести еще 
третье доказательство (являющееся конструктивным развитием изложен- 


ного выше) теоремы В, основанное на решении следующей задачи: 
Требуется определить наименьшее уклонение М от нуля на [о, =] 


и 2 
функций }(2) ЕЦ (о, 5 ), удовлетворяющих п условиям: 
шах 1 (2) | = М, (=1,.... 3), (32 518) 
9%х< а 


где №;:! —А;>2, & >21, и соответствующую наименее увклоняющуюся 
— р п ‚ 
функцию 1, (8) © Ц (0, 5) 

Для того чтобы однозначно определить }» (1), нужно указать, к ко- 
торому из 4 типов (Е эзтх, +6051) она должна принадлежать {значе- 
ние М от этого не зависит); положим для определенности, что }(4) — 

5 (%;) : з 
типа 512. Тогда ]* (2) достигает экстремума + М», в нуле при #; = 
п 
= 25 + 1 нечетном, а в случае й; = 25 в конце х = 5 60 знаком т 


Значения М. „; Должны быть связаны неравенствами 


М», >. Ч; М»; (1 < И = 7 < п), (36) 
где* 
Зуя 5 ЕС 
а | Гы пя Но (Ни я х РЕ О * т —2 (2% + 1)272 ) 


Положим, например, п = 3; тогда функция } (2), осуществляющая 
наименьшее уклонение, будет вида 


о (2) = а, В», (1) | а,В», (2) + азВь, (2), (37) 


где В» (2) — многочлен требуемого типа степени т--1, который яв- 
ляется функцией }(5) Е Ц (о, 5), наименее уклоняющейся от нуля на 
[о, =] при условии, что (стр. 8) 

шах | /" (2) = 1, 


0<х< > 


причем коэффициенты а которые определяются равенствами (32 53), 
должны быть неотрицательными. Таким образом, 


а: = Мь,‚, @149ь, к, + а» = Мь, алдь, к, | @здьв, + аз = Мь,, 


откуда а, = Ми — Мьдь, к, 20 (первое из неравенств (36)), и для того 
чтобы иметь также 
аз = Мь — (Мь, — Мь,дь, ль.) Чь-ь, — Мь,дь-ь, > 0, (38) 


2 8 и 
ы <<<... <в<...<9< 881 [см. (7), стр. 390]. 
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необходимо, чтобы М», удовлетворяло также неравенству * (38): в таком 
случае формула (37) дает искомую функцию **, и наименьшее уклоне- 
ние равно 
М = ах | /о (2) |= а14%, + @54%, + аз, (39) 
Тот же процесс при любом п приведет последовательно к установле- 
нию всех п — 1 необходимых (и достаточных) условий для совместности 
значений М» в (3258), и в случае их совместности дает решение 
задачи. 
В частности, значения М», =1 совместны при любых данных №, как 
видно из существования функции зтх. Найдем в этом случае асимптоти- 
ческое наименьшее значение М"”— М при данном конечном числе п усло- 


вий (32 513), когда №, и #41 — № неограниченно возрастают, так что при 
любых #<]<п имеем Им Чь;-щ = в =0. Таким образом, при п = 3, 
согласно (39), получим тогда 


М® — с (а, + а, + аз) =с [1+ (1 — с) + (1 — с) ] =1— (1— с) (39 58) 


и, вообще, М® = 1 — (1 — с)", следовательно, Ит М” = 1. Отсюда, 
к ПЙ=—=со 
как и раньше, получаем теорему В. Укажем еще вытекающее из теоремы В 


Следствие. Если } (2) ЕЦ (о, $) то на отрезке [6 я всегда су- 
ществует 
па пах | [” (2) | = Мо 


Е 7 (2) = Е Мэтх { $(5) или } (1) = Е М союза + $ (2), 


где И $”) (5) =0 (аналогичное утверждение для Е (5х) Е ЦК (0, *)) на 
П=—=оо 


соответствующем отрезке. 
`Поступило 


31.Х.1951 


ЛИТЕРАТУРА 


1 Бернштейн С. Н., баг ]ез !опсМопз гбоаН6гетей& шопофопез, АЗЫ 4е] Соп- 
2теззо пцегпат. 4е1 Майещ., Во]огпа, &.П (1928), 267—275. 

3 Бернштейн С. Н., О некоторых свойствах регулярно монотонных функций, 
Сообщ. Харьк. матем. об-ва, сер. 4, т. 2 (1928), 14—44. 

з Бернштейн С. Н., Гесопз заг 1ез ргорг16&6з ех(тета!ез её ]а шеШеите арргох!- 
тайоп 4ез ГопсИопз апа1уИфиез 4’ипе удгае гбе!е, Рагйз, 1926. 

“ Бернштейн С. Н., баг 1ез {опсИоптз аБзоаеп& попобопез, Асфа шай., $. 52 
(1928), 1—66. 

в Стрэтт (лорд Рэлей), Теория звука, т. 1, М.—Л., 1946. 

‹ Воаз В., А поёе оЁ ГапсМопз о{ ехропеп@ а] фуре, Вой. о{ &е Ашег. Мафеш. 
б0с., &. 47 (1941), 750—754. 

т Бернштейн С. Н., О некоторых свойствах циклически монотонных функций, 
Известия Ак. Наук СССР, сер. матем., 44 (4950), 381—404. 

3 Бернштейн С. Н., Зиг пп И6огбше 4е М. СопёкБатой, Сообщения Харьков- 
ского мат. об-ва, сер. 4, т. 2 (1928), 73—74. 


* Из первого нерагенства (36) вместе с (38) вытекают оба остающиеся (при 
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К ТЕОРИИ ГОМОЛОГИЙ В ГРУППАХ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Целью работы является доказательство теоремы, устанавливающей 
связь между группами гомологий в группе и в ее подгруппе. 


1°. Определения, обозначения, цель. 9— аддитивно запи- 
санная абелева группа. @ — произвольная группа, записанная мульти- 
пликативно. Элементы группы @® обозначаются через т, х,,..., атакже 
через 2, 7,,... Элементам @® сопоставляются операторы в %, т. е. для 
любых х6 6, аЕ% определено а“ 6% так, что 


1 
(а + а)‘ =а а, а =а, (2) = а”. 

п-мерной цепью РЁ группы © в группу 9% называется функция от п пере- 
менных, аргументами которой являются элементы группы ©, а значениями 
Ех, х.,...,х„— Элементы %. 

Нульмерными цепями являются сами элементы 3. и-мерные цепи 
образуют группу С" (©, 9%) относительно сложения, определенного есте- 
ственным образом. 

Через 65 обозначается оператор, гомоморфно отображающий группу 
С" (©, %) в С" (©, \) посредством равенства 


п 
р 
ява == яя... Е» (1) нь ен т 


$=1 


Е 


а 
п-т х. 
а. 
Можно убедиться, что 68Ё = 0. 

Цепи Ё, для которых 6ЁР = 0, называются циклами. п-мерные циклы 
("> 0) образуют группу # (6, ®. Цепи РЁ, допускающие представление 
Е = 5Е’', называются границами. и-мерные границы (п > 1) образуют группу 
Вз (©, 9). 

Понятие нульмерной границы не определяется В силу того что 
55Е = 0, всякая граница есть цикл, т. е. 


В (©, 9) с 25 (6, 31). 


Группа И (6, 9) = 25 (6, %) | Вз (6, 9%) называется и-мерной группой 
гомологий (п >. 1) © в % [см. (1) и (°)]. 

Далее, ® — подгруппа ©, © = Ур = Ур, — левое разложение © по ®, 
р — классы смежности, р — фиксированный набор представителей из клас- 
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сов смежности.. Класе смежности, совпадающий е ®, обозначаем через 
бо о =1. Элементы р" образуют, очевидно, полный набор представителей 
в правом разложении @ по %, © = Ув-1!$. [Элементы ® обозначаются 
через у, у, .--.. Через 1 обозначается группа функций ], определенных 
на классах смежности о со значениями в %. Сложение в 1 определяется 
естественным образом. В группе 1+ вводятся операторы из ©, согласно 
формуле 
Г = И ЭР. 


Необходимость рассмотрения такой группы возникает во многих задачах 
алгебры. 
Целью заметки является установление следующей теоремы: 


ТЕОРЕМА 1. 
2? (©, ) = И" (9, 90. 


Изоморфизм осуществляется оператором ограничения у, отображающим 
р » [ 
С” (6, 1) в С" ($, 3), по формуле 


Ри и, -. а = Рули, чь (0)- (1) 


Эта теорема существенно обобщает теорему 2 работы (2). Доказательство 
ее не очень просто и требует вспомогательных рассуждений, представляю- 
щих содержание дальнейших пунктов работы. 

2°. Э-однородные цепи. Цепь Ф групны © в % называется 
5-однородной, если 


у 
й =. А Е - 
Ри, 29, .- 2 Ф РЕ Ма 


2 


при любом уЕ%. п-мерные Э-однородные цепи © в % образуют группу 
С" (6, $, 30. 

Каждой цепи РЕС” (6, 1) сопоставим (п -+ 1)-мерную цепь Ф = ЛЕ 
по формуле 


х р (2) 


= 
1, 2 ь 2-1 г ыы И ... ия (Розн) 


2 3 


Ф есть ®-однородная цепь, что легко проверяется. 
Для любой Э-однородной цепи Ф найдется одна и только одна цепь Ё 
группы © в т такая, что Ф = ЛА. Именно, 


а 


_ ае с НЕ рр 
Е (2) = Фх, Хроно Хи 1, Жар Тб (3, 


Равенство (3) следует из равенства (2) посредством подстановки 
евр 1 : ТА =. 
а” я”, ао 5 „Зи — Я, 0 = 02-1. 


Однородность Ф обеспечивает однозначную определенность Ё, независимо 
от выбора системы представителей р. Очевидно, что 


и 


Следовательно, Л определяет изоморфное отображение грунпы С” (©, 1) 
. п--1 р 
на группу С" (6, %, %. При этом отображении оператору 6 соответ- 
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ствует оператор У = АА”. Оператор У действует на ®-однородную цепь Ф 
‚по формуле: 
п--1 


ыы У (—1)* $... АА 
Действительно, ди 
Я а (52), аи (роза = 
ее к ттт, И а —. 
> 
+ ;. (—1)' Шо мс, д, (роздадЙиНН + 
РУ 


лая Е С =: 21204-12 + — 
Ей 1) Ри НИ к я 


44:2 
п-1 
== 52 (—1) вв 2—1 2-2 -°2 2и--1* 


1—1 
При отображении Л группы С” (©, 1) на С”"'! (©, 9, %) группа цик- 


лов 25 (©, 1) (п>.0) отображается на группу я (©, 5, 9) Э-однород- 
ных У-циклов, т. е. цепей Ф, для которых УФ =0. Группа границ 
Вз (51, 1) (п>. 1) отображается на группу В (6, 9, %) ©-однородных 
У-границ, т. е. цепей Ф, допускающих представление Ф = УФ’, где 
Ф’ есть ®-однородная цепь. Таким образом, изучение групи гомологий 
Нз (6, 1) сводится к изучению изоморфных групи гомологий 


Ну'' (©, 5, 9) = 25+" (6, 5, 9) [Ву (6, 5,9. 

Оператору ограничения ). соответствует в Э-однородных цепях оператор 
ограничения 1 —=АЛА-" В силу (1) и (2) очевидно, что Г отображает 
С” (6, 9, ) вС” (5, %, %) по формуле 
вы лм Ло 

3°. Гомологии в группу функций на 9%. Пусть ® есть группа 
функций, определенных на ® со значениями в 9%. Вводим в 5 операторы 
из 9 по правилу 

1" (у) = [А (ут 

ТЕОРЕМА. Для п>. 2 

Н” (6, 5, 5) =0. 


Доказательство. Пусть ФЕ 7” (6, 9, 5). Положим 


т, 2+, Ри (у) Е Фь, ++. 2—1 (9). 
Тогда 
Фи, 2.2, - +.) 2и—1 М1 (у) ик: Ф,, 211». 3 би —1 1 (у) — 


1 РВ — 1 
= Фи, (9) = Ф,,- бек ма = 
м [9.., 2 п —4 (ии 1" = у: и 2—1 (9), 
т. е. УС” ' (6, 9, 5). 


1» = 3 Ри 


9 
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Далее, так как УФ = 0, то 


п 


ФУ (-1' Фи, нь. ® = 0, 


#=1 


в т 2 


Ф., 2 (у) = м: т ме Ч (9), 
$=1 
откуда 
Ф-=УТ, ФЕВ"(6, 5, 5), 


что и требовалось доказать. 

4°. Операторы ограничения и продолжения. Введенный 
выше оператор ограничения / для ®-однородных цепей, очевидно, пере- 
становочен с У, так что [ отображает циклы в циклы, границы в гра- 
ницы. Покажем, что любая цепь 6 С" (9, ©, ) может быть получена 
из некоторой цепи Ф ЕС" (6, 9, %) применением Г. С этой целью построим 
Ф = ЕТ по формуле 


Ф =: № —. (4) 


Е —1 
Ро21 21, ..., 252) ?п 


21, 21) э.- у 2 

Правая часть равенства (4) имеет смысл, ибо 
т ее И Е 

2; 2,6 92; &; = О 


Цепь Ф 9-однородна, ибо 


Ф: и, гу, ...› 2пУ — ыы 1 1.-—1 == 


В ое 
а = == Фу 
Ро 2 21... Ро? 2 21, ‚2 
Наконец, 
1[Ф — © = — — = 
( )у,, ‚Уп. Уз, ..- › Уп Роз, ... › Роу У оз а Ми, 


т. е. [Ф =. Следовательно, Г отображает‘ С” (©, %, 0) на С” ($, 5, 9) 
и, в силу перестановочности с У, ВУ (©, 9, на Вх (9, 9, 5). 

Далее, легко видеть, что ВУ = УЕ, откуда следует, что и 2% (6, 9, \) 
отображается посредством / на 2, (5, 9, $. 

5°. Проектирование цепей. Пусть Ъ есть Э-операторная абе- 
лева группа, % — ее допустимая подгруппа, 6, =6/%. Естественный 
гомоморфизм Р группы Б на БВ, распространяется на цепи из С" (©, 9, 5) 
по формуле: 

(РФ)..,... =РФ,, .. 


‚п п’ 


Оператор «проектирования» Р гомоморфно отображает С” (6, %, 5) 
в с (©, $, Б,). Очевидно, что РУ = УР, так что Р отображает 2 (©, 9, 5) 
в 2 (6, $, Б,) и Ву (6, $, 5) В Ву (©, $, Б,). 

в что любая цепь “ЕС” (6, $, Ъ,) получается из некоторой 
цепи ФЕС` (6, %, 5) посредством проектирования. С этой целью положим 
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а Я равным какому-либо элементу из класса смежности 
у 


2: -.- ,2_1. 
пространим Ф, исходя из требования однородности. Очевидно, что 
= РФ. 

Следовательно, Р отображает С" (®, 9, 5) на С" (©, 9, Ь,) и, в силу 
РУ =УР, ВУ (6, $, Ъ) на В) (6, ©, 6,). При проектировании группы 
ие о брбаоние на», о. говоря, не имеет места. 

6°. Доказательство теоремы 1. В силу соответствия между 
С" ' (©, 1) и С" (®, 8, 9), установленного в п °2, теорема 1 равносильна 
следующей теореме: 

ТЕОРЕМА 3. Оператор ограничения [Г определяет изоморфное 
отображение Ну (6, ®, %) на НУ (8, 8, %. 

Доказательство. В п°4 установлено, что 1 гомоморфно отобра- 
жает 2% (©, %, %) на 2 (8, 8%, 9%), Ву(6, 8, %) на В (9, 9, %. 
Остается установить, что ядро этого гомоморфизма входит в Ву (©, 9,90, 
т. е., что если ФЕ 2, (6, 9, %) и [Ф =0, то ФЕВ" (6, 8, 9. Доказа- 
тельство будем строить по индукции. Для п=2, если ФЕ йе. то 


—_. группы 6 по, а на остальные значения 2,,..., 2 рас- 


Ф,,,.,= Фу, ЕЕ Ф!, а У. я е о 
Покажем, что Фу, ‚ = \, Э-однородна, если /[Ф = 0. Действительно, 


оо 2) =Ф#, — Фу. = ФР, =. 


У 2 


Итак, Ф = УТ, где ЧФ — ®-однородная цепь. Допустим теперь, что 
п>. Зи для п — 1-мерных циклов теорема доказана при любой группе У. 
Пусть 6 есть группа функций на 9, %, — подгруппа константных 


функций [м со значениями (у) = а. 
Очевидно, что %, операторно изоморфна %, и потому достаточно про- 


вести доказательство для группы %.. 
Пусть ФЕ 2" (6, 8, %,) и [Ф =0. Так как %{ СВ, а 


2у (6, $, 6) = Ву (6, 5, 5), 
то Ф=УТ при ЕС"! (6, 8, 5). Применяя Г, получим У (1) =0, 


ФФ. ©. 


17 99). 
Но 
27-1 (9, 9, 5) =В" ! ($, %, 5). 


Следовательно, ПТ = УО, где ОЕ = (5, %, Ь). Положим О =10’, где 
(9 = ОЕ ох (6, 5, 5), 


и рассмотрим 4” =Ф—ДО’ Тогда АТ’ = УТ = Фи [Г = ПГ-УО =0. 
Теперь спроектируем все это в группу 6, =6/9%. УР" =РФ = 0; 
следовательно, РУ”Е 27 ! (6, $, Б,). 
И 1Р4” =РПР =0. В силу индукционного предположения, 
Ру’ Е В! (6, $, В) и РУ’ =УП при ПЕС" * (6, 9, 6,). Для цепи П 
найдется цепь П’6 С”? (6, 9, 6) такая, что П = РИ. 
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Положим Ф” = Ч” — УШ. Тогда 
УГ” = УР’ = Ф и Ру" -=РТ' — УН = 0. 


Следовательно, 1” © С" ' (6, 9, %,) иФЕВ" (©, 9, %,), что и требова- 
лось доказать. 
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В работе изучается кольцо Ли, сопоставимое гериодической грун- 
пе с периодом простым числом. 

Получена серия соотношений вышеуказанного кольца. 

Результаты применяются к изучению периодических групп с перио- 
дами 3 и 5 (в последнем случае при двух образующих). 


В работах Магнуса (’) и (3) устанавливается связь теории груип, 
в частности свободных групп, с теорией колец Ли. Каждой групне @ 
можно сопоставить кольцо Ли ® таким образом, чтобы абелева груп- 
па 6+/6;;: была изоморфна аддитивной группе %/%+. Здесь ©; — ги 
член убывающего центрального ряда группы ©, а ® — идеал ®, состоя- 
щий из всех линейных комбинаций © целыми коэффициентами всевоз- 
можных произведений в кольце Ли 


(... (22, °2.} *...} < ах, 


где а» 6% (Ё = 1,2,...,#) их обозначает операцию умножения в кольце Ли®. 
Цель настоящей статьи — исследование характера этой связи для 


периодических групи с периодом р — простым числом. 
Метод настоящей работы позволяет получить естественным путем 


соотношение, найденное Цассенхаузом (“), и еще ряд результатов, пока- 
зывая в частности ошибочность того утверждения Грюна (5), что в 


* Эта статья является подробным изложением содержания доклада, прочитанного 
на семинаре Ленинградского отделения Математического института им. В. А. Стек- 
лова АН СССР в 1948 г. Реферат его опубликован в Успехах математических наук, 
т. 4, №3 (31) за 1949 г., стр. 180. В Апиа о Ма., т. 52, № 1 за 4950 г., 
стр. 111—126 было опубликовано исследование \. Мабпиз, А соппесИоп Бебусей 
{пе Вакег - Наиз4ог!! ТогилЙа ап@ а ргоЫёт о! Ватпзе, имеющее некоторые 
общие результаты с результатами, приводимыми в докладе. 

Однако, несмотря на то, что исследование Магнуса было опубликовано позже, 
оно не нерекрывает основного результата, содержащегося в докладе, именно, 
теорему 6 $ 2 настоящей работы. 

Последний результат позволяет несколько продвинуть изучение периодиче- 
ских групи с периодом р, в частности, опровергнуть для периодических групи с 
периодом 5 и двумя образующими некоторые результаты Грюна (5) и Холла. 
Кроме того, доказательство в предлагаемой работе проводится одним методом, без 
привлечения сложно выводимого тождества Холла (1). Ноэтому и печатается 


настоящая етатья. 
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периодической группе © с периодом 5 и двумя образующими ©; = ©:-1 


для {=7,8,..., а также вытекающего отсюда решения ослабленной гипо- 
тезы Бернсайда для этого случая. 
Пусть а, 6, а,, а,,..., ак — элементы группы @; обозначим 
(а, 6) = аба 16", 
(а, а, -.., ах) =. ((а., а?,..., ак—1), аз) (А = 3,4, .. № 
(а.0.^)=(60. 0. 
— —— 
К раз 


Тогда соотношение Цассенхауза состоит в следующем: 
Во всякой периодической группе ® с периодом р — простым числом 
для любых двух ее элементов а и 6 выполнено включение: 


(а,6, р— Е бр, (1) 


хотя в непериодических группах (в частности в свободных) это соот- 
ношение может и не выполняться, а выполнено лишь включение: 


(а, р— 1) Е 6,. (2) 


$ 1. Введение 


В этом разделе мы сведем воедино ряд понятий, на основании кото- 
рых строится исследование. 

Основным аппаратом в дальнейшем будет являться аппарат колец Ли. 

Кольцом Ли, как известно, называется модуль, в котором введена 
дистрибутивная операция умножения °, сопоставляющая любым двум 
элементам модуля а и 6 снова элемент модуля а°6б, причем выполнены 
следующие правила: для любых трех элементов модуля а,6, с всегда 


УТ 
И = (3) 


Свободным кольцом Ли ® с образующими у,,У.,...,У„ называется 
модуль, состоящий из всевозможных конечных сумм и разностей элемен- 
тов У,У»,..., Уп и произведений их в конечном числе и в любом 
порядке при помощи последовательно формально применяемой операции ›, 
причем две такие суммы будут считаться равными тогда и только тогда, 
когда от одной из них к другой можно перейти конечной цепочкой опе- 
раций, каждая из которых представляет или однократное применение 
дистрибутивного закона, или однократное применение одного из ра- 
венств (3), или однократное тождественное преобразование в аддитивной 
группе. 

На основании дистрибутивного закона, определяем произведение 
операцией ® любых двух таких сумм. 

Известно [например, ($°)], что каждое произведение Ё множителей 
у: У ...,У, при помощи последовательного применения операции › при 
любой расстановке скобок можно выразить в виде линейной комбинации 
с пелыми коэффициентами произведений такого типа: 


(... (Зуи. (4) 
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Например, 


(у °У,) ° (Уз ° Уз) = ((у1 ° У) ° У) *Уз — (ут * У») * Уз) * Чо. 


Произведения типа (4) будем называть правонормированными произведе- 
ниями Ли степени # и обозначать через 


[У .- Уж]. | (5) 


Иногда мы будем применять сокращения: например, [232?у] для право- 
нормированного произведения [2ууу2ху] и аналогичные в подобных случаях. 

Любой элемент Р свободного кольца Ли ®, порожденного элементами 
у, У,,...,Уи будем называть полиномом Ли или просто полиномом от 
ул, У», ....Уп. Если полином Р» состоит лишь из линейной комбинации 
правонормированных произведений А-й степени, то будем называть поли- 
ном Р» однородным степени К. 

Произведение двух однородных полиномов степени А и т, Р»ь °Ом, 
как нетрудно заметить, будет тоже однородным полиномом степени А - т 
(или нулем). 

Все однородные полиномы данной степени 4 образуют аддитивную 
абелеву группу (модуль) без кручения с конечным числом образующих 
(элементов базиса модуля). Для ранга $. (п) модуля всех полиномов Ли 
степени 4 Виттом (7) получена следующая формула: 


еп) = 5 Ув)”, (6) 


3/4 


где р (5) — функция Мебиуса. 

Пусть 9% — свободное ассоциативное кольцо, порожденное свободными 
производящими элементами 1,,2,,...,2„, и пусть а и 6 — любые два 
элемента из У. 

Определим операцию *° для любых двух элементов а и 6 из % сле- 
дующим образом: 


аз в = аб — ба, (7) 


где аб и ба — произведения в ассоциативном кольце У\. 

Нетрудно проверить, что операция ° ‚ определенная посредством (7), 
дистрибутивна и удовлетворяет равенствам (3). Таким образом, операция 
умножения Ли может-быть реализована в ассоциативном кольце посред- 
ством определения (7). Подмодуль ®, кольца %, порожденный 21, 25, -.., Я 
и всеми их конечными произведениями при помощи операции › ‚ опреде- 
ленной в (7), будет, очевидно, являться кольцом Ли. Мы получили 
представление свободного кольпа Ли с п образующими в ассоциативном 
кольце ЭТ. 

Магнусом (2) и Виттом (7) доказана важная 

ТЕОРЕМА 1. Кольцо Ли %, с операцией умножения (7) является 
свободным кольцом со свободными образующими т1,1,,...7т. Таким 
образом, рассматриваемое представление точное (изоморфное). 
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В нашем дальнейшем исследовании всегда будут встречаться кольца Ли, 
представленные в ассоциативном кольце. Полиномы Ли будут являться 
частным случаем некоммутативных полиномов в ассоциативном кольце. 

Пусть в кольце Ли, представленном в ассоциативном кольце, будет 


и = ца. ом = Е И ИЗ 
(6, $»... 81) 
где (1.,1,,...,) пробегает все перестановки чисел 1, 2,...,Ё, а 
%,...а, — Целые числа. 
Тогда имеем два правила действия, которыми постоянно пользуемся 
при вычислениях: 


1 
[9:9.- .. 9; 499;41... Эт — У, 4, 4,,.. Ад [9;:9.. ОИ, -. Ид» - 3 т 


Е 
(8) 
при /> 2, т> /[ем. (8 и 


Кит, И, ..-› И] = я Ч сн, МЫ] (9) 
(5:, $, --.: 1) 


[см. ()] | 

Если для кольца Ли ввести в качестве области операторов поле 
рациональных чисел Н так, чтобы получилась алгебра над этим полем, 
то эта алгебра Ли также представляется в ассоциативной алгебре при 
помощи операции (7). 

Полиномы теперь будут рассматриваться © рациональными коэффи- 
циентами. Формула Витта (6) для ранга модуля однородных полиномов Ли 
степени 4 сохраняется. 

Из результатов работ Магнуса (?) и Витта (7) вытекает важная 

ЛЕММА 1. Если ассовиативный полином Рот х:, %.,..., Хь с целы- 
мы коэффициентами входит в алгебру Ли над полем рациональных 
чисел, порожденную х,, х.,...1, Фи в ассоциативном кольце посредством 
операций сложения, вычитания и умножения °, определенного в (1), то 
полином Р может быть представлен в виде линейной комбинации с 
целыми коэффициентами правонормированных произведений Ли некото- 
рых наборов элементов 1, %,,..., Хи. 

Для дальнейшего потребуется фактически найти базисы модулей [1 
однородных полиномов Ли степени Е в алгебре Ли над полем рациональ- 
ных чисел ® с двумя образующими х и у до 7-й степени включительно: 

1) Базис модуля полиномов степени 1 будет, очевидно, х, 9. 

2) Базис модуля полиномов степени 2 будет 

[#, у] ([у2] = — [29]; 
ранг модуля равен 1. 
3) Базис модуля полиномов степени 3 будет 


[гу], [92] (туз = — [92°]; 
ранг модуля равен 2. 
4) Базис модуля полиномов степени 4 будет 


[У], [ху], [923 
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ранг модуля равен 5 так как 


«(= Ур 6)2 


[4 


= (16—4) = 3. 


Действительно, имеем соотношение 


[уу] = — [29°], (А) 


которое получаем, применяя к [[у2|ху] тождество Якоби 


уз ху] = — [ху [у] — [у [92] 2]. 


Здесь в правой части первое слагаемое равно нулю, вследствие 
того, что в кольцах Ли а`а = 0, а второе слагаемое равно 


Низ ух] = — [292]. 
5) Базисные полиномы 5-й степени получаются домножением базисных 
полиномов 4-й степени справа на ° х изу. Так как 
1 в " 
45 (2) = (2—2) = 6, 
то среди них нет линейно зависимых. Итак, базис Г, будет: 
[у] [хузж], [лужу], [уз?ух], [у2Зу], [уз]. 


Здесь еще произведена замена [5?5?] = — [у5?ух], на основании 
соотношения (А). 

6) Умножив базисные полиномы 5-й степени снова на сх и на су, 
получим полиномы 


[су], [ру*з], [суззу], [гу?зу?], [хуз2*], [ву?зух], [уг’узу], 
[уззу”], [узтуз], [узЗуз], [узлу], [92°]. 
Подечитывая ранг 5 (2) = 5 (2 23 — 2-2) =9, мы видим, что 


здесь должны быть три (тождественных в кольцах Ли) соотношения. 
И, действительно, имеем 


] 
2 [уззуз] = [уху] + [узтуз" |, (В) 
] 


Первые два — следствия толкдеств 
[уз [уг] = 0, [ху [ву] =0. 
Третье — следствие тождества 
[угуху2] = — [# [ухугУ]]. 


Эти следствия мы получим, если разложим скобки внутри внешних 
скобок и применим правило (8). Если модуль Ё% рассматривать как мо- 
дуль над полем рациональных чисел, то за базис можно, очевидно, взять: 
[2], [ву?зу?], [пу], [пу?гух], [уз’уху], [тузя], [уа“у], [узлу], [у2?]- 
Остальные одночлены (правонормированные произведения Ли из фи у) 
6-й степени выражаются через эти базисные одночлены при помощи 
соотношений в кольце Ли, в частности, тождеств (А) и (В). 
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2 : 1 
7) Для полиномов 7-й степени имеем: $, (2) = 7 (27 — 2) = 18. Число 


одночленов в базисе в два раза больше, чем в базисе модуля многочленов 
6-й степени. Поэтому все одночлены, получающиеся из базисных много- 
членов 6-й степени домножением на. хи ›у, линейно независимы и базис 
состоит из 18 одночленов: 


[2], 
[252], [ту?хуз], [2у“2у], 
[су?ту?], [ху“а?], [ту?хуту], [узузу], [ухзуз], 
[2у?хуз”], [уз?уа?], [2932], [уз?утут], [ух“у?], 
[уз“ух], [уз’ух*], [ухгу], 
[92]. 
При домножении получатся [5у35?у] и [923925], но мы исключаем их 
при помощи соотношений, являющихся следствиями тождеств (В): 


[пуза?у] + [у23уз] = 3 [ху?хуху] + 3 [у2? уху], 
[уу] - [2934] = 3 [уз?ухух] + 3 [2узхуз]. 

В исследовании групп мы будем применять представление элементов 
групп формальными степенными рядами от некоммутативных перемен- 
ных. Именно, пусть % будет свободная ассоциативная алгебра над полем 
рациональных чисел, порожденная свободными производящими 71, т., + ву 2 
с внешним образом присоединенной единицей. 

Любой элемент а6\% имеет вид 


а=а + а, фа, +... Ра, (10) 
где а; — однородный полином степени 1, а, — рациональное число. 
В Х можно ввести норму элемента следующим образом. Если для 
элемента 4 Е 0, записанного в форме (10), будет а,=0, аа=0,..., а /=0, 
а а, + 0 (в кольце %), то определим норму элемента а так: 


(С) 


Па -т, 10| = 0. (41) 


Тогда дл. любых двух элементов а и 6 из % будет 


12-551 < шах (|| 18) ны 
аб | «а |181. 

Таким образом, % становится нормированным кольцом. Если ввести 

метрику р (а, 5) =|а—6||, то в замыкании % относительно этой метрики 


можно естественным образом определить операции сложения, вычитания 
и умножения, продолжающие соответствующие операции %. Также на % 
продолжается и понятие нормы. Получившееся таким образом замкнутое 
нормированное кольцо 3[ может быть представлено кольцом формальных 
степенных рядов с действиями формального сложения и умножения. ‘ 

Если а=а, а фа фа; -+...с УТ, то продолжение нормы для а 
определяем так: если а -Е 0, тогда для какого-то & а, = 0, а =0:. 5 
а;1=0, а а; 0, и определяем: 


? 


а || = 10| == 0. 


я , 
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Всякий формальный степенной ряд по однородным полиномам возра- 
стающих степеней сходится по этой норме. 
В Х любой элемент вида 1 а, + а, | ..: имеет обратный. Если 
обозначить 
2=а -а.+.... 
то ряд 


1 
о. 


сходится в нашей метрике и потому является элементом чт. 


В % можно определить следующую формальную функцию: 


ии... (13) 
Ряд сходится в %{, если |а||< 1, т. е. если 
а=а + а, фаз + 
При любом таком а е 6% и еб имеет вид 1 + а:, где аи |а, |< 1. 
Наоборот, для любого а. 6% с |а,||<1 найдется одно и только 


одно а6 9 с |а|< 1 такое, что ее =1 + а,. Для доказательства доста- 
точно ввести функцию 


а = 108 (1-Е а) = — =. -.-., (14) 


сходящуюся при всех ||а, |< 1. 
В 9 имеется подмодуль &® — алгебра Ли с операцией ›, определенной 


формулой (7), и порожденная элементами 51, 1,,..., 2». Замыкание ® 
в 9 будет частью % и представляется множеством таких формальных 
степенных рядов а, а, {а + а, +..., у которых а, =0, а все а; 
при # >> 0-будут однородными полиномами Ли от х1, 1.,..., 2 степени г. 


Для некоммутативных показателей имеет место важная показательная 

ТЕОРЕМА 2 [см. (15), (1), (°), (°)]. 

Если хиу хочет 8, то однозначно определяется 3, при- 
надлежащее %{, такое, что 


Е’ ее (15) 


и это 36%. Выражение для 3 дается рядом 


а=у-рол (2, У)-Е то, (2, У) згоз (&, +... = 


Ее в +..., (16) 
где 
Е. бе Е Вз Г.в 
ору =У=а-+ 21] — 2 у] + 83 ву +. 
5 
В=+, В, =5, В =, В ==, В =бб,. - Числа Бернулли, 
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®: (г, )=(; =, У). 
= (5), 9, 


ль АТ - +. 


в; (=, у) = (, Вх (х, у), 


Онератор у — так называемое некоммутативное дифференцирование. 


Определение оператора и и доказательство арии 2 имеются в 
книге Чеботарева (®). 

Нетрудно заметить, что (9 =ех и ("= 2" для аюбого це- 
лого т. 

Из ноказательной теоремы получается следствие, что любое слово из 
положительных или отрицательных степеней 2, ез,...,е "можно пред- 
ставить в виде г, где 56%, #;1<1, а потому всегда е =1 ра, с 
1а:1< 1 и =" имеет обратный элемент е *Е%. Отсюда видно, что мно- 
знестьо элементов е1, е*,...,е“ алгебры \ порождает мультиплика- 
тивную группу. все элементы которой принадлежат % и могут быть пред- 
ставлены в виде е*, где 68. 

Из результатов работ Магнуса (*) и (5) непосредственно вытекает ряд 


ТЕОРЕМА 3. Грувза Х = {[е`,2%...,2*}, порожденная эде- 
ментами % =, —е“1, 2, =23...., 2. =е“® — свободная со свободными 


образующаемиы 2, &,, ---, &,- 
ТЕОРЕМА 4. Пусть элемент © 2! группы ® представлен в виде 


анна, 1.40, 


где {; — однородный пелином „Ла с рациональными коз, урициентами 
степени & {> т_> \). Тогда [„, будет полиномом Ли с целыми коэффи- 
пиентами и 26$, —т-у ччему убывающего центрального ряда 
групны ® а не принадлежит Фи. 
ТРОРЕМА 5. Если для аюбого &®\ 6 ®; 
== ее +, 

то {; пробегает совокупность 1} —14 всех пелиномов Ли с целыма 
коэффициентами степени 6х, х.,..., Ж. Группа ®; отображается 
гомоморфно на аддитивную группу [4 при соответствии: 


2® >41. (17) 


Ядро гомоморфизма состоит из веех элементов @;;1. Таким образом, 
модуль Г: -=11;} изоморфен ®,; /®::. Ранг модуля Г, ева 
Виттом {7), будет равен %, (п) из формулы (6). 

Эти теоремы полностью опысывают структуру фактор-групп ©; / 61 
для случая свободных групи. В случае несвободных групи для иссле- 
дования строения фактор-групи убывающего центрального ряда Магнус ($) | 
намечает следующий путь. 
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Именно, группа Р с образующими Е =, может быть пред- 
ставлена как фактор-группа свободной группы @ = {8,85,,..., 8} со 
свободными образующими 5, 8,,..., &, по нормальному делителю $, 
состоящему из всех таких слов из &,,8.,..., 8, (2, 8.,...,В,), 


что (=, 2,...,.Е,)=1— единице группы Р. 


Е 6 [9 
ЛЕММА 2 [см (3]]. 


Е; | бу; | бул (6,09) =’ 616 ПЯ) би. = (18) 


Будем считать, что свободная группа представлена в кольце фор- 
мальных степенных рядов, как указано выше. 

При гомоморфизме (17) ©; отображается на модуль Г; всех полино- 
мов Ли степени Е с целыми коэффициентами. При этом же гомомор- 
физме ©, 1 (6; Г %), очевидно, отобразится на подмодуль А; модуля Г. 
Модуль А; состоит из всех полиномов Ли с целыми коэффициентами 
таких, которые являются начальными членами степени { у показателей 
элементов © Е (6,[]%) в указанном представлении. 

Так как ядро гомоморфизма @;:: содержится как в @©;, так и в 
@; +1 (6;[%), то получаем, что 


$; / © 1 (6 ПЗ) = м — А, 


— аддитивному фактормодулю [, по А.. 
Составим прямую сумму счетного множества модулей А: 


О ее Де 


Очевидно, ®=[ +2, Г. +... — кольцо Ли, состоящее. из всех 
полиномов Ли с целыми коэффициентами. 

Магнусом (3) доказаны следующие теоремы: 

ТЕОРЕМА 6. А является идеалом в кольце Ли %. 

ТЕОРЕМА 7. Кольцо Ли %, = ® | А однозначно определяется группой Е 
и не зависит от способа представления Е в виде фактор-группы сво- 
бодной группы. 

ТЕОРЕМА 8. Е; / Е;41 изоморфно аддитивной группе фактор-кольца 
© ра. При этом под ®1 понимается образ идеала ® 


т 
® — Ст -Н Гиды о 
при естественном гомоморфизме 


%—%/ А Е 


ТЕОРЕМА 9. Если ввести Е.» = С Е., то порядок (или мощность} 
=1 


$= 
8, =®/А равен порядку (или мощности) Е | Ех. 
Магнус называет кольцо Ли %®, кольцом Ли, сопоставимым группе Е. 
Аддитивная группа кольца ®, разлагается в прямую сумму 


8. =®/ 4 = (7. — 4, + (2, — 4.) + (2. — 4.) +... 
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Для конечных групп Ё эта сумма не может содержать бесконечное 
множество ненулевых слагаемых. Поэтому для некоторого ть 


Ат, == т, 
а тогда и далее 
Ат,+к = тк (0), 


и мы получим, что 
дить == 8" + А/ А = 8 | 9" ПА = 87% [97 — 0, 


т. е. кольцо ®, нильпотентно. 

Эта связь представляет особый интерес для конечных нильпотентных 
групп, так как тогда РК» =1 и порядок ®, равен порядку группы Р. 

В случае, когда для ЕЁ известно, что соответствующее кольцо Ли %, 
бесконечно, то наверное можно утверждать, что Ё сама бесконечна. 

Особенно интересно проследить связь между группой ЕЁ и соответству- 
ющим кольцом Ли ®, в случае, когда ЕЁ — максимальная периодическая 
группа с периодом р“(р — простое число, а — целое), порожденная ко- 
нечным числом образующих. Мы уже показали, что в случае конечности 
Е ®, будет конечным нильпотентным кольцом Ли. 

Если же удастся показать, что ®, соответствующее группе РЁ, будет 
нильпотентным, то, вследствие того что &®, имеет конечное число образую- 
щих и, как далее будет показано, р°® =0, 9%, наверное будет конеч- 
ным, а тогда и ЁР, = Е /Е-» будет конечной группой. Е, является макси- 
мальной нильпотентной (или обобщенно нильпотентной) периодической 
группой с периодом р“ и данным числом производящих элементов. 

Утверждение, что всякая максимальная нильпотентная периодическая 
с периодом р‘ группа, порожденная конечным числом образующих, 
будет конечной, составляет содержание так называемой ослабленной 
проблемы Бернсайда. 

Эквивалентная ей формулировка состоит в следующем: существует 
ли максимальная конечная группа, порожденная п образующими с пе- 
риодом р‘, такая, что всякая другая конечная группа, порожденная 
п образующими с периодом р‘, будет изоморфна ее фактор-группе? 

Из положительного решения ослабленной проблемы Бернсайда еще 
не следует положительного решения самой проблемы Бернсайда (13) для 
периодических групп с периодом р“, так как в этом случае, как это 
показано Бэром (14), остаются две возможности: 

а) либо Р., =1 и Е будет конечна, 

Ь) либо ЕР. будет бесконечной периодической группой с периодом р“ 
и конечным числом образующих, такой, что у нее не будет подгрупп 
конечного индекса. 

Вопрос о том, какая возможность будет на самом деле иметь место, 
остается открытым. 

Наоборот, из отрицательного решения ослабленной проблемы Берн- 
сайда будет следовать отрицательное решение самой проблемы Бернсайда. 

Цель настоящей статьи состоит в том, чтобы дать некоторые структур- 
ные теоремы о строении кольца Ли %Я., сопоставимого максимальной 
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периодической группе © конечным числом образующих и периодом р, 
где р — простое число. 
Естественно, что каждый шаг в направлении выяснения структуры 


кольца Ли ®, дает глубокие теоремы о структуре самой периодической 
группы Р. 


$ 2. Получение основных соотношений для периодических групп 
с периодом простым числом 


В этом разделе мы сохраняем ранее введенные обозначения. 
ТЕОРЕМА 1. При любом периоде 4 для периодической группы Е с 
периодом 4 


че А: (@(=1,4,...). 


Доказательство. Пусть р}, }»,...— производящие Р. Берем 
свободную группу ® с производящими е^, е^*,..., где т, %.,... — сво- 
бодные производящие свободной ассоциативной алгебры над полем ра- 
циональных чисел А. Соответствие ©“ <—> }, — взаимно однозначное соот- 


ветствие. Отображение е*-> }; может быть однозначно продолжено до гомо- 
морфизма ©@—>Р; обозначим ядро его через %. Если © (4) — подгруппа 
©, порожденная всеми 4-ми степенями элементов группы @, то, оче- 
видно, © (2) с $5. 

Из теоремы Магнуса известно, что если ат — любой элемент модуля 
Г", то найдется элемент @„ вида 


(т) атат- 1 *** 


=е 


8 
Тогда 


РА — ебт Ра т--19+ "6 6 (д) и Е ©», 


т.е. принадлежит 6 (4) | @т< 5% П 6, а потому, по определению, 4ат 6 Аж. 
Это показывает, что модуль 4Ёт является подмодулем Аш. 


Ет | Ет-л > Ст — Ат = (т — 4Ёт) — (Ат — 4Ёт), 


т. е. модули [и и Аш можно рассматривать не над кольцом целых чисел, 
а над кольцом вычетов по то4 4. 

Если 4 = р — простому числу, то модули Ги и Аш можно рассматри- 
вать над конечным полем СЁ [р]. 

В дальнейшем Г[ш и Ат рассматриваются над СЁ[р]. 

ЛЕММА 1. Если д и у-— производящие свободного ассоциативного 
кольца и = — элемент 8 такой, что 


в =6 ЕЯ, 
то 2 можно представить в виде 
2 =Н, (2, У)--Н» (2, у)+ - --+ Ну, у) Нь-а(ву)-+ + --Н»-—2(2, у) ++ **, 


где Н; (х, у) — однородный полином Ли от 2 и у степени 1 с рациональ- 


З известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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ными коэффициентами, причем коэффициенты Н,, Но, ...,Нр_+ не содер- 
эжат в знаменателях множителя р, а коэффициенты Ну, Нр-4,...„Н2эр—2 
содержат множитель р в знаменателях в степени не выше первой. 

Доказательство. Возьмем выражение для 2 из формулы (16). 
По теореме Штаудта-Клаузена [см. (15), стр. 19], бернуллиево число 


Ви = № ет + нелое число, 


где 9>.2 пробегает все такие простые числа, для которых 494 —1 делит 
удвоенный номер 2т бернуллиева числа Ви. Следовательно, р входит в 
знаменатель В„ только при 2т, делящемся на р— 1, т.е. в знаменатель 
Ву, Вр, Взф—, ит. д. 

2 2 |. 
Таким образом, ®, (5, у) имеет структуру, требуемую в теореме для 2: 


оз (2, 9) = (9х ва (а, 9) = (23 ва (в, у) + (389, о (©, У) + 


+ (5: 9] 5) в (в, 9) + >>. 


Отсюда следует, что строение каждого слагаемого о, (х, у) таково, что 
степени р, входящие в знаменатели коэффициентов о (х, у), не могут пре- 
взойти степеней, допустимых для 2 в теореме, так как 

1 р НТ 
фл (2, у) = 2 5 [29] + 5 [29] — и [29] +..., 
и если допустить, что слагаемое о, (х, у) степени < р будет иметь р 
множителем в знаменателе, то мы придем к противоречию, так как это 


р может произойти либо из коэффициента члена х, (х, у), т. е. степень 
этого члена уже>. р, либо от коэффициента а одночлена % в производ- 


ной (о =) ®, (2, У), а этот коэффициент может иметь р в знаменателе 
лишь в случае, если степень ® больше или равна р, а потому все 
рассматриваемые члены ряда (о — ®; (5, у) степени >. р. 

Также, если член ®, (7, У) имеет в знаменателе коэффициента какого- 
либо члена множитель р?, то он мог произойти либо от некоторого коэф- 
фициента члена ®; (т, у), а потому его степень >. 2р —1, либо от коэффициента 


а в производной (си 5) Ф1 (2, У) и тогда его степень тоже >2р— 2, 
либо же р входит в первой степени в коэффициент некоторого члена 
«1 (7, у) ив первой степени в коэффициент а, тогда степень ®& >. ри 
степень слагаемого ®, (2, У) тоже >. р, а потому рассматриваемое слагаемое 
«о (х, У) будет степени >2р—1 > 2р— 2. 

Аналогично можно провести это рассуждение для о; (2, 9). мт. п: 

Заметим, что ‹, (7, У) начинается с членов 3-го порядка. В Фз (х, у) 
нет членов до 3-го порядка включительно и т. д., в в; (2, у) нет членов 
до гго порядка включительно. Вообще, ®; (т, у) состоит из бесконечной 
суммы всех слагаемых 3 степени Е в 1, умноженной на й! 
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Проводим это рассуждение до ®р_4: «, (2, у) входит в 2 с множителем 
—, Поэтому © = = 
® У слагаемые =, состоящие из членов, (х, у) (#=1,2,....р—1), 
имеют строение, требуемое для 2 в теореме. Чтобы доказать, что и осталь- 
ные слагаемые 2 до степени 2р —2 включительно имеют требуемое строе- 


ние, используем функциональное уравнение для =. Если & = Ф(х, у) — 
степенной ряд, то в? = е*еу, откуда е_* =еЧе-*, 


—2=Ф(—у, —2), 2=—Ф(—у-—»2.. 


Так как в Ф(х, у) члены до общей степени 2р—2 включительно и 
степени в 2 до р—1 включительно имеют требуемую структуру, то из 
тождества = —Ф(—у, —1) видно, что и члены до степени р—1 
включительно в у и до общей степени 2р—2 имеют также требуемую 
структуру. 

Но любой член общей степени до 2р— 2 имеет степень либо в т, 
либо в у<р—1, что и доказывает лемму. 

ЛЕММА 2. Пусть 


в: = 2%, Ваз ==2>, 
где 1 ® и 2,6%, причем 2; имеют вид 
2, =Р, ; (5, 1.,.--,2,) +2. (ть, ен) 52 
``. э (в -.-, 3) +... И =1,2), (19) 


где Ру ; — однородные полиномы Ли с рациональными коэффициентами 
степени # в 21, Т.,..., Хи, причем коэффициенты Ру, ;, & =1,2,...,р—1, 
не содержат р в знаменателе, коэффициенты Ру, Ё=р, р +1,... 
.... 2р—2, содержат р в знаменателе в степени не выше первой. 
Тогда 


Ва = АЕ, 
где 2; имеет снова вид (19) (7 = 3), причем Рь,з имеют те же р-свой- 
ства, что Ре 1 и Рь >. 


Доказательство. Пусть р=о5 (в общем случае доказательство 
проводится совершенно аналогично). 


23 = Ф( 2, 2,)= Н (21, 2.) + Н»(2, 2.) Н-+Н.-+Н, + Н +Н.+Я,+--- 


При пюдстановке в НЯ., Нь,... вместо 2, 2, их выражений через 
7, 1,..., Жь получим многочлены Ли степени > 9; они нас не ин- 
тересуют. 


Рассмотрим НЙ; (2.1, 25), &<8. Возьмем какой-либо одночлен Н; (2;, 5,) 
со своим коэффициентом. При подстановке вместо 2, и 5, их выраже- 
ний (19) мы получим целую серию слагаемых — произведений Ли (не обя- 
зательно правонормированных) с какими-то коэффициентами. Разберем не- 
сколько случаев, рассматривая получившиеся слагаемые степени до 8 
включительно. 

1) Степень получившегося слагаемого < 4. Тогда оно могло полу- 
читься либо из Н‚, либо из Н», либо из Нз, либо из На, причем если 


3* 
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при замене 2,, 2, из (19) там появится хоть одно Р»л,; с Ё>5, то сте- 
пень слагаемого будет >5. Итак, все встречающиеся Р»х,; будут степени 
<4, а с ними в одночлен придут и их коэффициенты без множителя 5 
в знаменателе. Поэтому слагаемое имеет коэффициенты без множителя 5 
в знаменателе. 

2) Степень слагаемого >25 и <8. Тогда это слагаемое может полу- 
читься из любого Н; (1=1;2,..., 8). 

а) Пусть слагаемое получилось из Н; (:=1, 2,.3. 4). В слагаемом 
(произведении) могут встретиться (после замены из (19)) несколько Р». 1. 

Коэффициенты Н., Н», Н, и Н. не имеют 5 множителем в знамена- 
теле. Поэтому слагаемое может иметь множитель 5° в знаменателе лишь 
тогда, когда этот множитель придет с коэффициентами соответствующих 
Р;;. Если коэффициенты одного Р»х,:; уже имеют 5? множителем в зна- 
менателе, то степень Р»,; >29 и слагаемое было бы степени >29. Если 
входят два Р»; с коэффициентами, имеющими 5 множителем в знамена- 
теле, то степень каждого такого Рь ; >5 и степень слагаемого оказалась 
бы > 10. 

в) Пусть слагаемое получилось из Н; (=5, 6, 7, 8). Тогда допустим, 
что у этого слагаемого 5’ входит в знаменатель коэффициента. Так как 
коэффициенты Н; имеют 5 множителем в знаменателе в степени не выше 
первой, то в получившийся одночлен должно войти по крайней мере 
одно Р»,; с Ё> 5, так как только они могут иметь множитель 5 в зна- 
менателе. Тогда степень получившегося слагаемого ЗЕРА—1> 
>5--5—1 = 9. Это и доказывает лемму при р =5. При любом р доказа- 
тельство аналогично. 


ЛЕММА 3. Пусть з, х.,...р— свободные производящие свободной 
ассоциативной алгебры над полем рациональных чисел В, © -— свобод- 
ная группа с производящими е®, е,... Тогда любой элемент в6 6 


имеет вид е’, где 2 имеет такую же р-структуру коэффициентов как 
и 5; в формуле (19). 

Доказательство получается повторным применением леммы 2 и из 
того обстоятельства, что производящие е”, е “® устроены так, что 
за 2; в формуле (19) можно взять хь или —х», так как +2 удовлетво- 
ряют тем же р-условиям, что и 2; в формуле (19). 

Отсюда ясно, что любая р-я степень элемента @® имеет вид 


е*, ге 2=Р\ + Р» + --- ЕР»... Ро 2. (20) 
Здесь Р1, Р»,..., Р» — однородные многочлены Ли с рациональными 
коэффициентами == 0 (по4'р), а Р», Рри,..., Рэ›_2 — однородные много- 


члены Ли с рациональными коэффициентами, целыми по тор, т. е. 
не имеющими р множителем з знаменателе. 

Докажем, что такое же свойство имеют и произведения р-х степеней 
элементов ©. 

ЛЕММА 4. Любой элемент группы ®(р) имеет вид е*, где 2 имеет 
такое же распределение р в знаменателях коэффициентов, как и 2 
в формуле (20). 

Для доказательства достаточно показать, что произведение двух выра- 
жений е*: и е*, где 31, &, такого же типа как 2 в (20), снова имеет вид 
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2», где 2; того же типа, что 2 в (20). Даже более того, если 


21 = Ри + Ри + Ри ..- + Ры+.-. + Ро... , 
22 = Р2 + Р»2-- Рз2 + +... Е Ру... + Ро... , 


изесли РО (тоЧр) (А —1, 2; 1=1,02,... р —1) и Р;.. имеют р-це- 
лые `коэффициенты при р<1<2р —2, то е?1е?: = е?+, где 


23 = Раз-- Роз +... Е Ру... + Ро оз+ ..., 


причем Р;з==0(шо4 р) (1=1, 2,..., р 1), Р;з имеет р-целые коэф- 
фициенты при р<1<2р—2 и Рз=ЕРи -{ Р;› (то4 р), #<2р—2. 
Проще всего это доказывается так. Обозначим 


тогда и; имеют вид 2, в (19), 


21 = ри, 2.= ри., еле? = еРщериз — еФ (фи, Риз — ель, 
23 = РН, (и, и.) + РН (ил, и) + рзН} (ил, Е. 
Ну (ил, и.) = и, и, 


(это видно из формулы (16)). 

Будем собирать из всех Н;(и:, и.) члены степени до 2р — 2 включи- 
тельно в 4, 2.,... Так как и, и и, имеют форму (19), то эти члены, 
как это видно из доказательства леммы 2, будут иметь р множителем 
в знаменателе в степени не выше первой. Следовательно, эти члены из р?Нь, 


Рр3Н. войдут обязательно с коэффициентами ==0 (то р). Члены этих 
степеней в рЯ, (и; и.) = ри, + ри, = 21 - 2. будут Ри + Р2@(=1,2,... 
..., 2р—2). Это доказывает наше вспомогательное утверждение. 


Так как любой элемент © (р) является произведением конечного числа 
р-х степеней элементов @ и каждая р-я степень имеет вид (20), то, приме- 
няя последовательно уже полученное свойство, мы докажем лемму. 

В процессе доказательства нами получена также 

ЛЕММА 5. Если е? — любой элемент группы © (р), то = имеет вид (20), 
и если У многочленов Р.(р<1<2р—2) коэффициенты заменить на 
классы их по то4 р, то упорядоченная последовательность таких много- 
членов (Р», Рьи,..., Рэр-2) образует модуль относительно сложения: 


(Р», Ру, я Рэр_э) ат (Ор, Ор+и, ею 092»—2) = 
= (Ро -- Ор, Рон + Оры + +: + Рар-2 + Ор) 


с областью операторов — конечным полем СЕ [р]. 

Полученные результаты позволяют доказать первую структурную тео- 
рему о строении модулей А;. 

ТЕОРЕМА 2. Для Е = 6/6 (р), где © — свободная группа, А; = р 
прил, р 

Доказательство. Всегда р/[иС А;. Пусть аа © Аз; тогда найдется 
266 такое, что 


= еч\чн+ "66; П®(р), 
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причем а; — полином с целыми коэффициентами и а; == 0 (по4 р} (это сле- 
дует из леммы 4), т. е. найдется полином Ли с р-целыми коэффициен- 
тами 6; степени Е такой, что а; = РЬ,;, где 6; — полином Ли с рациональ- 
ными коэффициентами, в знаменатели которых не входит р. 

Если общее наименьшее кратное всех знаменателей коэффициентов 6; 
при выражении 6; через базис модуля целочисленных полиномов [+ 
обозначить через а, то (а, р) =1, следовательно, аа; — многочлен с це- 
лыми коэффициентами, делящимися на р. 

Если а; выразить через целочисленный базис ЁР;, то, по умножении 
на а, все коэффициенты в выражении а; через этот базис будут делиться 
на р. Так как (, р) =1, то все коэффициенты выражения а; через 
взятый базис целые и делятся на р, т. е. а; = ра,, а; — целочисленный 
полином Ли.* Отсюда 


а 6рГ,, АС РЁ, А, = РЁ. 


Исследуем, что представляет собой А; нри р<:<2р—2. Здесь 
уже появятся некоторые нетривиальные соотношения, входящие в А;. 

Чтобы вывести хоть одно такое соотношенйе, воспользуемся свойствами 
вполне характеристических подгрупп. Именно, подгруппа группы @ 
называется вполне характеристической, если она переводится в свою 
часть любым эндоморфизмом группы @, т. е. любым гомоморфизмом © 
в свою подгруппу. Произвольный эндоморфизм @ можно задать таким 
образом: перевести каждый производящий элемент © в некоторый произ- 
вольный элемент @, соноставляемый производящему. Так как каждый 
элемент @ выражается однозначно в каноническом виде через произво- 
дящие, то это сопоставление однозначно определяет эндоморфизм. 

© (р) является вполне характеристической подгруппой ©. Поэтому, 
построив какой-либо элемент @ (р), мы можем, применяя эндоморфизмы 6, 
построить целую серию элементов @® (р). Будем применять эндоморфизмы 


Ах 


— #% 1 
в 


где А — произвольное целое, остальные производящие переводятся сами 
в себя. Этот эндоморфизм равносилен замене всюду в разложении эле- 
ментов @ в степенные ряды х; на Ах;. Пусть ехи е\! — какие-либо два 
свободных производящих. Тогда 


етем — оН\®, НИ и(хь и +=. ЕН рб, У) -Н ара, + 


— 

в) 

ыы 
| 


(е*е")Р — еРНи(х, УЧРНь(х, уу --- РН ре +. РН 2р—2(х, У) 6 бу (р), 
Н, (т,у) == у. 

Построим, далее, 
Н (т, у) = (ее )Ре т*е- 216 © (р). 

Из лемм 4 и 5 следует, что 


* Рассуждение это вызвано неоднозначностью при выборе базиса 
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А А в 


(а, 9) = 6 6 (р), 
причем р) — однородный полином Ли степени &, 
Р? (х, у) =0 (отр, 9—4, 3... р № 
и у 
Р' (т, == РЁ (к, 9) (иоар), Е=р, р-+И,...,2р—2, 
Пусть & — первообразный корень сравнения 
7! =1 (шо4р). 
Применим эндоморфизм @ такой, что 
х—>21, Уу>8у. 
Тогда 
„РР ) (=, У-НеРС) ( и----НОР РО) (х, У. -Н0Р РЕ) (ху. 
(вт, ву= То 46, 


дРС) Я? ) эр() гр(* 2 
з Е (х, У)-Н9*Р` '(х, У)-Е-.--9 Ру (х, у). 9*Р 2(х, у)----. 
(2, у)’ = ыы Е © (р). 


Отсюда получаем: 
те. Хх, у. Рок, М ---РО) бе У) 


1: (2, у = (ва, ву. (в, у" Е © (р), 
причем, на основании лемм 4 и 5, 
Ри, у)==0 (подр) (=3,4,...,р-—1}, 
а при Е =р 
РО (х, у) == Е”РОХх, у) — в?РО?(х, у) = Е? (Е”_* —1) рН (х, у) (шо р). 


При этом 
а = 8? (87 —2— 1) Е 0 (шо4р)}, 


—1 
так как 2 — первообразный корень сравнения {” `— 1 =0 (од р). При- 
меняя далее этот прием для исключения членов 3-й степени, получим: 


и РР из. -ЕР@х, у. ЕР обр. 


[в (х, У) = 1, (ет, ву) № (т, У) е6(р), 


РУ (2, У) == 83 (в* 3—1) РО (х, у) (шо4р), 
83 (8Р—3—1) ЕО (шо4р). 


Делая р— 2 таких шагов, мы придем в конце концов к некоторому 
элементу @ (р) вида: 


9: (т, у) = р (т, 9) > рр (2х, 29): /1ь—2 (т, у 


Я (р—1 - 
е. „РР \х, у)-+...-Р о. *(х, У-ЕЕ (9 (р), 


у’ = 


где о (1, у) = «рНЬ (т, У) (шо4 р),а — целое число, не делящееся нар. 


На основании леммы 4, рНр (24) — многочлен Ли с р-целыми коэф- 
фициентами. Из показательной формулы (16) видно, что это — многочлен 
следующего вида: 


РНр (т, у) = Ф, (м, у) ЕФ. (ву... + Ф,_1(5, у), (21) 
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где Ф, (х, У) — многочлен Ли с р-целыми коэффициентами степени р в х 
и уи степени # в х. При этом из выражения для о, (2, У) в (16) сле- 
дует, что 


р-1 
ЕО 28 
, 2 
; р р--1 
Фг(х, 9) = (Р—1)! [гу ], 
где В, — число Бернулли, рВ,—1 — рациональное число, у которого 
аа о 


числитель и знаменатель взаимно просты с р. 
Из теоремы Штаудта-Клаузена [см. (5), стр. 19] следует, что 


А так как (р— 1)! = — 1 (шо4 р), то весь коэффициент при [5у?—\] срав- 
ним по шой р с 

В 

(9 го вый 


—1 1 1 | 
РФР +... + ФР, 

где Ф\{'(х, у) устроены так же, как Ф; (х, у) в (21). 
Как и ранее, при помощи эндоморфизмов можно избавиться от много- 


й 1 ь 
членов ФУ (=; я Фо, (х, у). Действительно, если сделать отобра- 
жение е\-> (е\)°, ех-—>ех, то тогда 


9-1 ФИ, ут 2х, уу+...+9Ф@) (х, у +... 
ф1 (2, ВУ) = } : =: Е 6(р). 


Последними точками обозначены члены высшей степени. Теперь 
ФР, уф, и. --+Ф®) (к, у... 
е 


фз (4, у) = Фи (2, &У)- 91 (2, У) “= 
причем 


66 (р), 


ФР (в, у) = (‘ЮФ (т, у= 
==0 (87—1— 8) Ф; (х, у) (шодр) (=1,2,..., р 1), 
ФР (д, у) = (27 '— 8) Ф® (2, у). 
ЕР-1 в = 8 (27—2— 1) = 0 (шо4 р). 


Продолжая применять эндоморфизмы, мы исключим последовательно все 
ФО (е, 9) (=2,3,.... р—\1). В конце концов найдется 


ФФ (х УВ | (х,у+..-+Р (х, у)... 
1 я 1528 2р—2 
Фр (2, у) =е — . Е© (р), 


причем 


ФР? (д, у) == 1Ф? (х, У) =Е1оФ (х, у) == 1о [у?—'] (шой р), 
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где 1 — некоторое целое число =Е 0 (шо4 р). Можно найти такое целое 
11, ЧТо 10, ==1 (0104 р), а тогда 


УФ (х, у... 
1 (х, ул=е : 6 © (р), 


ОЕ (х,‚ у) = [2у’—1] (шо4 р). 


Так как .Ф®-Э (ху Ари А; можно считать модулями над СЕ [р], 
то мы доказали таким образом теорему, из которой сразу следует соот- 
ношение (1), полученное впервые Цассенхаузом (4) другим путем. 

ТЕОРЕМА 3. В Ар, кроме рГ», есть и другие элементы, именно, 
если т и у— любая пара производящих элементов 2 (=1,2,...), то 
[ту 6 Ар, но ЕрГь. 

Оказывается, применяя эндоморфизмы и исключения методом, описан- 
ным выше, мы можем получить из элемента [5у2-!] 6 Ар все элементы Ах 
(Е =р, р-+1,...,2р—2). 

Чтобы доказать это, потребуются некоторые новые понятия. 

Именно, нам потребуется обобщение понятия некоммутативного диф- 
ференцирования, приведенного у Хаусдорфа ($) [см. также (1?)]. 

Пусть 21, 2.,..., 2, — свободные ассоциативные производящие сво- 
бодного ассоциативного кольца 9% с областью операторов — коммутативным 


д 
кольцом С. Тогда оператор у можно определить следующим образом. 
1 


Возьмем полином Р (т, х.,..., 1») от 2, 2.,..., 5 © коэффициен- 
тами из С. Сделаем замену 2, на 2, + 9», где а — переменное, комму- 
тирующее со всеми х; и элементами С. Тогда 


Ро, 1...) а) = 
С Е 
Мы обозначаем 
9 
О Роке, (=) Ра о РИ 
1 


например: 


д 


Оператор у линейный. Мы будем его иногда обозначать через Р . 
1 


Х:->У 
Если Ри О —гза полинома от 2, 2,,..., Хи над С, то 
р (Р9)=(РРО-Р( РО 90). 
х.—>У х!-—>У х.->У 
Пусть чопорв 21, Ру оо Ри, Вил, Ронк- и» Рих, — Какио-то 
полиномы из 3. Пусть а11, @ь:,..., @1т, @51,...› @эт» ..., @ти — Пере- 
менные, коммутирующие друг с другом, 21, 2›,...,Ж„ и всеми элемен- 


тами С. 
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Пусть имеем полином ](5,, 25,.. ‚2,) 6%. Сделаем в } замену: 


. 


ж, на х, =2: фааР а»Рь +... + ал, Рут, 


т, на 1. =, НазРы | аР., +... Ра,Рь, 


%„ на <, = ть {+ а Рь: | а, Ри. |... баг Риг,- 
"Тогда 


=, 5, -..-Ж,) = {1, Е = 


а. © 91 [г 4 
+. к = вии) О, Эль Рон. 
"1 > 
Хе, > 0, 
$, 
тде (о) означает распределение аз. 
Определим оператор 
Ь 


ЁааХ1 —> Ра 
№, —> Раз 


А Ь (22) 


следующим образом. 

По определению, полагаем, что результат действия оператора (22) на 
12, =, ..-, Р) будет равен }{%) {21,2 -.-, Хи, Ри, Ра, ---, Ри) © 98- 
ким распределением оз, когда о; = у. Очевидно, что оператор (22) ли- 


нейный. Если все №; =0, то тогда (22) определяем как единичный 
оператор. 


Если ни одно слагаемое } не имеет полного набора множителей 
(К, НА» +-- +) 1 в Рф. В») ть..., 
(Ки Е Ки м в Ах) Фп, 


то результат действия оператора (22) на } будет равен нулю. Для опе- 


ратора (22) будем иногда вводить сокращенное обозначение 2) и 
4 >Ры 

называть его производной высшего порядка или просто производной. 

Операцию применения к полиному }{(5., х.,...,2.) какой-либо произ- 


водной, определенной таким образом, будем называть дифференцирова- 
нием. Например: 
р (25) = РАЮ, | Р.О, + Ре От,Р | 
2х. > Р 
х: > 9 


+ Рх.х,ОР + 3РОт.Р + зРх.ОР. 


Мы используем несколько свойств дифференцирования, которые вы- 
скажем в виде лемм. Доказательства их получаются без всякого труда 
и не будут здесь приведены. 
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ЛЕММА 6. Если ри е — два полинома из %, то 


В (.)= вх ШИ} р 8, 


113 —> Ри} тру, 1,2...) ПУР Ру тр яР,, 
3, ) 
ЕЕ 67 В орать, Поле тае. 
11° > Ру ту, 1,2...) ТЫ Р (Кут Рь, 
$, 1 . 


Суммирование здесь нроизводится по всевозможным независимым 
разбиениям А,‚; на два неотрицательных слагаемым ту и (&;— т), 
< означает операцию, определяемую соотношением (7). 

Рассмотрим в % подмодуль всех полиномов Ли, порожденных сло- 
жением, вычитанием, умножением ‹ и скалярным умножением на эле- 


менты С из элементов % х,:, х,, .., „. Обозначим его через ®. 
ЛЕММА 7. Если }6® в все Р,Е®, то и 
В ТЕХ. 
117 Р,у 
Оператоэр ДР } в случае совпадения некоторых полиномов Р./, Р,,,... 
11 —>Р1) 
..., Ры, упрощается. Например, если Р, =Р.=..-= Ра, то тогда 
СЕ А + Ка! 
! | Зато 
К к д” Ка! 
слагаемых в разложении Ш { одинаковы и могут быть объеди- 
К) —> Р; 


нены в одно. В этом случае получаетзя следующее тождество: 


В ЕЕ Ка)! 


т = Е В 1 (23) 
и аа в“ НР Ра > Рь, 
№15, —>Р:1 К х,->Р 
лов тат та 1 
ры о х.—>Р:г 
уз х_>Р Ск} 17: 
та--1^1 1а--1 и = 
у. >Руи, пр ый Ри» 


тт ии > Ри тт 


и аналогичные тождества при других совпадениях Ру. 

ЛЕММА 8. Повторное выполнение одного дифференцирования, а за- 
тем произвольного другого равносильно сумме конечного числа каких-то 
дифференцирований. При этом дифференцирование рассматривается 
как линейное преобразование модуля всех полиномов, входящих в \. 


Например: 
О Ой ах 
3,0 х.->Р: 3—0 2х,—>0 2х. >09 и и 
хз—>Рь х.->Р: х:—> р х,>Р! х.—> й 
х.—>Ра х.>9 хз-> О Рь #->9 р 
х:—Р» х.—>9 о 
и Е 
х,—>0 х, >00 х.> р Р, о 2 
х,>Р! и т 3х.>9 х— РБ Р: 
дааа 09) 10% х:—>9 хз—>Р» 3х:>0 
2х. ->0 х,>Р. 
+ РБ АИ 
х.> О Р: х. > в 
х->0 2х. —> 0 
5—> Р. х,—> ”. 
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Последняя лемма показывает, что совокупность всех дифференцирова- 
ний образует подкольцо кольца линейных преобразований модуля всех 
полиномов %, причем это кольцо допускает ту же область операторов — 
кольцо С. Также, если рассматривать только дифференцирования такие, 
что все Р;6%, то, как показывают леммы 7 и 8, совокупность этих 
дифференцирований образует подкольцо кольца линейных преобразований 
модуля ® с той же областью операторов С. 

Мы говорим, что идеал %3 кольца Ли ® порождается элементами 


%,, ®.,..., 6%, если любой элемент 3 представйм в виде суммы конеч- 
ного числа слагаемых вида 

а а, о, (2 (а) еб ое Она бы. бе 
где А, $,..., — любые целые числа > 0, «,, а›,... принадлежат области 
операторов С, аз, 6;,... принадлежат ®. 


После введения новых понятий и последнего определения перейдем 
к дальнейшему исследованию строения идеала А для периодических 
групп с периодом р — простым числом. 

Из теоремы 1 следует, что ® и А можно рассматривать над конечным 
полем СЁ [р] (т. е. р =0). Мы показали, что [59 6 А, гдехиу 
— любая пара элементов из совокупности 21, д.,..., и. Введем в ® 
идеал /, порожденный всеми элементами ® вида 


О [пут], Вы... Е =р—1, 


где Р, Р., Р.,..., Р, — произвольные элементы %. 

Вследствие дистрибутивности [5хуу...у| ‘в каждом множителе для 
получения базиса этого идеала (порождающих элементов) достаточно 
взять в качестве Р и Р; одночлены Ли, так как эти одночлены являются 
базисом ®. 

Теперь, на основании лемм 6 и 8, имеем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 4. Идеал У инвариантен относительно всех производных 
кольца %, т. е. если О — произвольная производная кольца % (т. е. все 
РиЕ Я), то ОЛ СУ, причем под ОУ мы понимаем совокупность элемен- 
тов вида ОУ, где ТЕЛ. 

Доказательство. Так как любое из является производной 
[2971], = Ртут- |, то 


Раз = Ор, [хуР—\|. 


Произведение линейных преобразований ОО; является суммой конечного 
числа каких-то производных, поэтому О: 6 Л. Применяя несколько раз 
вторую формулу леммы 6, мы сведем, например, Д ((...((.°а1) за.)...) зал) 
к сумме конечного числа слагаемых вида 


(... (Раз Эъ,а,) ® Бе,а>) ®...) * Эа, 


где Ри; — какие-то производные. Так как До; 6 Л, то и все произве- 
дение ©/Л,\ и так как оператор ДР линеен, то теорема доказана. 
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ЛЕММА 9. Пусть © = {е*1, е*,...,е“}, в, =е“ — показательное 
представление свободной группы и пусть элемент в © ® имеет вид 


р еРтРт44РРина-+... 


где Ри — полином Ли степени т с целыми коэффициентами, 
а Р; (> т) — полиномы Ли с рациональными коэффициентами сте- 
пени +. Тогда полиномы Рт+1, Ртуо,..., Ри-ь_2 имеют р-целые коэффи- 
циенты при выражении их в виде линейных комбинаций через некото- 
рый базис ®, состоящий из правонорми рованных произведений Ли. 

Доказательство. Надо сперва вспомнить первоначальное магну- 
совское представление свободной группы (1). Е элементы этой 
группы представляются в виде рядов в, =1-1,, где я, *,,... — сво- 
бодные образующие ассоциативного свободного кольца. Тогда элемент 
366 представится в виде ряда 


+ ©, (21, 2», . Е 9 (2, 2 > 


где ©; (2, в ‚) — полиномы с целыми коэффициентами. Из соотноше- 
ния 8, =1 | <, следует, что 


в=1- 0, (2, я =.) ее 9. ге 


причем О„ (2, то ..) — целочисленный полином такой, что 


9" (т, т›,.. .) НЕ Ри (тт, 7, .. 5) 


Действительно, связь между этими двумя представлениями осущест- 
вляется следующим образом. 
д т | х; 
Если сделать замену 1-21 = е%, т.е. =е“*—1и 


ЮВА = -..., 


то одно представление переходит в другое, т. е. при замене 


22 23 


й ъ 1 
о 


ряд для 8 (21, т. ..) перейдет в ряд для #(11,%,,...), т. е. в ряд 
еРт+Рт4-1 +... 


’ Г 
Посмотрим, как осуществляется этот переход. При замене в 8(2;, 1...) 
д, на х, посредством показательного ряда получаем 


8 (а. 2...) = (в ть...) = 


—1-+ Ом (21, О А.) Ома я...) 


Из того, что все коэффициенты полиномов О; — целые, следует, что 
/ 5 с 
коэффициенты полиномов От-+: при # = 0, 1,.... р 2 будут ` р-целые, 
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так как если в знаменателе коэффициента появится р, то это неизбежно 
повысит степень полинома не менее чем на р— 1. Теперь 


Рь | Ри + --- =108 {1 +2), 
где 2 = О ++ Оша + Оше +, 
102 (1 + 2) ==— ее 


В этом ряде р может появиться в знаменателе коэффициента снова 
лишь при повышении стенени не менее чем на р —1. Итак, все поли- 
номы Ри; (1=0,1,2,..., р— 2) имеют р-целые коэффициенты, а потому 
и в полиномы Ли они могут быть перестроены на основании леммы 1 


во введении так, что у них останутся р-целые коэффициенты, и лемма 9 
доказана. 


ТЕОРЕМА 5. СА. 
Докажем, что все базисные элементы /] содержатся в А. В качестве 
базиса /] можно взять все элементы % вида Ш [5уР-, где Р,О,,...,0.— 


одночлены Лии +... Е =р-—1. 

Доказательство для простоты ведем для р = 5 (при любом р оно про- 
водится аналогично). 

Пусть 2, У, 2, 2,,..., Яьи, Ф, ил, И.,...; 21, #,,... обозначают 
свободные в совокупности производящие свободного ассоциативного 
кольца, а © — каждый раз свободная группа, порожденная показатель- 
ными функциями (13) от переменных х, у, 2, 1,,..., И, 9, и, и.,... 

а 

Так как [2,]6А, то для группы © = {е*, е\} найдется элемент, 
у которого в показательном представлении начальный член будет пятой 
степени и совпадать с [х, у*], причем 


ехУЕРеЕРи+. ее Е [© (5), 


где © (5) — группа, порожденная всеми пятыми степенями элементов @. 
© (5) — вполне характеристическая группа, более того, она любым 
гомоморфизмом переводится в соответствующую группу Ё (5), где Е — 
образ @. 
Производя эндоморфизм е-—>ех, е" —> е@тле@л?: ет, и, где а; — целые 
числа, мы за счет комбинирования получившихся элементов с различ- 
ными значениями а, 4, аз, а, получаем: 


У [51 2, 2, 2 2 РРь(ха› “)ЕР.(хь 21 }2595 


в из, Из 9) Е (© (5). (а) 


Здесь начальная сумма — не что иное, как 


р [2], 
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где 11, 2,, 5,, 2, 2. — свободные производящие кольца. В начальном 
слагаемом показателя (а) вместо 21, 2;, 2,, 2:, 2, надо подставить одно- 


члены Ли Р, О, 0., 0; и 0.. Для этого, казалось бы, в (а) надо осу- 
ществить эндоморфизм 


(многоточие означает члены высших степеней), т. е. в формуле (а) заме- 
нить 2, на Р+..., в—на О; +..:. Однако возможен такой случай, 
что хотя Р, (51, &) имеет большую степень, чем начальный член, но 
после замены начальный член Р.(т,, 21) окажется меньшей стенени, чем 
начальный член, получившийся из первого слагаемого. Для того чтобы 
избежать этого, используя метод исключения слагаемых, примененный 
при доказательстве теоремы 3, показываем, что, наряду с (а), найдется 
в ©(5) элемент вида 


а > [х, о а, 20, 2а.|ЕРЕРь+- .- 


: (м1, и, ©, @а) Е 6 (5), 


где а — целое +0 (тоа р). 

Применим процесс постепенной замены 21, 21, 2,, 23, 2, на одночлены 
Р,0:, О,, Оз, О0.. Проведем это подробно для х,. Пусть, например, 
вместо х, надо подставить [5уху5у?]. Делаем замены последовательно: 


т: = [и], и = [#9], и, = [ит], из = [и], и. = [из], 


Замена осуществляется посредством групповых эндоморфизмов 


её — вп. >°, И 


остальные производящие переходят каждый раз сами в себя. 

При этом начальная степень Р., Ру,... может и не увеличиться, 
но после замены степень начального элемента &») [2, 2, 2и,, Фи, а] Уве- 
личивается каждый раз на единицу и следующие три места можно’ 
освободить методом исключения. В конце концов мы полностью заме- 
ним 2, на [5у5у5у?]. Аналогично заменяем и все 2,. Если же нам надо 
некоторые 2; сделать равными, т. е. получить производную при кратных 
заменах у, то делаем это так же, как и выше, считая некоторые 2: оди- 
наковыми. 

Полученная производная будет сводиться к кратной производной 
посредством 2, при помощи формулы типа формулы (23). Получившийся 
коэффициент будет при этом = 0 (шо4 р), так как все числа, из которых 
составляются факториалы, меньше р. 

Итак, мы получим, что 


веру? —\ +=. 6 6 (5), 


а это и означает, что все 2 [22] с А, ЛС А. Теорема доказана. 
Очевидно, что идеал Л имеет базис, состоящий из однородных поли- 
номов Ли, так же как и идеал А. 
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Можно высказать гипотезу: А = Л. Доказать ее во всей общности 
не удалось, можно доказать только следующую теорему. 


ТЕОРЕМА 6. Для любого простого числа р для прямой суммы мо- 
дулей имеет место включение: 


Ар -- Ар + в + 42—29. 


Для доказательства нам потребуется 
ЛЕММА 10. В формуле е? = ехе\ 


; =Н, (х, у) + НВ, (<, у) + --: + Нр-1 (е, у) + Нр(х, у) + .-- 
ы + Нор-2 (х, у) а 


многочлены Н;(х, у) степени + устроены так, чп:о если заменить р-це- 
лые коэффициенты многочлена рН; &=р, р-+1,..., 2р—2) на классы 
вычетов по (шо4 р) или на элементы конечного поля СЁ[р], то тогда 
РН; ЕЛ, где 7 — идеал, порожденный в кольце Ли 8 (т, у) над конечным 
полем СЕ [р] всеми производными О [туР—\. 

Многочлены Н;(1=1,2,.... р—1) имеют р-целые коэффициенты. 
Случай р =2 получается как следствие теоремы 3. Далее считаем р >> 2. 

Для доказательства используем представление 2, данное в фор- 
муле (16); у =, (5х, у) имеет такое строение, какое должно иметь 2 
в лемме, так как 


1 В В В 
Ув, (в, у == ви + 24 [9] — 24 у] + 2 [в] —.... 
Так как первое В;, имеющее р в знаменателе, будет Ва то и соот- 
2 
Вр р 
р 2 2 
ветствующий коэффициент СЕМ (—1) имеет р в знаменателе в пер- 


вой степени. 

Одночлен [хуР— с Л. 

До (2р — 2)-й степени включительно в знаменателе попадается только 
одно р и все одночлены [592] Л при 2 `>р—1. Далее, 


з 


оз (в) = (5 ) ва (©, У); 


это выражение дистрибутивно как относительно у, так и относительно 
®, (<, у). Нам надо рассмотреть все производные 


(соло 5) (6: и), 


где а» и 6,, — рациональные дроби, © и и — одночлены, входящие соот- 
ветственно вуи о. 

Если при умножении на р это выражение не обращается в 0 
(по то4 р), то, значит, в знаменателе аъ или 6, есть р. 

Если р— в знаменателе а», то ® имеет степень >. р, а потому Е, 


1 
и при дифференцировании получаем многочлен вида ре. где РЕ. 
Если р — в знаменателе 6,, то и имеет степень > р, и], а потому 


д и 
(сш = и 6, так как./ инвариантен относительно всех дифференцирований. 
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Если а» и 6, оба имеют р в знаменателе, то степень ии у >р, а 


потому степень (выш ы (6,и) > 2р —1, т. е. степень слагаемого выходит 
за рассматриваемые пределы. 

Это доказывает, что ‹,(х, У) имеет требуемую структуру. Далее 
рассуждаем аналогично для ‹; (5, У), в. (х, У) ит. д. до ®р_1 (2, У): 


&=у-о, (т, У) + ато» (©, У + тв (2, Ил +... 


Сумма первых р-слагаемых имеет требуемую структуру. Действи- 
тельно, в ней собраны все слагаемые степени до (р—1)-й в <. То, что 
остальные слагаемые степени < 2р—2, умноженные на р, тоже ЕЛ, 
доказывается по симметрии так же, как это делалось -ранее. Если 


8=2(5, 9), 
то 
= —2(—9.— 2). 


Отсюда следует, что слагаемые до (р — 1)-й степени в у после умноже- 
ния на р принадлежат идеалу /;,, порожденному всеми производными 
р [ух]. Но так как 

ро ут = [271 


9 
(р-ру->х 


и произведение дифференцирований является суммой дифференцирований, 
то Л. СУ, также ЛС Л,, Л =, и все слагаемые до (р — 1)-й степени ву 
по умножении на р принадлежат Л. Этими многочленами исчерпываются 
слагаемые до степени 2р— 2, и лемма 10 доказана. 

Докажем теперь теорему 6. 

Рассмотрим выражение любого элемента @®(р) в виде ряда 

г Еаы ИЕ (24) 

Леммы 4 и 5 показывают, что Р; при р<1<2р—2 имеют р-целые 
коэффициенты и если их рассматривать по шо4@р, то они образуют 
модуль {Р.}. Докажем, что {Ри} ЕЛ. 

Вследствие леммы 5, достаточно доказать, что любой элемент 1, 
являющийся р-й степенью элемента @®, будет иметь Р;. ЕЛ, если коэф- 
фициенты _Р; рассматривать как элементы СЁ [р]. 

Для этого рассмотрим произвольный элемент 86 @, тоже представ- 
ленный в виде (24). 


Так как 
А а в мы (25) 
то надо доказать, что в (25) рР. ЕЛ при #<2р— 2. 

Производящие элементы и обратные им имеют требуемое свойство. 
Введем высоту элемента @ — наименьшее число множителей ет*+, е-,..., 
в виде произведения которых он может быть выражен. 

Пусть уже в (25) включение рР. Е.Л доказано для всех элементов © 
высоты < й. Докажем это включение для элементов высоты й. Любой 


4 Изввестия АН СССР, серия математическая, №1 
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элемент #6 @ высоты й имеет вид & = &’'е*, где ез — производящий 
элемент @, а &’— элемент @ высоты #— 1; &’ = ег: +Р. + ТР Рэр—2 +", 
и по индукционному предположению, 


РР: @=р, РН 1,...,2р— 2). 
Обозначим 
2 =Р, ЕР. +----+ Ро +... . 


22 = = >2ь 


2 —= е?1е2з — е?з, 
23 =Н, (21, 22) | НЬ (21, 22} |‹ --- Нр (1, 22) +... + Нд (в, 22) +... 


Рассмотрим в Н; все члены степени т при замене 3, и 2. их 
выражениями. Из определения производной О следует, что после такой 
замены Н; будет равно сумме всевозможных производных 


рН; (ву) Е.Е. 


Умножим это выражение на р и будем отбирать члены степени т, 
где рхт<2р— 2. 

1) р<1<2р—2. Тогда рНь(х, у)6Т. Если все полиномы 
Р,,Р.,...,Р, имеют р-целые коэффициенты, то, по доказанному, такие 
производные рН; (т, у) тоже ЕЛ. Если в производной встретилось хоть 
одно Р; с коэффициентами не р-целыми, то его степень обязательно >> р. 
и степень производной >. 2р — 1, т. е. такие производные не попадают 
в число рассматриваемых слагаемых. 

2) < р. Рассмотрим рЬН; (х, у). Если два х в производной перево- 
дятся в Р; с не р-целыми коэффициентами, то степени этих Р; ри 
общая степень >2р, т. е. не подходит. Итак, в рассматриваемых 
слагаемых Р; степени > р либо совсем не будет встречаться, либо встре- 
чается только одно. 

В последнем случае объединяем р с этим Р;, рР; с Л; производная 
ЕЛ, так как Л] — идеал в кольце Ли. В первом случае рДОН; (5, у) =0 
(шо р), т. е. Е.Л тривиальным образом. 

Таким образом, все слагаемые, получающиеся из Н, (21, &) группи- 
ровкой членов степени т (рт < 2р— 2, = 1,2,...,2р— 2), при умно- 
жении на р принадлежат /. 

Следовательно, и сумма этих слагаемых тоже обладает требуемым 
свойством. Так как это свойство выполнено при й=-1, то оно выпол- 
няется и для всех элементов в произвольной длины й. Отсюда, в част- 
ности, следует, что Аис 7 (т<2р— 2), так как Аш состоит из всех. 
начальных полиномов степени т в показателе элементов пересечения 
© (р) Пб». Так как это верно при т=р, р-+1,..., 2р—2, то отсюда 
непосредственно следует теорема 6. 
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$ 3. Применение полученных результатов 


В качестве примеров разберем строение модуля А; + Ав + А, + Аь 
при р=5 и двух производящих элементов и строение модуля А; | А, 
при р =3 при любом числе производящих элементов. 

1. Периодическая группа с нериодом 5 идвумя произ- 
водящими. элементами. Пусть РЁ = 6/6 (5), © {ех, е\) — свободная 
группа, х и у — производящие свободной ассоциативной алгебры над полем 
рациональных чисел, $ — кольцо Ли, порожденное 2 и у над полем СЁ [5], 
УЯ — идеал ®, порожденный всеми производными [5у?-1. 

Базис кольца целочисленных полиномов Ли является базисом и ®, 
так как, на основании леммы 1 во введении, базис кольца целочисленных 
полиномов Ли линейно независим и по 1104 р, т. е. над СЕ [р]. 

Для двух производящих у нас уже был найден базис для полиномов 
степеней от 1 до 7 включительно. Над СЁЕ{[р] ранг Г, =2, ранг- 
[» =1, ранг [3=2, ранг 1[.=3, ранг Г,=6, ранг Г, =9, ранг 
Тл = 18, ранг Г, = 30. Теорема 2 дает тогда: 


Е бы # =, а 4). 


Отсюда следует, что порядок Ё,/Ё, = 5?, порядок Ё./ЕР, =5, поря- 
док Ё./Ё. = 5?, порядок Ё./ЁЕ, = 53, т. е. порядок Е/ЁЕ, = 58. 

Для нахождения порядков следующих фактор-групп убывающего 
центрального ряда надо найти базисы А,, Аз, Аз, Аз. Так как 


А; + А+ А+ САУС А, 


то достаточно рассмотреть часть базиса Я над полем СЁ[5], состоящего 
из однородных полиномов Ли. Нам нужны полиномы этого базиса сте- 
пени меньше 9. 

Идеал „/ порождается в ®@ всеми производными 0 [5у“]. Так как 
АА, + --- А: СУ, то все А; &<8) будут порождены как аддитив- 
ные группы производными ДО [5у“]. 

Будем иногда элементы идеала А называть соотношениями (кольца 
8, =] А). 

(а) А.. Надо найти все производные 0[2у“], дающие полиномы 
степени 5. 

Очевидно, любая такая производная не может заменять элементы х 
и У на полиномы степени выше первой, так как тогда степень получаю- 
щегося многочлена будет больше пяти. 

Итак, для получения базиса А; необходимы следующие производные: 
тождественная [577“], 


В [29*] = [22°] + [зуху?] + [2у?зу] + [2932] == [292] — 3 [2у’зу] (по4 5}, 


- О [294 = [хуз?у] + [тухух] + [2у?х?] == — [9239] + 3 [ух?уз] (шо4 5}, 


р [29] = [вуз] = — [92]. 


Зу—>х 
4» 
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Так как [92|] получается дифференцированием из [2у*| и произведе- 
ние дифференцирований равно сумме дифференцирований, то при диф- 
ференцировании [у2“] ничего нового не получим. 

Остальные производные, в которых встречаются одновременные 
замены ди у, новых независимых элементов не дают. 

Получившиеся черыре элемента Е А, не равны нулю в ® и линейно 
независимы, так как все разных степеней в х. Других способов получе- 
ния соотношений в А; нет, так как повторные производные сводятся к 
линейной комбинации первичных. 

Итак, ранг А; равен 4, ранг [,/А;, равен 2, порядок Р,/Ез равен 
порядку Г;/А; = 5?. 

(5) Аз. Из базиса А; домножением на °х и °у мы получим серию 
элементов Аз. Поэтому А, содержит: 


1) [2%?], 
2) [2у“2], 
3) [92°], 
4) [9271], 
5) [2134] — 3 [29°]. 


При домножении еще войдут элементы: 


[субзу] — Звуки] = АА ри У 3 [уе] = 


= >. [2у**] — -. [гу’ху?] = 3 [ху**] (то4 5). 


Таким образом, этот элемент уже линейно зависит от элемента 2). 
Так же элемент 


[у23у?] — 3 [уз?узу] = — {[543*] — 3 [уху] } 


линейно зависит от элемента 5). 

При этом мы использовали тождественные соотношения, выведенные 
для одночленов Ли степени 6. 

Из лемм для производных следует, что любое дифференцирбвание 
элементов 1), 2), 3), 4), 5) не даст новых линейно независимых элемен- 
тов А,, так как эти производные могут заменять х только на х или у 
иу на х или у, а такие производные не прибавляют новых линейно не- 
зависимых элементов Аз. 

Остается проверить линейную независимость от элементов 1) — 5) 
производных следующего вида: 


р ву) В в РБ ру ВБ [29], 


у>х 2у>х у>[ху] Зу>х 
у—>[ху] у—>[ху] У—>1[ху] 
2 [2], В [9], о м Бр о в. 
х—>1[ху] х—>[ху] х—>[ху] х—>[ху] х—>[ху] 
у—>х 2у—>х Зу>х 4у>х 


Выкладки делаем, пользуясь найденными тождественными соотноше- 
ниями в кольце Ли, сравнениями по 1104 5 и сравнениями по шо4 М, 
порожденному уже известными элементами Аз 1)— 5). 
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Если в результате таких преобразований мы от полинома Ли Р при- 
ходим к полиному Ли О, то говорим, что Р =О на основании соотно- 
шений 1) — 5), или разность Р — О — следствие этих соотношений. 

Если полином Ли Р = на основании соотношений 1) —5) и О=0 
или © является полиномом, очевидным образом принадлежащим М, то 
это значит, что и Р принадлежит М, т. е. линейно зависит от элемен- 
тов Аз 1) — 5). 

р [зу = [29] у“] = [2%] совпадает с 1); 


х-—> [2] 
> о [29] = [ху 293] + [ху?ху?] + [гузжу] + [ту4] = 
и—>х 


[пух] + [2227] 
] На 2 


ты + [2942] ==4 [2у42] (шо4 5) совпададет с 2); 


Р [ту“] только знаком отличается от того, что получится в предыду- 


х—>[ху] 
Зу>х 
щем случае при перемене 2 и у местами. 


р [ху“] на основании соотношения 5) имеет слагаемые: 
х—> [21] 
2у>х 


[2327] == 3 [у*хуз], 
[пу’хуз] = [2у?туз], 


[2у 29 у] = — [9292], 
[у’гу?] = — [у2?у2у], 
[су ху? ж] = [2у?хул], 
[ту? у?] = — [у23у?] = — 3 [у2?у2у]. 


Суммируя, получим (на основании соотношения 5)): 
В [ву*] ==5 [27322] — 5 [у2*узу] ==0 (шой 5}, 
т. е. эта производная есть следствие соотношения 5). Далее, 


Ро [24] = [2 [ху] у] + [29 [29] у?] + [ху? [29] У] + [29° [2у]] = 


у—[ху] 


= — [2923] + 0 -{ [2у2ху?] — [2узху] + [тузжу] — [ху4=] = — [242], 


т. е. эта производная лишь знаком отличается от 2). 
р [54“] есть следствие 3). 


р [54“] = [442“] = — [925] лишь знаком отличается от 3). 


р [5,“| имеет следующие ненулевые слагаемые: 
2у—>х 


чт [уз [29] 2] = [вузуа — [вузу], 
[2ух? [ху] ] = [29239] — [2у2?уз], 
[2 [2] у? ] = — [тухуз], 

[2 [29] ху] = — [2272], 

[2 [2У] 2] = — [29289]. 
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Суммируя, получаем 
1 
5 [узлу] ++ 2 [угу] == 3 [у2чУ] (под 5). 


Р [2/“] имеет следующие ненулевые слагаемые: 
у>х 
и>[х\ 


[туху [гу] = [кухуху] — [уху], 
[вуз [29] у] = [2] — [хухулу|, 
[пух [гу] = [вузу] — [уху], 
ту? [у] т] = [уху] — [2432], 


[2 [гу] ху] = — [у27у?], 
[2 [2 узу] = — [ухузу], 
[2 [29] у] = — [9272]. 


Суммируя, получим 
— 2 ру?ауя] — [пуб] == 3 [ву?зуз] — [25922] (шо 5), 


т. е. производная только знаком отличается от 5). 
Мы не рассматривали еще всех производных вида О [у2“]; все они 
х—>у 


получаются из уже исследованных производных перестановкой & и у, 
а так как соотношения 1) — 5} симметричны относительно х и у, то но- 
вых соотношений не получится. 

На основании определения и свойств / и теоремы 6, $ 2 очевидно, 
что других линейно независимых элементов Аз нет. Ранг Аз =5, ранг 
[6 =9, ранг [+ — А, =4, а не 1, как это дано в работе Грюна (5). 

Отсюда следует, что порядок Рз / Р; = 5%. 

Мною построены базисы А; и А,. Приведу только результат без по- 
дробных вычислений. 

(с) 4А.. Домножением элементов Аз получаем в А, линейно независи- 
мые элементы: 


1) [2], 6) [уз“у], 
2) [туз], 7) [у2‘уз], 
3) [у“а"], 8) [ху“зУ], 
4) [уже], 9) [2923] — 3 [2у?зу2]|, 
5) [у2у, 10) [у2°уз] — 3 [у2?уху]. 


„Далее, получаем элеменгы 
11) [922ух3], 
12) [уху]; 
11) — производная с обратным знаком ДР [у2“], а 12) — симметрич- 


> [ху] 
ный элемент, получающийся путем перестановки хиу (это. действие — 


тоже дифференцирование). 
Далее имеем: 


13) ; ео [ру?хуз] == [ху?хуху] Е [уз?уху?] + [гу?ху?х] (то4 5), 
14) нЕ. [узлу] == [уулу] + [у?зхуз*] + [ух?уз?у] (то 5}. 
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Эти 14 элементов образуют базис А.. Проверка довольно громоздка, 


поэтому здесь ее приводить не будем. Ранг Г. равен 18. Поэтому по- 
рядок Р,/Р, = 5*, а не единице, как это дано у Грюна. 


(4) А;. Базис модуля Г,— А, над СР [5] будет состоять из трех 
элементов: 
р — [2у?2узу], 
В = [пу?хухуз], 
у = [922уху2?]. 


Все элементы А, являются следствиями соотношений, входящих в Ау, 

и еще некоторых новых соотношений, получаемых следующим образом. 

_ Базис [,— А., на основании уже известных соотношений 1} — 14), 
получается из базиса Ё.. Он состоит из элементов: 


[ху?хуху], [ухузху], 
(26) 
[у2?ухух[,  [ху?хуа?]. 


Так как а — А — идеал, то элементы, получаемые домножением (26) 


$ 
на оф и °-у, породят весь модуль Ё, — А,. Это будут элементы Св: 


в = [2у?хуху? |, р= [уз? уху], 
В = [пу?хузлух|, т= [уз?ухуту], 8 = [ту?туа? у], 
а = [у2?уху?ж], э= [уз?утух"], в = [1у?ту2]. 


В 1, —А., кроме следствий соотношений Г. — А., будут еще соотноше- 
ния: р, о, а, 8, ВТ, т. е. 


ее, ° Га + {, с, @, 8, В+}. 


«Скобки { } обозначают модуль над СР [5], порожденный заключенными 
в них элементами. 

Итак, порядок Рз / Е, = 5°. 

Таким образом, утверждение Грюна (5) о том, что ЕР» = Рь44 при 
&=7, 8, 9..., неверно при Ё =7, 8. Будет ли оно верно при каком- 
либо К > 8— вопрос, требующий исследования. Во всяком случае эти 
результаты показывают, что ослабленная проблема Бернсайда в этом 
случае остается открытой. 

Отметим, что порядок ЁР/ РЕ, 

Е[Е» является конечной периодической группой порядка 5? с перио- 
дом 5 и двумя производящими элементами. Есть ли конечные группы 
© периодом 5 и двумя производящими больших порядков и, вообще, 
такие группы сколь угодно больших порядков, неизвестно (в этом и за- 
ключается ослабленная проблема Бернсайда для данного случая). 

_ Сформулируем все полученные результаты в виде следующей тео- 
ремы. 

ТЕОРЕМА 1. Для максимальной периодической группы с периодом 5 
и двумя производящими элементами имеем следующие порядки факто- 
ров убывающего центрального ряда: 


8+2+4+4+3 21 


- 
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порядок ЕЕ, =5*, порядок Е. [Е =5, порядок Ез [Е = 5', 
порядок Е [Е = 5% ‚порядок Е» | Ез = 5?, порядок Ез [Е = 5“, 
порядок Е. [Е =5“, порядок Еь [| Е» = 5: 

Е]Е. будет конечной группой порядка 5 

2. Периодическая группа с периодом 3. Пусть © = 
= {е*, ех,... ехк} — свободная группа, Е = © | © (3) — максимальная 
периодическая группа с периодом 3 и производящими. 

Известно, что Ё — конечная группа [ем. (13), (18), (17)]. Порядок Е 
определен в работе (18). Покажем, что порядок Ё просло определяется и 
этим методом. 

Пусть ® — кольцо Ли, порожденное 2:,..., к над СЁ [3], ®— 
подмодули ® полиномов степени &. Ранг [., = &, так как базис— 21, 2, ... 

., ль. Ранг [. = С#, так как базис состоит из всех полиномов 
[22] (<), А, =0, А, =0 (в кольце ®). А, уже не пусто, А, содержит 
все 


ва, 27 (а) 


и все полиномы, получающиеся отсюда дифференцированием. Пусть х, 
у и < обозначают какие-то производящие 2. Тогда 


[212] - [229] 6 А, 
или 
[592] - [221] ==0 (шод А.). (5) 
Напишем: 
[2 [у*]] = [292] — [22]. 
Складывая, находим: 
[х [92] ==2 [192] (тоа А.) (с} 
или 
— [922] ==2 [592]. 
Окончательно имеем: 
[292] == [у22] (шов А,). (9) 


Итак, три перестановки из симметрической группы перестановок трех 
символов по (той 4.) не меняют [592], а три другие переводят [52] 
в — [2112] по (шодА.,. 

Соотношениями (а), (5) и (4) исчерпываются все соотношения А., так 
как производные их ничего нового не дают. Поэтому, базис Г, — Аз со- 


стоит из всех элементов [труль] с 1<]<<й, причем все они линейно 
независимы. Чиело их = С». 


а 

Итак, порядок Р / Е. = ЗС1+САТСк, 

Докажем, что [,= А., о?куда Р.Р; =А и Рун! Рая = А (= 
=1, 2,...). Ввиду того, что Е — конечная 3-группа, то при т, доста- 


точно большом, Р„ = 1, а так как будет доказано, что Ё. = Р, = Рз =... 
= Рю, то и Па = Е 


О. [8] = [592] © Да. 


аа 
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Все правонормированные произведения четырех множителей, где хотя бы 
одно переменное входит дважды, принадлежат А., так как, например; 


[ху2у] == [2хуу] ==0 (тод А.). 


(Здесь мы пользуемся тем, что можно циклически переставлять первые 
три элемента.) Также и [5922] ==0 (то4 А.). Докажем, что и все 


[хузи] ==0 (шо4 А.). 
ЛЬ 


У [м2 


На основании (с) получим 2 [хи2у] -Е [туи2] — [туги] ==0 (тоЯ А.) или 


[узи] == [иху2] + 2 [из7у] (тоа А,). (е). 
Здесь сделаны только циклические перестановки в первых трех множи- 
телях у слагаемых правой части. 


р [хуи?] = [хузи] -- [хуи2] ==0 (шо4 А,). (г). 


Соотношение ({) показывает, что транспозиция рядом стоящих множи- 
телей меняет знак [5у2и] по шо4аА.. Ранее это было доказано лишь 
для первых трех множителей, а теперь—во всей общности. Так как 
транспозиция рядом стоящих элементов порождает всю симметрическую 
группу четырех символов, то по шо4А. при всех перестановках по- 
рядка множителей в [5у2и] имеем следующую картину. Результат чет- 
ной перестановки сравним с [5у2и], нечетной — сравним с этим эле- 
ментом, взятым с обратным знаком. 

Пользуясь этим правилом, все входящие в (е) произведения приво- 
дим к [5у2и]. Имеем: [ху2и] == — [ху2и] — 2 [хузи] ==0 (то4 Аи), т. е. 
произвольное произведение :[5ху2и|] ЕА., [.=А., чем и доказана 

ТЕОРЕМА 2 (18). Порядок Е максимальной периодической группы 
периода 3 с Ё производящими элементами равен 

18-5 
"ба 


152403 
абкбьтСь 


`$ 4. Заключение 


В работе автора (?°) получены первые соотношения для идеала А в 
случае периодических групи с периодом р“, а`>1. Соотношения такого 
типа, полученные Грюном (5), оказались не наилучшими, да и самый метод 
его требует дополнительного обоснования. 

В настоящей работе остались неисследованными несколько вопросов, 
решение которых было бы крайне важно для теории периодических 
р-групп. Отметим важнейшие из них: 

1. Верна ли гипотеза / = А? 

2. Известно, что ЛС А, Будет ли нильпотентным кольцо Ли ® [ 1? 

Если удастся показать, что ®/./7 — нильпотентное кольцо Ли, то. 
‘тогда и ®/А будет нильпотентным кольцом Ли, а потому, на основании 
сказанного во введении, получится положительное решение ослабленной 
проблемы Бернсайда. 

Наоборот, если удастся доказать гипотезу / =А и показать, что. 
кольцо ® // с конечным числом образующих будет не нильпотентно, то. 
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тогда получится отрицательное решение ослабленной проблемы Бернсайда 
и потому отрицательное решение проблемы Бернсайда. 

Кольцо Ли ®]/У является максимальным кольцом Ли, удовлетворяю- 
щим соотношению [иФ?—| = 0 для любых своих элементов и и 9. Кольца 
Ли %,, любые два элемента которых и; и 9, удовлетворяют соотноше- 
нию [и:9:”] =0, называются нилькольцами Ли. Вопрос о нильнотент- 
ности нильколец Ли, имеющих конечное число образующих, остается 
открытым. 

Следует отметить, что нильпотентность ассоциативных нильколец 
с конечным числом образующих (колец, все элементы которых удовле- 
творяют соотношению и” = 0) была доказана Левицким (1). 
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ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 
ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБЛАСТЕЙ 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Рассматривается вопрое об определении потенциальной функции 
для цилиндрических ‹бластей конечной и бесконечной глубины при 
различных граничных условиях. 


$ 1. В работе (') мы рассмотрели для области прямоугольного парал- 
лелепипеда несколько пространственных задач теории потенциала, имеющих 
применение к вопросам гидродинамики. В качестве примеров приложения 
наших решений мы рассмотрели ряд численных примеров. Почти одно- 
временно с нашей работой появилась интересная работа И. А. Чарного (2), 
в которой дается приближенный метод, позволяющий весьма просто и с 
достаточной точностью решить вопрос об интерференции несовершенных 
скважин в тех случаях, когда мощность пласта не слишком велика. 
Имея в виду случаи, когда мощность пласта достаточно велика, когда 
нужно определить не только дебит скважины, но и найти значение потен- 
циала в любой точке области, а также ряд других возможных приложе- 
ний, мы предполагаем в настоящей работе рассмотреть некоторые про- 
странственные задачи теории потенциала для областей, имеющих форму 
прямого кругового цилиндра. Эти области, наряду с прямоугольными 
параллелепипедами, являются основными при решении практических 
вопросов. 

Обозначим через г, ф, 2 цилиндрические координаты точки простран- 
ства. Пусть р=ри(т, $, 2) означает давление в данной точке (г, $, 2), 
© — плотность жидкости, © — ускорение силы тяжести, # — коэффициент 
фильтрации. Как известно, для пьезометрического напора Н имеем 


а. 
28 


а для потенциала скорости фильтрации и имеем 
и=—АН-и, 


причем напор Н и потенциал и удовлетворяют уравнению Лапласа. 

$2. Рассмотрим сначала цилиндрическую область бесконечной глу- 
бины (рис. 1). Предположим, что верхнее основание этой области, радиус 
которого мы принимаем равным единице, представляет собою непрони- 
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цаемую границу. Пусть на боковой поверхности рассматриваемой цилин- 
дрической области потенциал и имеет постоянное значение, равное нулю. 
На непроницаемом основании области, на расстоянии Ь от его центра, 
расположены п равноотстоящих друг от друга полусферических выемок 
радиуса е (скважины нулевой высоты; на рис. 1 изображен случай п = 4). 
В точках поверхности каждой полусферической 
выемки потенциал и имеет заданное постоянное 
значение и!. Поставим своей задачей опреде- 
лить значение потенциала в любой точке рас- 
сматриваемой области и найти расход жидкости, 
протекающей через каждую  полусферическую 
выемку. 

Искомая потенциальная функция и должна 
удовлетворять следующим граничным условиям: 

ии Оныри ее ы2 50; 


2) 0 при #=0, гЗ1 | м— | Ее 


Рис. 1 


где 
40 = ге®, 9, =0е ", Ё=0,1,...,п- 1; 


3) и=и, при | М— | <е, = У?— | м- |". 


В дальнейшем мы, кроме того, всегда будем считать, что потенциаль- 
ная функция в бесконечно удаленных точках равна нулю. 

Мы будем искать функцию и в предположении, что г<< 1. Это 
предположение оправдывается условиями, встречающимися в прило- 
жениях. 


2 
$ 3. Поместим в точке (6, ——, 0) сток мощности 4. Ему соответствует 


потенциал 
ФФ. При КИР 3.1} 
4п У= -- 5? 
где 
до оф г 
у - п" с08 [© и Е. (3.2) 


Воспользуемся формулой * 


со 


\ сов аё [о (8#) К, (1ё) = 


0 


ау 
.3} 
Ус + (В+ 1)*— 487 эф * —) 


э*—ь:|з 


справедливой при Ве (1-Е В - 2) >0, причем 15 (2) и К, (2) означают 
бесселевы функции чисто мнимого аргумента нулевого порядка. Полагая 


* Ср. формулу (3) в книге (3), $ 13. 22, стр. 426. 


ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 61 


‘здесь В = 0, находим 


: =-- ) с08 аё Ко (18) аё. 
0 


Уж 
При помощи последнего равенства мы получаем из (3.1) 


со 


9 = 51 ооваеЖ (В) аё. 


212 
0 


Для функции К, справеделива формула сложения * 


Ко (Вл) = 1, (8 К, () +2 У 1.6) Ки(г)} сов т (в — и. (3.4) 


т=1 


где г>6. Поэтому мы можем предыдущее равенство переписать в виде 


со 
= ева У (61) Ки (г 2) созт (#— 2, 
0 

причем штрих у знака суммы показывает, что слагаемое, соответствую- 
щее т = 0, нужно разделить на 2. Если к функции 9; прибавить гармо- 
ническую функцию ®,, обращающуюся в —9, на поверхности нашего 
цилиндра, т. е. при г=1, и удовлетворяющую граничному условию 2) 
8 2, то получим потенциальную функцию, удовлетворяющую в рассмат- 
риваемой области условиям 1) и 2) $ 2. Эта функция представляется 
в виде ** 


у 
У =, + 9, = 


С < 2 
[| р и [10 )Кт т) 1 ("1) Кт (1] совт (9 — 9") 
9 Е 
(3.5) 
или, заменив слагаемое 9» прежним его выражением (3.1), получим 
С ®, Та) 2х 
но 459. С м 
о = \ сов 21 | — т“ (1) Ки (1) созт ( ") а. 
, УЕ 


(3.6) 


Для получения искомой функции и нужно еще удовлетворить усло- 
вию 3) $ 2. Для этого достаточно взять сумму и найденных нами потен- 
циальных функций ТУ, для всех Ё от 0 доп—1 и определить 4 из 
условия и = и, на поверхности каждой полусферической выемки радиу- 
са в. 


* Эта формула получается из формулы (8) $ 11.41 книги (3) при у—>0. 
** Ср. работу (4). 
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Если воспользоваться выражением (3.5) для У», то получим 


со 


АЕ ь 
:= Ч сов 2 а и (0 К(т8) — [т» (7ё) Кип] ©08 тт 4, (3.71) 
0 т=9 


так как 
— 
ри п с03 тф, если т делится на п, 
р 08 п (9 — ==.) = 
А п 0, если т не делится на п. 


Из (3.6) мы получаем аналогично 


п-—1 
и —= > 7, — 
й=0 
п—1 со 58 
Ч 1 Чт "Ттп (64) 1 
= п —— Шт (ГА Кит 41. (3.8} 
2 р Уве 2 # у Е т=о ыы) =" (72) (сов тиф 9. 39 


Выражение (3.7) удобно для вычислений, если г значительно больше, 
чем 6. Если же г значительно меньше чем 6, то ‘в формуле (3.7) меняем 
гиф местами. Если, наконец, г близко к 6, то можно воспользоваться 
для вычисления и формулой (3.8). При пользовании этой формулой 
следует заметить, что ряд, стоящий под знаком интеграла, сходится 
весьма быстро при значениях 6, не близких к единице, и почти во всех 
случаях достаточно ограничиться первым членом (т = 0), если даже 

—=1. Поэтому мы можем положить 


\ 


п—1 со 
4 1 4т То (81) 
Е А 1 МК, вает .9} 


$ 4. Вычисление последнего интеграла следует производить в зави- 
симости от величины ги 2. Если вычисление и производится для точки, 
близкой к одному из п стоков, то 2 близко к 0, г близко к фи одно 
из А», например Ну, близко к нулю. В этом случае часть рассматривае- 
мого интеграла, соответствующая значениям #>>1, мала по сравнению 
с первым членом правой части (3.9), а в части того же интеграла, соот- 
ветствующей значениям 0 <<, отношение [у (51) | Г. (#) близко к еди- 
нице. Исходя из этих соображений, мы можем заменить равенство (3.9) 
следующим: 


п—1 со 
4 4 ап \ 
и = = ы 608 2 (78) Ко (В аё. 
4т р: У + р 212 


© 
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Применив теперь к последнему интегралу формулу (3.3), находим 


п—1 


ы 2 У»  2мУй-аи (9), (4.1} 


где К (8) означает полный эллиптический интеграл первого рода, а 
угол @ определяется из равенства 


4г 


120 — 
т =этитя:- 


Для определения 4 заметим, что, ввиду =<<6, величина и будет 
почти постоянной на поверхности каждой полусферической выемки. 
Поэтому достаточно определить 4 из условия и=и, при ё=ф=0и 
т=6-+ е. Тогда Я, =е; заменив еще во всех остальных членах в правой 
части (4.1) б-+е через 6, получим следующее условие для определе- 
ния 4: 


п—1—® 


шие Ни (+ у созес =} == 5 к (0), (4.2) 


= 


где 9 определяется из равенства 


46 


1020 — 
яп ат ы: 


а ® равна нулю или единице, смотря по тому, 
является ли п числом нечетным или четным. 

Подставив найденное значение 4 в формулы 
(3.7) и (3.8), мы получаем решение поставленной 
нами задачи, причем одна из этих двух формул 
всегда оказывается удобной для вычисления зна- 
чения и ввиду быстрой сходимости ряда и ин- 
теграла в одной из этих двух формул. 

Заметим, что для количества О жидкости, 
притекающей к каждой полусферической выемке (дебит скважины), 


Рис. 2 


9. 
>. 

$ 5. Переходим теперь к рассмотрению случая, когда полусфери- 
ческие выемки заменяются цилиндрическими вырезами с радиусом осно- 
вания еи с высотой # (скважины глубины #й, см. рис. 2). Пусть дно 
каждого цилиндрического выреза имеет форму полусферы радиуса е. 
Если все остальные условия рассмотренной нами в $$ 2—4 задачи оста- 
вить прежними, то граничные условия 1), 2) $ 2 сохраняются, а усло- 
вие 3) заменяется следующим: 


имеем О = 


и=и, при [9 — | =ев 2<Й 
и при |9 — | <ь, в=Й У — | м — Ш}? (5.1) 
&=0,1,...,п-1). 
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БЕК тк В рый идее: НЕ В 


Поместим в точках (ь, -_ р С) стоки мощности 1. Соответствующий 


им потенциал, удовлетворяющий граничному условию 1), мы можем по 
аналогии с (3.7) и (3.8) предотавить в виде 


9. © =-^ ( 05 (2—0 т Ве) созти | 42 
| 


т=0 
где 
Т ти (6) 
Вип (г, #) = о. Г т» (#) К пт (г) — Тит (72) Аи (2 
или в виде 
п—1 
= 2 Е 


ке ие] 
— == оз я р и" и 
т=0 


Для удовлетворения условию 2) $ 2 р т <, потенциал %,, 
соответствующий стокам, помещенным в точках (= =”, — <), симметрич- 
ных точкам (ь, = __ ‚ С) относительно плоскости 2 = 0. В результате мы 

п 


получаем следующую потенциальную функцию: 


® (© =, | 9. = а \ с05 5008 р В (", 2) соз тия | ав (5.2) 
0 т=0 


или 


— 


®— 


1 1 4 
= У Е ИЕ) > 
г (ув +(—0° Уже ; 


2 С й Е 1 у (52) р 
© = \ 05 51 с08 (# | № О ] тп (гё) К ть (1) с0з ти 44. (5.3) 
т=0 


2 
0 


$6. Для удовлетворения условию (5.1) поместим вдоль каждой из 
прямых г=Ь, ф = - на отрезке от 5 =0 до 2 =й линию стока, мощ- 
ность которой характеризуется функцией 4=49($), т. е. в точке 
=05(0<(<)71) поместим элемент стока мощности 4945. Мы будем счи- 


тать, что функция 4 (6) представляется в виде квадратного трехчлена 
а Ф=А-+ ВС + С. (6.1) 


Поместим, кроме того, в точках (ь, ты к и) точечные стоки мощности Д. 
Постоянные А, В, С и О) мы выберем так, чтобы приближенно было 
удовлетворено условие (5.1) 

Потенциал и, соответствующий указанным линиям стока и точечным 
стокам, представится в виде 


® 


и = 9094 -+ Ро (в. (6.2) 
0 
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Если в последнее равенство подставить выражение для 4 (© из (6.1) 
и выражение © (©) из (5.2), то получим 


[®.®) 


2 Ап 


Й 
и= = сов зе ие - г. Ви (г, 8) с0з т а 
о 


те р ся РЕ. 
-- —_ \ 605 5 Е С |. р _ - и у’ Вил (", #) с08 0 созтиз а“ 
[О 


т=0 


[®.®) 

2С р? эп Е 

р р ео га (* эп ЕДЕ в 2 эт Е х ОЕ ‚д созтя | ды 

и }/ 1 
0 


Г. =" \ 608 21 0$ 1 | о '’Втл(х, #) с08 плз 41. (6.3) 
0 


т=0 


$ 7. Ряды, входящие в последнее выражение, сходятся медленно при 
значениях т, близких к 6. Поэтому, если г близко к 6, то удобнее поль- 


зоваться для нахождения и выражением для 9 (@) по формуле (5.3). 
В этом случае, положив 


НАУ Ва (ИУ +2)) (ь-+У + (%—2)) 
В+ В+ (#1)? к 


в = 


получим из (6.2) 


И. (7.1) 
где 


вы [ллвб, + ве? + Ув 


ИЕ + И? + =)? 0, 
ве Я : 


(Ел + уе а. 


и аа 2424 82 
НОУ ее в, + 


1 1 
р Не } ИР 
| = (3—1) Ув (2-1 | ое 


со со 


ы 2 р ды 
| сов = м 5+ ПР сок ар М 99а 10 ) 5 (да 
з й 


\ Г й 
0 


2А 
М == 


\ 


со со 
. д : р 
це в \ о 24 й >: м 2% с и — м 5 (0 ар \ 608 24608 #45 (8) 4, 
= 5 


0 0 


(7.3) 


и ы 
(уе У тя (90) Рип" К пл (В) 609 тиф. 


т=0 тт (0 


— 
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Так как найденный нами потенциал и удовлетворяет граничным 
условиям 1) и 2) $2, то нам остается выбрать постоянные А, В, Си ВР 
так, чтобы удовлетворить еще условию (5.1). Для этого, как и в уномя- 
нутой нашей работе (1), вычислим значение и при А, == (например, 
нри г=ё-{ еиф= 0) ипри2=0, 5=12:,8=35.,2=, где б<2.<в.<Ь, 
и найденные четыре значения и приравниваем заданному значению и. 
Мы получаем для определения указанных четырех постоянных А, В С 
и О четыре уравнения. 

$ 8. Учитывая, что е<Х6, можно упростить формулы (7.2) и (7.3) 
при вычислении значения потенциала и для г=б-{еиф= 0. С этой 
целью мы отбрасываем в первом члене (соответетвующем # = 0) суммы 
(7.2) для Ь слагаемые, имеющие малые значения. Для вычисления 
каждого из следующих членов (1 << п — 1} заменяем каждый интеграл 


в 


| | | 
о АО 
= нЕ 


его приближенны м значением 


В 
(А В: + С) = 

А В 
| ы- г 


23^ 
- 
|ИУ=ЕДЕИ и: “++ 03) 
162 зто в" 5) 162 п ао) 


Полагая теперь 


е г 2 (2-1) 24-2) [Ут (=) ] 
о. 2—в+У + (2—5) $ ‚28 


мы находим таким образом 


А юв О-В [г Ире низ] 


А (В+ =) 
058 вт 3 Е 
+С|-5“Уеи—а "И 2) +2100] [о ве 


Г Г 


— = =+— 
г 2 о $112 — + (=— ь | | орз +(; м \ 
1 
- Н— | (8.2) 


4 Кл 
У сень + (2—1)? | 452 эт? —— + (2 5 


(Ав в" С + 


$ 9. Для упрощения выражения (7.3) для М мы ограничиваемся в 
каждой сумме лишь первым членом при т =0, а в выражениях 


То (64) эт #2 Вт | сов —1 #2 зи ЙЕ 21 с03 Е 


Ри 
И" 2? 4 12 ? й в = 


13 


ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 67 


заменяем { нулем. Тогда получаем 


сэ 


М = (4% ЕЕ в +65-)\ 605 26 1. (81) К. (ав 
о 


> \ оз (@ +1) 2+ 003 ( — ВП 1, (69 К, (0 44, 
К) 


или, воспользовавшись для вычисления последних интегралов форму- 
лой (3.3), получим 


М “(дав вз ` К (0,) 
= Е ЕН 


К (6.) \ 
Е. У } 19} 


К (6,) 
ИУ (2+ + ИО} 


+ Оп ( 

22 \ 

где К (6) понрежнему означает полный эллинтический интеграл первого 
рода, а углы 6, 0,, 8, вычисляются по формулам 


4$ 
2 + (1-5) 


п? => 46 12 — 
т 9 = СЕЕатые' 31” В; — 


58° 9, = Е: ` 
(2—1)? + (15)? 

Если подставить значения (8.2) и (9.1) в (7.1), то можно фактически 
вычислить значение потенциала и для любого значения 2 ири условии, 
что А, =е. Таким образом, мы можем указанным выше снособом соста- 
вить систему уравнений для А, В, Си О. Определив эти неизвестные 
коэффициенты, можно найти количество жидкости, протекающей через 
каждую из п скважин (дебит) по формуле 


и, 
9= АС Ж+рЕАв+Ва 
9 


Подставив найденные значения А, В, Си 0 
в формулы (6.3), (7.2) и (7.3), мы получим два 
выражения (6.3) и (7.1) для вычисления значе- 
ния потенциальной функции и, удовлетворяющей 
условиям задачи, формулированной в $ 5, причем 
в одной из этих двух формул ряды и интегралы 
быстро сходятся. 

$ 10. Переходим теперь к рассмотрению ци- с в 
линдрической области конечной глубины (рис. 3). 

При этом мы ограничимся случаем полусферических выемок (скважины 
нулевой высоты). 

Мы примем глубину цилиндрической области за единицу измере- 
ния длин; радиус основания цилиндра обозначим через а. Пусть верхнее 
и нижнее основания цилиндрической области представляют собою непро- 
ницаемые границы; на боковой поверхности этой области потенциал и 
имеет постоянное значение, равное нулю. На верхнем непроницаемом 
основании на расстояиии 6$ от оси цилиндра расположены п равно- 
отстоящих друг от друга полусферических выемок радиуса е (на рис. 3 


б* 
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изображен случай п = 4). В точках каждой полусферической выемки 
потенциал и имеет заданное постоянное значение из. 

Искомая потенциальная функция и должна удовлетворять следующим 
граничным условиям: 

1) и=0 при. л=а, 0<2<1; 

ди Е 

2) -.=0 при 8=0, гха, |9 — | >еи при 2=1, гха; 

3) и=и. при |®— щ%| <, з=У?— м —%?, 
где 


: + 
НЕЕ Ча = бе о АОИ. 


РН А 
$ 41. Поместим в точке (ь, = ® о) сток мощности 4. Соответствующий 
ему потенциал 9», удовлетворяющий на плоскостях = —1 и2=1 


09% 
условию —— =0, был найден Маделюнгом (5) и представляется в виде: 


9, = аук, (р=Вз) соз та + 1 в |, (41.1) 
=1 


где А», имеет значение (3.2), или, с точностью до величины порядка 
д, в виде 


о ув ея - уе (11.2) 


В (< 
$ =то 


Последним выражением для ©, удобно пользоваться, когда А, мало. 
Воспользовавшись теоремой сложения (3.4), мы получаем из (14.1): 


где 


9, =#[5 собе У" Тт (16) К» (ттуеовт (+— 2") +110 бк, | 


1=1 т=0 


$ 12. Найденный потенциал 9, удовлетворяет также условию 
9% 
98 
ряет условию 2) $ 10. Для того чтобы удовлетворить еще условию 1) 
$ 10, достаточно к функции 9, прибавить гармоническую функцию $, 
обращающуюся в —®, на поверхности цилиндра и удовлетворяющую 
условию 2). При этом мы найдем потенциальную функцию У», удовле- 
творяющую граничным условиям 1) и 2). Эта функция представляется 
в виде 


и, +9, 215 0$ [кз У В» (, а, 6, 0) сов т ( "+ 
`1=1 т=0 


. 2 
а“ | 527? — 2а?ьг с0з (® _— ) 


—= 0 на плоскости 3 =0. Таким образом, он полностью удовлетво- 


п 


= 
а? |" + — 21 соз (— —- )) 


+ 3 168 (12.1) 
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где 
т (5) 
Ва, 6, д = ет ее) Мо ([ка) Кт (тг) — [т (тг) Ки (1жа)|. 


Логарифмический член в формуле (12.1) получен обычно применя- 
з К 
емым в подобных случаях методом отображения точки (6, => относи- 


тельно круга г =а. Именно, если через г, обозначить расстояние между 
а? 2Кп 
точкой (г, ©) и точкой ев >. ) являющейся отображением точки 


\ 


2Кк 
5, ——) относительно круга г=а, то функция 


в 


1 
обращается при г=ав — 0 т. Если поэтому взять сумму 
р: 


— 4 В" 


1 1 
- а в. т я, 


зв ть 


и подставить вместо 7; и На их значения, то получим логарифмический 
член формулы (12.1), обращающийся при г =а в нуль. 

$ 13. Полученное выражение (12.1) для ИУ» удобно для вычислений, 
если г значительно больше, чем 6; в этом случае ряд, входящий в это 
выражение, сходится быстро. Если г значительно меньше 6, то меняем 
в выражении (12.1) ги 6 местами. Если же г близко к 6, то выраже- 
ние (12.1) для У» непригодно для вычислений. В этом случае мы заме- 
чаем, что ряд, входящий в слагаемое 9’, попрежнему быстро сходится. 
Поэтому мы оставляем выражение ®’, без изменений и заменяем в (12.1) 
слагаемое ©, его выражением (11.1), если каждое А, значительно боль- 
ше нуля, или выражением (11.2), если А, близко к нулю. В первом 
случае мы получаем: 


а 5 р с08 [2 Ку ([=В,) — 


1=1 


а у 
ыы я 608 [м2 У Та ре т (17) К т (ка) сов т | 5 — ыы 
т=0 
2 
24 + 2г? — 2а?6» с0з ( РЕ 
а п ) | (13.1) 


а во втором случае 


зы 


а? | -- 6? — 26^ соз (+— те ) | | 
бя 45 | д2 ия ул тт в [9 2 |) НА 2- 2) Ея 
т (#5) 


ый У Сов У п Ут (г) Кт (а) соз т ($ —— -ы - 


Г т=0 


2т 
а4 4+ $2"? — 2а2ьг сов (: ая ) (13.2) 


1 
Не ол 108 16а? 
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$ 14. Для получения искомой потенциальной функции и нужно еще 
удовлетворить условию 3) $ 10. Для этого достаточно взять сумму най- 
денных нами функций И» для всех Е от 0 до п—1 и определить 4 из 
условия и=и, на поверхности каждой полусферической выемки 
радиуса в. 

Заметив, что 


1с05 то, если т делится на п, 


—4 з 
Е / 2х 
з 608 т | ® — = 
тел \ т 0, если т не делится на п, 


и воспользовавиись известным тождеством 


= 
П [2 ++ 9? — 251 с08 (2 — —ы = 227” -- у?" — 2ату" в0$ пФ, 
Ё=0 ^ # 


мы найдем при помощи (12.1) для 


п—1 
и = ь У, 
А=0 


следующее выражение: 


и = 1 [+ с0$ [2 У Ви (г, а, 6, 2) созтпе 
1-1 


т=0 


14.1 
а?" (.2” + 52"  2,п р" соз пф) 


а" + 52 -2т 242 рт „п соз по 
Этой формулой можно пользоваться для фактического вычисления и, 
если г значительно больше, чем 6. Если г значительно меньше 6, то в 
формуле (14.1) меняем г и $ местами. 
$ 15. Для получения формулы, удобной для вычислений в случае, 
когда г близко к 6, но каждое А» значительно больше нуля, мы вос- 
пользуемся равенством (13.1) для У». При этом мы всюду заменяем г 
через 6 и получаем: 
ЕЯ | 
п 2 


со п—1 с 
а == р | 60$ (п2 р Ко (2255 т 
1 х—=0 
‚ Рт (ФР К ип (а) 


— 2п У 60$ [2 о ен со тп Ф + 


1=1 т=0 
е 1 ЮВ а + 5" — 242762" со по 
1 . 
да?" 62” зто 7. 


(15.1) 


Выведем, наконец, формулу, удобную для вычислений в случае, 
когда одно из А», например А,, близко к нулю. Полагаем А, ==< 4, 
ф = 0, г=ф и получаем 


В, = 26 т А", А 
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—# 
При вычислении и = Ух мы воспользуемся для Г, выражением 
8 0 
(13.2), а нри вычислении У» (& =1,...,п— 1) —выражением (13.1}. Мы 


получаем 


ны - Нин 


со п-1 
+2» 608 2 У К, (тот "т. — 


1=1 = 


х < Иша (#55)? К ии (па) 21 __ 21 
—4п У 6003 /ж2 ти ак 528 
> 2 Тип (па) + Ю5 т -. (2) 


У 16. Для удовлетворения условию 3) & 10 достаточно выбрать 4 
так, чтобы на поверхности полусферической выемки, т. е. при 2=0 и 
ИН, =е, удовлетворялось равенство и = и... 

Заметив, что 


$(=р-ёт %(2)=1—т 


где 1 означает постоянную Эйлера (1 = 0,5772...), мы получаем из (15.2) 
следующее равенство для определения 4 (удвознного дебита полусфери- 
ческой выемки): 


со п—| . 
и: = ее» У Ко (215% т =) — 


1—1 А! 


> <, [Ги (6) Кип (ма) 22 т 
а. С р Т ти, (па) 8 дпа" "1 Г. 


Так как ряды, входящие в эту формулу, сходятся весьма быстро, то 
мы можем фактически вычислить 4. Подставив найденное значение 4 
в формулы (14.1), (15.1) и (15.2), мы получаем решение поставленной 
нами задачи. Заметим, что одна из трех формул всегда дает возмож- 
ность фактически вычислить значение потенциальной функции и. 

$ 17. Приведем некоторые численные примеры *. Рассмотрим сначала 
случай цилиндрических вырезов в цилиндрической области бесконечной 
глубины ($8 5—9). Пусль 6 =; п=5; «=0,00025; ^=0,01; 0,02; 0,03. 

Воспользовавшись формулами (7.1), (8.2) и (9.1), мы находим для 
потенциала # на поверхности каждого цилиндрического выреза | —®,|=®, 
для определенных 2, значения, указанные в таблице 1. 


* Вычисления выполнены К. Т. Земцовой, ассистентом кафедры математики 
Московского станко-инструментального института им. И. В. Сталина. 
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Таблица 1 


в 2 и 
0 0,9095 А + 0,002613В + 0,0004074С - 224,20 
0,006 0,8741 А + 0,004734В + 0,0002986С + 333,20 
0,04 0,009 0,7785 А + 0,005250В -- 0,0006430С + 1044,0Р 
0,01 0,6159. + 0,004015В -- 0,0003196С -+ 4074 ‚20 
0 1,2348 А + 0,007383В + 0,0004565С + 124,4 
0,012 1,1960.А + 0,042903В + 0,0014245С + 177,40 
0,02 0,018 1, 0993.4 + 0,044577В + 0,0022374С + 543,60 
0,02 0,8823. +- 0,014227В + 0,0015734С + 4046,12 
0 1,5080. А + 0,014271 В + 0,001094С + 87,82 
0,02 1,4601 А + 0,024704В - 0,004040С + 144,1) 
0,03 0,028 1,3430 А + 0,026442В + 0,0057296 + 534,40 
0,03 1,1245 А + 0,020946В + 0,003964С + 4037,72 


Предполагая, согласно условию (5.1), что для каждого из трех рас- 
матриваемых случаев й = 0,01, Ал = 0,02 и Ай =0,03 потенциал и на 
поверхности цилиндрического выреза имеет постоянное значение, равное 
единице, мы приравниваем найденные значения потенциала и единице 
и из полученных таким образом трех линейных систем определяем зна- 


чения А, В, С, и О, указанные в таблице 2. 


Таблица 2 


ы \ 
в | А В С | р 
| 
0,01 1,065 — 0,53 160,8 0,000073 
0,02 0,844 —12,45 99,0 0,000059 
(0,03 0,727 —40,80 49,4 0,000053 


При помощи этих значений А, В, С и) мы получаем решение 
задачи в каждом из трех рассматриваемых случаев. как это указано 
в конце $ 9. Пользуясь формулой (9.2), мы наха- 


р ь 
Таблица 3 дим значения дебита О., указанные в таблице 3. 


$ 18. Переходим теперь к рассмотрению 

ыы 9, случая полусферических выемок в цилиндричес- 

7. кой области бесконечной глубины ($$ 2—4). При 

0,01 0,0107 этом мы попрежнему полагаем 6 = и — 5, а 
0,02 0,0147 : 

0,03 0,0174 для е выбираем такие три значения, чтобы по- 


лучить полусферические выемки, площади поверх- 
ностей которых были бы равны соответственно. 
площадям поверхностей цилиндрических вырезов, рассмотренных в 6 17. 
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Для этого достаточно положить 


е = У0,00025#: 
мы получаем три значения 
= = 0,001581, = 0,002236, в = 0,002739, 
соответствующие трем значениям 
й — 0,01, Л = 0.02, № 0.03 

По формуле (4.2) мы находим, что этим значениям = соответствуют 

следующие значения 0: 
4 = 0,0197, ‘9 = 0,0227, 90,0338, 

При помощи этих значений 4 мы находим решение задачи в каждом из 
трех рассматриваемых случаев, как это указано в конце $ 4. Заметив, 


4 
что дебит О. равен 4, мы находим значения 05, указанные в табли- 


це 4. 

$ 19. Рассмотрим, наконец, случай Таблица 4 
полусферических выемок в цилиндри- 
ческой области конечной — глубины в | = ыы ©, 
($ 10—16). Полагаем 

а=4, 6=1 пб. 0,04 0,001581 0,0098 
0,02 0,002236 0,0138 

Значения е выбираем соответственно 0,03 0,002739 0,0169 


трем случаям, рассмотренным в 8 18. 
Так как теперь масштаб уменьшен в 
четыре раза (в $ 18 предполагалось а =1, а теперь мы положили 
а = 4), то нужно значения е из $ 18 умножить на 4, и мы получаем: 


= = 0,006324, = = 0,008944, == 0,010956. 
По формуле (16.1) мы находим, что этим значениям е соответствуют 
следующие значения 4: 
4 = 0.07722, 4=0,1080, 4=0,1911, 
при помощи которых мы находим решение задачи в каждом из трех 


рассматриваемых случаев, как это указано в конце $ 16. 


Таблица 5 


Заметим, что 4 означает 


удвоенный дебит О полусфе- й. ы 9 | 9, 
рической выемки. Для срав- 

нения полученных резуль- 0,01 0, 006324 0,0386 0,0097 
татов с результатами $ 17 0,02 0,008944 0,0540 0,0135 
и 18 мы увеличим теперь 0,03 0,010956 0,0655 0,0164 


масштаб в четыре раза. Для 

получения «приведенного» таким образом дебита ©, полусферических 
выемок нужно значения О разделить на 4. Мы получаем значения 
О и 0., указанные в таблице 5. 
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$ 20. Для надлежащей опенки найденных значений 0;, О, и О; рас- 
смотрим теперь полупространство 2 <0 с непроницаемой границей 2=0. 
Пусть на этой непроницаемой границе имеется полусферическая выемка 
радиуса =. Если значение потенциала на поверхности выемки принять 
равным единице, а в бесконечности — равным нулю, то дебит О, этой 
выемки определяется по формуле 


9: = 2те. (20.1) 


Значения ‚ соответствующие значениям ев, рассмотренным в 18, 
4 3 
представлены в таблице 6. 


ие 


Сравнение значений 0(,, 0., О, и 
О., указанных в таблицах 3, 4, 5иб, 
показывает, что эти значения близки 


Таблица 6 


й > во всех рассмотренных случаях; при 

расчетах, не требующих большой точ- 

0,01 0, 001581 0,0099 ности, можно в аналогичных случаях 

0,02 0,002236 0,0140 (когда = достаточно мало) заменить 
0,03 0,002739 | 9,9172 


сложные вычисления; $ 17, 18 и 19 
вычислением О по простой формуле 
(20.1). Однако получаемые при такой замене результаты нельзя считать 
удовлетворительными при более высоких требованиях точности. 
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М. И. МОРОЗОВ 


О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ РАВНОМЕРНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ ПОСРЕДСТВОМ ФУНКЦИЙ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ КЛАССОВ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе вводится понятие интерполяционного класса функций и 
устанавливается существование и единственность функции интерполя- 
ционного класса, наименее уклоняющейся от данной непрерывной функ- 
ции, определенной на замкнутом множестве, принадлежащем отрезку. 
Кроме того, доказываются теоремы, являющиеся обобщениями известных 
теорем Чебышева и Валле-Пуссена. 


Введение 


Пусть функция у= (5; а,, а.,..., ав) =ЕР(х; а) от д и п веще- 
ственных параметров а1, а», ..., а» определена в области С:0 5551, 
— они. 

Областью Ш, будем называть множество значений, иринимаемых 
функцией у=Е(5; а) при некотором фиксированном значении х, в то 
время как каждый из параметров а; 1 =1,2,...,п) независимо от дру- 
гих принимает все значения из интервала ааа. 

Относительно функции у = РЕ (5; а) предполагается, что она: 

1) однозначна и непрерывна в области С р 
всех ее аргументов в их совокупности: (А) 

2) обладает в области С интерполяционным свойством. | 


При этом об однозначной функции у = Ё (5; а1, @»,..., а») = Е (5; а) 
отд и п параметров мы говорим, что она обладает интерполяционным 
свойством (коротко, свойством /), если всяная система уравнений вида 


пре В (Игоре рая) = 4...) (В) 
где 2, 2), ..., 2. — любая система различных между собою значений 2 
отрезка 0<2<\1, а каждое из у; — любое значение из области Дж, 
однозначно разрешима относительно 41, 4», ..., @м. 
Функция 
= Я (т; @1, 42, ..., а»), (1) 


удовлетворяющая условиям (А), определяет собой некоторый классе К 
непрерывных функций переменной 2, каждая из которых соответствует 
определенной системе значений @,, &»,...,‚@» параметров @1, а», ..., @в. 

Класс К будем называть интерполяционным классом функций, соот- 


ветствующим функции (1). 
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Частным случаем функции (1) является функция вида 


у=Е(; а) = а,$, (2) + аъ фо (2) Е - - - ат» (2), (2) 


где $: (5), $5 (2), ..., 9" (2) — непрерывные функции, определенные на 
отрезке [0,1] и образующие на этом отрезке систему Чебышева [по тер- 
минологии С. Н. Бернштейна (1)], т. е. удовлетворяющие условию: 
а) = а =... =а.=0, еслив а а) =0 при п различных значениях х 
отрезка [0,1]. 

Пусть функция ](5) переменной х принадлежит к классу С непре- 
рывных функций, определенных на отрезке [0,1] и удовлетворяющих 
для каждого 1 условию }(2)6 О... Пусть Е — какое-либо замкнутое мно- 
жество точек отрезка [0, 1], содержащее не менее п» - 1 точек (в частном 
случае множеством Ё может быть отрезок [0, 1]). 

Уклонением функции Ё (5; «) от функции /(2)6 С на множестве Е 
называется 


трах | { (2) — Е (2; а) |. 
Е 
Функция Ё (5; ©) ‘называется наименее уклоняющейся от функции } (2) 
на множестве Ё, если ее уклонение от функции }(5) не больше, чем 
уклонение любой функции класса К от этой же функции }(5), т. е. 
если 


тах | } (2) — Е (х; а) | = шт тах | (2) — Е (5; а)| = в (7; Е). 
Е Е 


а 


Число в (}; Е) (которое будем обозначать через № (7) в случае, если Е 
совпадает с отрезком [0, 1]) называется наилучшим приближением 
функции }(2)6 С посредством функций класса К на множестве В. 

В предлагаемой статье доказываются следующие теоремы, касающиеся 
равномерного приближения функций класса С посредством функций 
какого-либо из классов К: 

1. Для каждой данной функции }(х2)6 С и каждого данного множе- 
ства Ед, состоящего из п-- 1 различных точек отрезка [0,1], суще- 
ствует в классе К одна и только одна функция Е (х; а), наименее укло- 
няющаяся от функции }(т) на множестве Ета. 

2. Для каждой функции }(1)6 С существует одна и только одна 
функция Е (х;а)6 К, наименее уклоняющаяся от 1 (2) на замкнутом 
множестве ЕЕ [0,1], содержащем не менее п--1 различных точек, 
причем р (}; Е) =зирр (1; Ер-1) по всем множествам Езл, состоящим 
из п 1 различных точек множества Е. 

3. Для того чтобы функция Е(х; ЕК была наименее уклоняю- 
щейся от функции }(т)6 С на замкнутом множестве ЕЕ [0,1], содер- 
эжащем не менее п--1 различных точек, необходимо и достаточно, 
чтобы абсолютный максимум функции |} (1) — Е (т; а) | достигался не ме- 
нее чем в п-+ 1 точках 3х... Зи множества Е, в которых 
разность }(2) — Е (т; а) последовательно меняет знак. 

Эти теоремы представляют собою обобщение соответствующих теорем 
П. Л. Чебышева (последняя теорема) и Валле-Пуссена (?) (первые две 
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теоремы), имеющих место в случае равномерного приближения непре- 
рывных функций многочленами. Доказательству этих теорем посвящен 
в основном раздел Ш данной статьи. 

В разделах Г и П рассматриваются свойства функций класса К, выте- 
кающие из свойства 7 функции Ё (2; а), причем раздел 1 статьи посвя- 
щен рассмотрению этих свойств на отрезке, а раздел П -—- на множестве, 
состоящем из п--1 различных точек отрезка [0, 1]. 

Задача о равномерном приближении непрерывных функций одной 
переменной х посредством функций класса, определяемого функцией 
Р (2; а), зависящей от х и п параметров, впервые была поставлена и 
рассматривалась основоположником теории приближения функций вели- 
ким русским математиком П. Л. Чебышевым в его мемуаре «Вопросы 
о наименьших величинах, связанные с приближенным представлением 
функций» (3). П. Л. Чебышев установил в этом мемуаре необходимое 
условие, которому должна удовлетворять система значений а; парамет- 
ров а;, чтобы 

в а. №) 


был меньше, чем при всякой другой системе значений параметров, 
достаточно близкой к системе а, а,,..., @и, и применил его к задачам 
приближения функций на конечном отрезке посредством многочленов и 
рациональных функций. Однако относительно функции Е (1; @1, ао, ... ‚ ап) = 
= (2; а) П. Л. Чебышев предполагал, что она не только непрерывна, 
но и непрерывно дифференцируема как по переменной т, так и по пара- 
метрам. Об интерполяционных свойствах функции РЁ (5; а) Чебышев не 
делал никаких предположений и в общей постановке не касался вопроса 
о существовании и единственности функции рассматриваемого класса, 
наименее уклоняющейся от данной непрерывной функции. 

Значительно позже Юнг (4) доказал существование в классе, опреде- 
ляемом функцией Ё (5; а), функции, наименее уклоняющейся от данной 
непрерывной функции, при следующих предположениях: 

1) Е (2; а) однозначно определена и непрерывна по всем ее аргумен- 
там (в их совокупности) для каждого х на конечном отрезке [а, 6] и 
для всех вещественных конечных значений параметров а1, 45, ... , ам. 

2) Для всякого положительного числа М всегда существует число № 
такое, что если имеет место соотношение |Ё (5; а) | << М для всех зна- 
чений х отрезка [а, 6], то для параметров а; имеет место соотношение 
Гар № (= .). 

Но единственность функции рассматриваемого класса, наименее укло- 
няющейся от данной непрерывной функции, и теорему 3 Юнг доказал 
только для случая, когда функция Ё (5; а) имеет вид (2). Вообще же 
о свойстве Л функции Ё (5; а) Юнг, так же как и П. Л. Чебышев, не 
делал никаких предположений. 


1. СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОГО КЛАССА НА ОТРЕЗКЕ 


В этом разделе, так же как и в разделе П, устанавливаются некото- 
рые общие свойства функций интерполяционных классов, не зависящие от 
вида функции Р (5; 41, ао, ..., ап), определяющей интерполяционный класс. 
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$ 1. Свойства разности двух функций интерполяционного класса 


Применяя обозначение 


АЕ (х; 8; а) = Е (т; 8) — Е (5; 3), 
установим справедливость двух следующих теорем: 
ТЕОРЕМА 1. Если Е (5; >) и Е(2; В) — две различные функции класса 
К такие, что их разность АЕ (5; 8; я) равна нулю в п 1 различных 
точках хе [0, 1|: 
и, (3) 
то АЕ (т; 3; 2) сохраняет знак внутри каждого из интервалов 


Чьч). О вех Ось о ем О 


изменяя его последовательно при переходе через точки системы (3). 

Доказательство. В самом деле, допустим, что в каком-либо из 
интервалов (24, 2::1) АЁ (5; 8; 2) меняет знак. Тогда ДР (5; 8; а), будучи 
непрерывной функцией, обращается в нуль по крайней мере в одной 
точке этого интервала. Но тогда, в силу свойства У функции (1), 
Р(х; В) ==Е (5; а). 

Допустим теперь, что в каких-либо двух соседних интервалах 
(тр1, 2) и (ть ха) АЁ (2; В; а) имеет один и тот же знак (возьмем для 
определенности плюс) и покажем, что это допущение приводит к про- 


тиворечию. Действительно, определим функцию Ё (5; 11, 12, ...,{”) так, 
чтобы 
Е (ть; 1) =Е(хь о) =Е(1: В = фе тд, 


ты (то; 1) =Е (то; 8) (<<), 
Е (то; 1) =Е (то; =) щи). 


Такое определение функции Ё (5; 1) возможно вследствие свойства Л. 


Тогда АЕ (5; 1; 4) =0 при 2=4, т... Я, Тем, ... ры и при 


9 а. А 8) = =0 при 2=%,2.,:.., м, Фа, -., а иири 
т=х., т. е. каждая из этих функций имеет на отрезке [0,1] п—1 
нулей. 

Возможны три случая: 

1 Аза = АР; 1: 

2.  АЕ(1:; 1; а) = АЕ (24; 1: В) =0, 

3. АР = АЕ (т; 18) < 0. 

В первом случае АР(<; 1; В) обращается в нуль по крайней мере 
еще при одном значении т, именно при некотором значении х из интер- 
вала (2; 20), так как ДЕ (х:; 1;8)>0, а 

АР(зо; 1; В) = АР (20; 1, В) — ДР (20; 1; 2) = 
— Е (х0; 1) 4) —Е (хо; те Е (хо; УЕ (0; 0) — 
— ДЕ (20; 8 6), 
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Но это противоречит тому, что функция Ё (7; а,, а»,..., а») обладает 
свойством У. Прогивбречие второго случая со свойством Л функции 
Е(т; а) очевидно. 

В третьем случае приходим к противоречию со свойством Л, устано- 
вив, так же как и в случае 1, что ДР (5; 1; а) обращается в нуль по 
крайней мере еще один раз, именно в интервале (хх, 2). 

Из только что доказанной теоремы непосредственно следует: 

ТЕОРЕМА 2. Если Е(т; в), Е (т; В) и Е(х; 1) — три различные функ- 
ции класса К такие, что для п—1 различных значений 1 т< 
<... < чи—1 отрезка [0, 1] имеют место равенства 


Р (2; 1) = Е (т; а) = Е(х; 8) 
и неравенства 


АЁ(х; @; 1) 0. 
АЕ(5; В; )<0 


(4) 


в каком-либо из интервалов (т,, 1141) * (занумерованных в порядке их 
следования), на которые отрезок [0,1] делится точками хи, хь,..., ть 
то неравенства (4) имеют место во всех интервалах одинаковой чет- 
ности с интервалом (17; 21:1), а неравенства 


АЕ(х;а; 1)< 0, (5) 
АЕ(2; В; 7) >0 


— 60 всех интервалах различной четности с интервалом (ту, 21). 


82. Структура области О, 


Областью 0), называется, как уже упоминалось выше, множество зна- 
чений функции Е (5; а) при фиксированном значении х. На вопрос о том, 
какова ее структура, отвечает следующая: 

ТЕОРЕМА 3. Область О. при любом х отрезка [0,1] представляет 
собою интервал (который может быть и бесконечным) **. 

Покажем, во-первых, что на отрезке [0,1] существует по крайней мере 
одно значение 1 = такое, что область О»,, содержит по крайней мере 
два значения. В самом деле, если бы при всяком значении х из [0,1] 
область ), состояла только из одного элемента, то, зафиксировав п раз- 
личных значений х из [0,1]: 2, 1,,...,Х», мы получили бы, что система 
уравнений 


ВЕТЕР а, д. м) 


имеет относительно а, а5,..., а» бесконечное множество решений, что 
противоречит условию 2 из (А). 


* Если х,-Е0, то за первый интервал принимается интервал (0, х;), при х, =0 
первым интервалом будет, очевидно, интервал (2, хз). 


** Как, например, в том случае, когда функция Г (5; а) есть функция вида (2). 
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Покажем, во-вторых, что если при некотором 2 = 4% область Д,, с0- 
держит значения у, и у, то она содержит все точки отрезка [и у]. 


В самом деле, возьмем систему из п различных значений 2, 71,...,Тп—1 
и две системы значений 


У У1, У2, -..› Уп и У У1» У...) Уп» (6) 


принадлежащих соответственно областям Д,,, Ох, Ох, ..., Эх. 
Каждая из систем уравнений 


УЕ. (0; ба, сть, бы) 
= и, 
и 
и 5 ^ 
В) == Е (2; @1, а>,..., п), 
д Е бра оба @ = ды 
согласно условию 2 из (А), имеет единственное решение. 
’ ! / # и” и 
Обозначим эти решения соответственно через 04, @2,...,бти91,02,... От. 
Эти решения различны, т. е. существует по крайней мере одно зничение 
(= — 1, 2,...,п) такое, что 04 = а, так как системы (6) различны 
(уо = 90). 
Возьмем в области аа: й, ((=1,2,...,п) множество %, опреде- 


ляемое системами значений {4} и {01}, т. е. возьмем множество точек, 
для которых координата аз изменяется на отрезке, определенном а и 
2;, если а, Е а,, и = а, если о, = 9%. 

Рассматривая теперь непрерывную функцию Р (5; а1, а»,..., ал) в за- 
мкнутой области 9%, убеждаемся в том, что О», содержит, наряду с у, и 
у, и весь отрезок, ими определяемый. 

Покажем, что область О.’ при любом х’ из отрезка [0,1] является 
интервалом. Для этого докажем, что область О.. содержит по крайней 
мере два различных значения у, и у. 

В самом деле, для И Е (т: а/) иР(х; а"), определяемых найден- 


ными выше системами а, а,,...,а, и 91, 05,..., 0”, имеют место равенства 


Е И а Песен 0 


Если бы О,‚, содержала только одно значение, то отсюда следовало бы, 
что еще Ё (2'’; а’) = Е (5'; а"). Но так как, согласно условию 2 из (А), 
система уравнений: 


Зе ка И Ла. > ап) 
= (41 Ч, б...., 0) (= 
имеет единственное решение, то это означало бы, что ©, = д (ие оеом) 


и Е(5; а’) = Е (т; ©"), что невозможно, так как К (2; а’) + Е (2 рае 

Тот факт, что В», при любых х'’ из отрезка [0,1] представляет собой 
интервал, т.е. что среди чисел, принадлежащих 0),., нет ни наибольшего, 
ни наименьшего, следует из теоремы 2. 
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В самом деле, допустим, что среди чисел множества О». имеется наи- 
большее, которое обозначим через уо,. Тогда возьмем, наряду с х'’, еще 
п различных между собой и отличных от х’ значений отрезка [0,4]: 
а ве зи: 

Не нарушая общности рассуждения, можно взять все числа х:,2.,..., тп 
или меньше х’, или больше х’. Будем считать для определенности, что 
1<1<..: < жт< т. В каждой из областей О», (1 =2,3,...,п) возьмем 
по одному значению у? (1=2,3,...,п), причем одно из и например 
В возьмем из числа внутренних точек множества О», и построим функ- 
цию Р (5; 1) класса К такую, что 


О О 


И а У, 


Пусть Ё (51; а Возьмем из множества ),, два числа _У» и у 
такие, что "<< 


К так, чтобы 


91. 
72. Построим две функции Р (5; а) иР(т; а") класса 


Е (55; о) == у» Е (15; а") == $», 
Е (2:9) = Е (жа) = (=1,3,4,...,п). 


Тогда, согласно теореме 2, или Е (х'; а), или Е(х’; а”) должно быть 
больше, чем у, а это противоречит предположению, что у°, — наиболь- 
шее из чисел множества О... 

Аналогично можно показать, что среди чисел множества О, нет наи- 
меньшего числа. Приведенный выше метод доказательства теоремы 3, 
очевидно, не применим в случае п =1, но теорема 3 справедлива и в этом 
случае, что непосредственно следует из определения (А) функции Е (2; ал), 
так как функция у. = Е (2'; а1) является в интервале а. < а, <а, не- 
прерывной, строго монотонной функцией переменной а. 


8 3. Построение последовательности функций класса К, равномерно 
сходящейся к данной функции этого же класса 


ТЕОРЕМА 4. Для всякой функции Е (1; 9, 95,..., 9) класса К можно 
построить равномерно сходящуюся к ней последовательность функций 
этого же класса 

. (№ о) (А) не. 
{Е (<; В ), В И, Ви КОВ ПУароь.) 


такую, что АЕ (5; В®; а) =0 для п—1 различных данных значений х: 
о (7) 


отрезка [0,1], причем АЕ (х; 8%; а) при перелоде через значения 
2; ((=1,2,...,П— 1) меняет знак, а в каждом из интервалов, на кото- 
рые делится отрезок [0,1] точками последовательности (7), сохраняет 
один и тот же знак для всех значений Е(Ё=1,2,3,...). 
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Доказательство. Пусть 
= Ри; а) (=1,2,....в— (8) 


— значения функции Р (х;а) в точках последовательности (7). 

Возьмем на отрезке [0,1] какую-либо точку 2, отличную от точек 
последовательности (7), и значение у из области Вх, отличное от Ё (=; а). 
Тогда числа (8) и число у, рассматриваемые как п значений некоторой 
функции Е (5; 8) класса К в п различных точках отрезка [0,1], однознач- 
но определяют эту функцию, т. е. числа Ву, В», -..Вл- 

Возьмем, далее, в интервале (1, Р (2; а)) последовательность чисел 
{78} (& =1,2,3,...), монотонно еходящуюся к Е (2; а), и определим 
последовательность функций 


Ев И. @=423..-Ъ (9) 
принадлежащих к классу К, следующим образом: 


Е (л:; В) = Е (п; 0) @=1,2,...,п— 1) 


(т; в) = у 


для каждого значения А. Возможность определения такой последователь- 
ности функций вытекает из свойства / функции (1). 

Определенная таким образом последовательность функций обладает 
указанными в теореме свойствами. Действительно, из способа построения 
последовательности (9) непосредственно следует, что АЁ (у: В); а) =0 
для всех =1,2,...,п—1 и для всех А =1,2,3,.... При этом, велед- 
ствие теоремы 1, ДР (2;8& ;а) при переходе через значение 1; меняет 
знак, а в каждом из интервалов (2, х;+1) сохраняет один и тот же знак 
при всех К. 

Из теоремы 2 вытекает также, что для любого х отрезка [0,1] значе- 
ние функции Е (2; В+) при любом Ё находится между ЕЁ (2; В) и 
Р (х; в). 

Последовательность функций (9) сходится к функции Ё (5; а). 

В самом деле, допустим, что для некоторого значения 7., принадле- 
жащего отрезку [0,4], сходимость не имеет места, и покажем, что это 
допущение приводит к противоречию. Пусть для определенности 
Е (т; В) < Е (5; ®). Тогда монотонно возрастающая последовательность 
чисел 


{Р (25: В, В, ...,В0)} = Зы ь), 


будучи ограниченной, имеет предел, который обозначим через и. Оче- 
видно, что при нашем предположении У < В (26а 

Возьмем число уд, принадлежащее интервалу (у, Р (5,; а)), и построим 
функцию ЁР (5; &*) такую, что 


Е (аз) = Еоро) оо № 


Е (ла) = у. 
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В силу теоремы 2, значение Е (5; а) находится внутри интервала 
(9, Е (2; _а)), а так как последовательность чисел {РГ (2; В®)} сходится 
кй Е (5; а), то можно указать такое & = т, что Ё (5; В@%) находится между 
Е (2; *) и Е(х; 9). Но в таком случае, в силу теоремы 2, ЁЕ(т.; `В‘) 
должно находиться между 40 и Ё(т; а), которые, по предположению, 
различны. Таким образом, мы приходим к противоречию: с одной сто- 
роны, 


Е (25 ; 89) = Ув 
а с другой, 


Е (то; В) > %о- 


В силу теоремы 2, в каждом из интервалов, на которые отрезок [0,1] 
разбивается точками последовательности (7), последовательность функций 
{9) представляет собой монотонную последовательность функций. Поэтому 
на основании теоремы Дини сходимость последовательности (9) к функ- 
ции ЕР{2; о) будет равномерной. 


$ 4. О нулях разности двух функций интерполяционного класса 


В дальнейшем будем различать простые нули функции вида ДР (2; В; о) и 
двойные. Будем называть 1, простым нулем функции ДР (5; В; а), если 
она при переходе х через 15 меняет знак, в противном случае 4, будем 
называть двойным нулем. 

ТЕОРЕМА 5. Если т, — число простых нулей функции АЕ (т; В; а), 
а т, — число ее двойных нулей и АЕ (х; В; о) = 0*, то т, | 2т, <п—1. 

Доказательство. В случае, когда т, = 0, справедливость теоремы 
неносредственно следует из свойства Л функции (1). Покажем, что тео- 
рема справедлива и для т, =- 0. В этом случае, на основании теоремы 1, 
т +т›.<п-—1. 

Итак, предположим, что т, + 0, т, + 2т, >п—1 и покажем, что 
это предноложение приводит к противоречию. Заметим, во-первых, что 
из неравенств т + т, <п—1 м т, { 2т, >п —1 следуют неравенства 
таит, <«п— 3. 

Пусть 

< (10) 


— простые нули функции ДР (5; В; а). Этими нулями отрезок [0,1] раз- 
бивается самое большое на т, {+1 интервалов, в каждом из которых 
ДЕ {х; В; о) не меняет знака. При этом в любых двух соседних интер- 
валах она имеет различные знаки (разумеется, в точках, где она не обра- 
щается в нуль). Пусть 21 и 2% — наименьший и наибольший (соответственно) 


из двойных нулей функции ДР (2; В; 0) **. 


*+ Предполагается, что по крайней мере для одного из значений # (1=1,2,...,п) 


а; Е В. 


** Очевидно, что числа 0 и 1 не могут быть двойными нулями функции 
АЕ 2; В; а). 
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Возьмем на отрезке [0, 1] п различных значений 


<, <<... <1 (11) 
следующим образом. Если _21 меньше 2, то берем аа = =, если же ы 
меньше 2, то в качестве х берем любое значение из интервала (0, 2). 
Включаем, далее, в совокупность чисел (11) все числа совокупности (10) 
и число 20. Таким образом, получаем т, -- 1 или т, 2 чисел совокуп- 
ности (11). 
Остальные числа совокупности (11) берем или из интервала (7, 2: ), 
где 24" — наименьшее из чисел совокупности (10), удовлетворяющих не- 


равенству „< 2%, если такие существуют, или из интервала (7, 1) 
противном случае. 


Построим теперь функцию РЁ (2; 1) такую, что 


Ф АР (а: ра = 
для всех х; совокупности (11), за исключением 2; = 20; 


2. ДЕ (21; 1; 8) =0, 


смотря по тому, больше или меньше нуля функция АР (х; В; а) в интер- 
вале, содержащем точку 10 


где е — достаточно малое положительное число. 
Такое построение, в силу теоремы 4, возможно. 
Рассмотрим функцию 


Е (2; В; 1) = АР (2; 8; а) —АР(х; 1; 9). 


Эта функция будет иметь в качестве нулей все числа совокупности (10) 
и, кроме того, по два простых нуля в окрестности каждого из двойных 
нулей функции ДР (х; В; а). 

В самом деле, из интервалов, на которые отрезок '[0,1] был разбит 
посредством чисел совокупности (10), изменился при разбиении отрезка 
[0,1] нулями функции ДР (5; 1; а) только интервал, содержащий точку 
9 и, может быть, интервал, содержащий точку 2%, в случае, если 2) 
меньше всех чисел совокупности (10). При этом ни одна из точек нослед- 
него разбиения, не принадлежащая совокупности (10), не попала на 
отрезок [21, 2%]. Поэтому в интервалах последнего разбиения, содер- 
жащих точки 2 и 21, и в интервалах, заключенных между ними, 
функция ДЁ(5;1; ©) имеет те же знаки, что и функция ДР (5; В; а), за 
исключением точек, являющихся двойными нулями функции ДР (5; В; `с). 
А так как | АЕ (5; 1; а) | в, то при достаточно малом е в окрестности каж- 
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дого из двойных нулей функции ДР (5; В; а) функция ДЕ (с; 8;1) будет 
иметь по два различных нуля*. Следовательно, она будет иметь всего 
т: | 2т, >п—1 различных нулей, что, в силу свойства /, невозможно. 
Таким образом, допущение, что т, | 2т, >п— 1, приводит к противо- 
речию. 

Так как в доказательстве теоремы 5 были использованы неравенства 
т, >22 и т, <п— 3, то справедливость теоремы установлена, разумеется, 
только для ПЗ. 

Для п=1,2,3 рассуждения, приведенные выше, очевидно, непри- 
менимы, но, как легко видеть, теорема будет справедлива и для этих 
значений. 

В самом деле, для п =1 число нулей ДР (5; 8; о) равно нулю, что не- 
посредственно следует из свойства Л функции (1). В случае и =2 число 
различных нулей ДР (х; В; с) не может быть больше единицы, причем 
этот единственный нуль, если он имеется, не может быть двойным, в силу 
теоремы 1. В случае п = 3 число различных нулей ДАР (2; В; 0) не может 
быть больше 2. В силу теоремы 41, если ДР (2; 8; а) имеет два различ- 
ных нуля, то они должны быть простыми. Если же имеется только один 
нуль, то он может быть, не нарушая справедливости доказанной тео- 
ремы, как простым, так и двойным нулем. 


П. СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОГО КЛАССА НА МНОЖЕСТВЕ, 
СОСТОЯЩЕМ ИЗ п-- 1 РАЗЛИЧНЫХ ТОЧЕК ОТРЕЗКА [0,1] 


В разделе Т рассматривались свойства функций интерполяционного 
класса К, относящиеся ко всему отрезку [0, 1]. Здесь устанавливаются 
некоторые свойства функций класса К, относящиеся к любому множеству, 
состоящему из п-+ 1 различных точек отрезка [0, 1]. 

Эти свойства, являясь более глубокими свойствами функций интер- 
поляционного класса, играют весьма существенную роль в доказательстве: 
одной из основных теорем раздела Ш. 


$ 5. Условия тождественности двух функций интерполяцнонного 
класса 


Это условие выражается следующей теоремой: 
ТЕОРЕМА 6. Если для п-- 1 различных значений отрезка [0, ] 


Пек весе В (12) 


разность 
АР (2) = РВ, Ва, т Ви) Е (2; бах. .,@и) 


двух функций класса К удовлетворяет неравенствам 


—_ [> 0 при Е нечетном, } 
ДЕ (54; В; а) — (13} 
< 0 при : четном, 
* Если М|, М.,..., Ми: обозначают наибольшие значения функции 
| ДЕ (5; В; <) | соответственно в интервалах Л/, Ло,... т на которые отрезок 
[0,1] делится точками совокупности (10), а М =шт [М М.,..., Миа], то 


достаточно для этого взять =< М. 
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АР (24; В; а > О при # четном, 


Е (т; Вл, Вз,..., В) ЕЁ (2; 91, бз,..., бо). 


Допустим для’ определенности, что имеют место неравенства (14). 
“Тогда вместо них можем написать 


АР (ги Ва) = (— 11-6 
кде с; >20. 

Возьмем из п-|- 1 чисел с; все отличные от нуля и обозначим их 
через сз,, где & =1,2,..., р<п- 1. Будем считать, что число р больше 
1, так как если бы среди чисел с; было только одно (или не было 
бы ни одного), отличное от нуля, то функции ЁР (т; а) и Е(т; 8) имели 
бы одинаковые значения в п различных точках отрезка [0,1], и, следова- 
тельно, в силу свойства / функции (1), были бы тождественно равны 
друг другу. Будем также считать, что точки 2, занумерованы в порядке 
возрастания, т. е. 


т; == Е . 
1 2 р 


Возьмем какой-либо из интервалов (л%,, 24,,;) и подечитаем число 


содержащихся в нем нулей функции АР (2;8; а). Если числа ци ы +1 
одинаковой четности, то функция АР (=; В; а). на концах интервала имеет 
один и тот же знак. Следовательно, ДР (5; В; а) обращается в нуль внутри 
этого интервала четное число раз. Число уже известных нулей ДР (5; В; а), 
содержащихся в интервале (4%, хь,,,), равно 1 — — 1. Это число 
при условии одинаковой четности чисел &х и #41 нечетное. Таким образом, 
в рассматриваемом интервале (24,, 24, +1} к имеющимся нулям (попарно 
различным) нужно или прибавить еще один нуль, или считать но край- 
ней мере один из них двойным нулем функции АР (2; В; <). Если числа 
ёк и 14+! разной четности, то функция АР (=; В; а) на концах интервала 
(2, 2..1) имеет разные знаки. Следовательно, внутри интервала она 
имеет нечетное число нулей. Число известных уже нулей, установленное 
выше и равное +: ——1 при условии различной четности чисел 
% и #1, будет четным. Таким образом, и в этом случае в рассматри- 
ваемом интервале имеется по крайней мере еще один нуль функции 
АЕ (2; В; а), кроме ранее указанных, или по крайней мере один из ранее 
указанных нулей является двойным нулем. 

Следовательно, функция ДР (1; 8;а) в каждом интервале (т жи) 
имеет не менее чем #241 — & нулей. 

Подсчитаем теперь число нулей функции ДР (5; В; «) на всем отрезке 
10, 1]. Если й =1, то будем считать нули, начиная с интервала (51, х,,), 
в котором их будет #, —1. Если же & -Е1, то необходимо будет под- 
считать еще число нулей в полуинтервале [0, 1,). Число известных нулей 
в этом полуинтервале, очевидно, равно &, — 41. 

Рассмотрим последний интервал (9 }. Если &, =п - 1, то число 
нулей в этом интервале, согласно доказанному выше, равно п + 1 — 1 
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Если же &, не равно п + 1, т. е. „< п 1, то нужно учесть еще число 
нулей в полуинтервале (т;„, 1], которое равно п -- 1 —%. 

Из всего сказанного выше относительно числа нулей функции ДР (х; В; а). 
в интервалах вида (24,, 2,,;) и полуинтервалах [0, 2:) и (т 1] выте- 
кает, что общее число нулей этой функции на отрезке [0, 1] равно 


и). (бы @®-1Ы—ф В) =», 
откуда, согласно теореме 5, следует, что АР (1; В; а) ==0, т. е. 


Р.В, Ва,..., 0.) = (ха, ба, ба 


8 6. Система функций, ассоциированная с множеством Ул 1 
на множестве Е» 1 


Пусть 21, 25, ..., 214+: — | - 1 различных точек отрезка [0,4]. Обозна- 
чим это множество через 
Ева — (т То, у Тм}. 
Пусть У, У, ...) Ул — п + 1 чисел, каждое из которых принадлежит 
соответственно Р;,, В;,,..., О»„.1. Это множество обозначим через 
Уи == (у, 92...) 1}. 
Возможны два случая: 
1. Существует система значений о,, а,,..., а, параметровац, а2,..., а» 
такая, что 
ЕР (т; вл, ба, ...: а) =, (1=1,2,..., в- 1). (15. 


2. Такая система не существует. 

Ясли имеет место первый случай, то функцию Р (5; а), удовлетво- 
ряющую равенствам (15), будем называть функцией, вполне интерполи- 
рующей множество У»! на множество Е„:1. Если же имеет место второй 
случай, то каждые из п значений множества У„-1!, рассматриваемые 
как п значений некоторой функции класса К в соответствующих точках 
множества Е„:и, определяют эту функцию. 

Таким образом, п--1 значений у,, у,,..., У„;1, сгруппированных 
по п, определяют п-+1 функций класса К. Совокупность этих п | 1 
функций будем называть системой функций, ассоциированной с множе- 
ством У„:! на множестве Е„-+1. Для краткости будем обозначать ее через 
Е (У„+1; Е,1). Обозначим через РЁ; (2) ту из функций этой системы, зна- 
чение которой в точке х, множества Ё„,, отлично от у,. 

Докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 7. Функции РЕ; (1) системы ни: Ел) обладают сле 
дующим свойством: либо имеют место неравенста 


Е, (2) >у; для Е нечетных (16) 
Е; (1) <\; для 1 четныт, (17) 


либо, наоборот, имеют место неравенства (16) при Е четных и (17) 
при Е нечетных. 
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Доказательство этого утверждения непосредственно вытекает из свой- 
‹<тва Л функции (1). В самом деле, если бы при каком-либой (1=1,2,...,п-1) 
имели место неравенства Р, (2,) > у; и Ё..| (2,.,) > 9:44 › ТО это означало 
бы, что функции РЁ, (2) и Ё::1(7), имеющие, согласно их построению, 
одинаковые значения в ®— 1 точках отрезка [0,1] (именно во всех точ- 
ках множества Ё„+1, за исключением точек 2; и хи), сохраняют одно 
и то же значение еще в одной точке, именно, в некоторой точке 2 
интервала (7, 2:41). Но это невозможно, так как Е’: (2) ЗЕ Её (2). 


8 7. Функции, осциллирующие относительно множества У»! 
на множестве Е» 1 


Всякую функцию у = Е (5; а) класса К, обладающую тем свойством 
что ее значения в точках множества Ё„-и удовлетворяют неравенствам 


ИЕ 


$; ба, Ире о) > у, при { нечетном, 


Е (5; о, а,,...а,) < у, при { четном 


в случае, если Р, (5,) >у., и ‘неравенствам соответственно противопо 
ложного смысла в случае Ё, (1,) < у., будем называть функцией, осцил- 
лирующей относительно множества У„.! на множестве Е„- 1. 

ТЕОРЕМА 8. Если в классе К существует функция, вполне интер- 
полирующая множество а 9, У на множестве Ел = 
= {2,,2.,..., би}, ТО в нем не существует ни одной функции, осцил- 
лирующей относительно множества У,41 на множестве Еу1. Если 
эке в классе К нет функции, вполне интерполирующей множество Уп 
на множестве Е, то в нем существует бесконечное множество функ- 
ций, осцилли рующих относительно множества У„-1 на множестве Етл1. 

Справедливость первого из утверждений теоремы следует непосред- 
ственно из свойства / функции (1). Для доказательства второго утвер- 
ждения покажем сначала (исходя из предположения, что в классе К нет 
функции, вполне интерполирующей множество У»! на множестве Е». 1), 
что существует по крайней мере одна функция класса А, осциллирующая 
относительно множества У»! на множестве ни. 

Возьмем функцию Р, (2) системы Г (У„-41; Е„41) и для определенности 
предположим, что К, (5,) — у, > 0. 

В каждом из интервалов (2:, 241) (1=2,3,..., п) возьмем какую- 
либо точку 2: и построим функцию Ё (5; ©) класса К такую, что 


Е (щ; 0) =. (м) (1=2,3,...,п) 


Е (2; о) =, < < РЕ, (х;). 


На основании теоремы 1, функция Ё(5; а) будет осциллирующей 
относительно множества У»! на множестве Ева. 

Чтобы установить теперь бесконечность множества функций. класса К, 
осциллирующих относительно множества У„--! на множестве Е»ф!, до- 
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статочно заметить, что число у, может быть любым числом интервала 
(у,, Е, (21). 


$ 8. Равноосциллирующая функция 


Функцию у=Ё(5; а), осциллирующую относительно множества 


Уи 1 = (У, У» ...,У,4} На множестве Е „44 = {21,1,,..., т, !}› назовем 
равноосциллирующей, если имеют место равенства 
(т. оная 5) — у; =0 (=1,2,..., Пе 1), 


где вещественное число Г,`> 0. 

Функцию Е (2; а), вполне интерполирующую множество Уи на мно- 
жестве Ё»„-:, можно рассматривать как равноосциллирующую, соответ- 
ствующую предельному случаю [, = 0. 

ТЕОРЕМА 9. Среди всех функций класса К существует одна и 
только одна функция, равноосциллирующая относительно множества 
Уи на множестве Ета. 

Если в классе К существует функция, вполне интерполирующая 
множество У„:! на множестве Ё„+1, то справедливость доказываемой 
теоремы следует непосредственно из теоремы 8. 

Если же в классе К нет функции, вполне интерполирующей мно- 
жество У„11 на множестве Ё„41, то, согласно теореме 8, в классе К 
существует бесконечное множество функций, осциллирующих относитель- 
но множества У„.! на множестве Ри 1. 

Докажем, во-первых, что среди них существует по крайней мере одна 
функция, равноосциллирующая относительно множества У„-+1! на множе- 


стве Ри. 
Пусть А, (2), Е. (х),..., Ели (1) — система функций, ассоциированная 
с множеством У„;1! на множестве Ё»„-1. Рассмотрим совокупность чисел 


м Ро 
не нарушая общности рассуждения, можно предположить, что 
|: — 2, (2) |<: — 2, @) | (=2,3,..., 8+9. (18) 


Кроме того, допустим для определенности, что ^ = Р, (11) — у, > 0. 
Рассмотрим бесконечную совокупность {Ё (2; В (№))} функций, завися- 
щую от одного параметра и удовлетворяющую следующим условиям: 


Е (11; Ва (в), В (2)... , Вы (в) = и (- в (=2,3,... +4), (49) 


#—1 
где р изменяется непрерывно от 0 до Х. Числа у, | (—1)” св, вследствие 
(18) и теоремы 7, принадлежат соответственно множествам Дх;. Покажем, 
что функция | 


у (в) =Р (21; В (в), В- (№), ... › Ви (р) 


является непрерывной монотонно убывающей функцией параметра р на 
отрезке [0, }*]. 

Чтобы доказать непрерывность функции у, (р)' в любой точке № = р" 
рассматриваемого отрезка [0,»], возьмем в каждом из интервалов 


90 М. И. МОРОЗОВ 


(2%, 2441) (=2,3,..., п) по одной точке 1 и построим функцию Е (5; 1) 
класса К такую, что 
ЕР; 1) =Е (а; Ва (р), Вь(°)...., Ви (в), (20) 
АЕ (11; 1; В )) < 0 (21) 
и 
| АР (2; 1; В (№'))| < (22) 


на всем отрезке [0,1]. В силу теоремы 4, это построение возможно. Возь- 
мем затем в качестве 8 положительное число, удовлетворяющее нера- 
венству 
+ ед * 
8 < ша {ДР (2; 1 В( ))}}. (23} 
Пусть ь удовлетворяет неравенствам 


в" Зв” + 8. 


Разность функций 
АР (2; В (в), В (в)) == (2; В(в°)) — Е (2; В (в), 


обращаясь, согласно построению, в нуль в каждом из интервалов 
(х, ты) (=2, 3, ..., п), удовлетворяет, вследствие теоремы 1, 
неравенству 


АР (21; В (р°); В(в)) > 0. (24) 
Из неравенств (21), {23) и теоремы 2 следует неравенство 
АЕ (21; 1; В (в)) < 0, (25) 


а отсюда и из соотношений {23) и (24) следует, что 


| У: (р*) — у, (2) |< е. 


Аналогично доказывается соотношение 


[Ул (2*) — у, (в) | < 


и в случае, когда р°’—6<р< р”. Таким образом непрерывность функ- 
ции РЁ (2,; В, (р), В» (#),..., Ви (м)) на отрезке [0,»] доказана. Для уста- 
новления ее монотонного убывания достаточно заметить, что неравенство 
(24) есть следствие неравенства ‹^* <. Из непрерывности и монотонного 
убывания функции # (2; В (р)) на отрезке [0, \] непосредственно следует 
непрерывность и монотонное убывание функции $ф(р) = Е (1; В (#)) — у, 
на этом же отрезке. 

Следовательно, при возрастании р от 0 до \ и убывания $ (и) от Х 
будем иметь (вследствие непрерывности функции ф(в)) при некотором. 
значении № =р из интервала 0<р<.) равенство Ф(в) = р. Отсюда сле- 
дует, что функция Ё (5; В, (в), В» (в),..., В» (5) является равноосцилли- 
рующей относительно множества У„+: на множестве Е„+:, так как ра- 
венство |Ё (4; В (р))| =р имеет место для всех #=1,2,...,в+4 4. 

Докажем теперь единственность функции, равноосциллирующей отно- 
сительно множества У»! на множестве Ё»41. В самом деле, допустим, 
что существует еще одна такая функция Ё (5; а). Пусть 
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| (ты; Ве) фи, = №" у 


| (2; а} — 9, | ГО 

причем ро -Е р. Равенство о = р невозможно, так как, по предположению, 
Р(в; а) ЕР (2; (2). 

Тогда АР (5; а; В В (в) удовлетворяет либо неравенствам 


АР (5; а; В (2) > 0 при { нечетном 
и 

АР (2; 9; В (2)) < 0 при # четном, 
либо неравенствам 


ДЕ (2; а; В (#)) < 0 при  нечетном 
и 
ДЕ (2;; а; В (2) >0 нри Е четном 


и А 

Отсюда, на основании теоремы 6, следует, что 

Е (в; в) = Р (2; В (р). 

ТЕОРЕМА 10. Если Е (т; ®) — функция класса К, равноосциллирую- 
щая относительно множества У, = {нь У», ..., У,+1} На множестве 
Ей = {91, 2.,..., дам}, а Е (2; В) — любая из функций, осциллирую- 
щих относительно множества У, на множестве Еьу1, отличная от 
Е (5х; ®), то 

<= -ЕР(@; |< М, 
где в 
т = ша {|у,—Е(х;; В) |, 
М = шах {| у, —Р (2; В) |} (&=1,2,...п- 1). 


Доказательство. В самом деле, если допустить что < т, то 
функция ДР (5х; В; «) должна удовлетворять или неравенствам 


а 


АЕ >.0 при Е нечетном, 
® 
(ти; В; а) < 0 при # четном, 
или неравенствам 

< 0 при Е нечетном, 


АР (2; В; а) м при { четном. 


Таким образом, согласно теореме 6, будем иметь Ё (2; В) =Ё (2; а), 
но это невозмножно, так как противоречит нашему предположению, что 
Е (2; В) Е Е (2; а). 

Рассуждая аналогично, убеждаемся в том, что к противоречию при- 
водит также и предположение, что Г, > М. Следовательно т«Ё< М. 


* В случае Ш = 0 единственность функции РЁ (5; В (2)) следует непосредственно 
из теоремы 8. 
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Ш. РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 
ПОСРЕДСТВОМ ФУНКЦИЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОГО КЛАССА 


В этом разделе рассматриваются некоторые вопросы равномерного 
приближения функций класса С посредством функций класса К, причем 
сначала они рассматриваются на множестве, состоящем из п-- 1 различ- 
ных точек отрезка [0,1], а затем на любом замкнутом множестве, содер- 
жащем не менее чем п-- 1 различных точек отрезка [0,1], в том числе 
и на самом отрезке [0,1]. 


8 9. Приближение на множестве, состоящем из п - 1 
различных точек отрезка [0,1] 


Докажем следующие теоремы. 


ТЕОРЕМА 11. Для того чтобы функция Е (1; а) класса К была 
функцией, наименее уклоняющейся от функиии }(х) класса С на множе- 
стве Ет4л = {51,2.,...,9,ы}, состоящем из п-Е1 различных точек 
отрезка [0,1], необходимо и достаточно, чтобы она была функцией, 
равноосцилли рующей относительно множества Уп-4 = {] (21), 1 (25), .. 
...,[ (21-)} На множестве Ел. 

Доказательство. Пусть Е (2; а) — функция, наименее уклоняю- 
щаяся от функции } (5) на множестве Е„+!. Тогда либо РЁ (х; а) 
является функцией, вполне интерполирующей множество У„-! на мно- 
жестве Ё„-!, либо нет. Если имеет место первый случай, то необхо- 
димость условия доказана. Если же имеет место второй случай, то, со- 
гласно теореме 9, в классе К существует функция Ё (5; В), равноосцил- 
лирующая относительно множества У»! на множестве Ви-4. 

Покажем, что Р (5х; а) =Ё (2%; В). В самом деле, допустим, что это не 
так. Тогда 


шах {|7 (21) — К (2; а) |} < |1 (2) — Е (2; В) |. 


Но это означает, что имеют место либо неравенства 


— — [>20 при 1 нечетном, 


ДЕ (24; В; \<0 при 1 четном, 
либо неравенства 
__ [<0 при Е нечетном, 
ДЕ (5;; В; а) В при { четном. 


Отсюда следует, согласно теореме 6, что Е Ша Е (2; В). 

Докажем достаточность условия. Пусть ЁР (2; ©) — функция, равноо‹- 
циллирующая относительно множества У„41 на множестве Езда, и допу- 
стим, что она не является функцией, наименее уклоняющейся от } (5) на 
этом множестве. Тогда в классе К существует функция Ё (х; 1) такая, 
что 


пах |7 (2) — Р (2; |=" 
Еп--1 
меньше числа 


и= |7 (2) — Е (2: а) | (оо 
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а о и инь 

Но это приводит к противоречию, так как функция ДР (5; а; 1) долж- 

на иметь на отрезке [0,1] не менее чем и различных нулей, не будучи 
тождественно равной нулю. 

Из доказанной теоремы и из теоремы 9 непосредственно следует 

ТЕОРЕМА 12. Для каждой данной функции }(2)6С и каждого 
данного множества Ел, состоящего из п-- 1 различных точек отрез- 
ка [0,1], существует в классе К одна и только одна функция Е (т; в), 
наименее уклоняющаяся от функции }(5) на множестве Ев. 

Простой перефразировкой теоремы 10 является следующее распро- 
странение теоремы Валле-Пуссена, относящейся к многочленам, на 
функции класса К. 

ТЕОРЕМА 13. Если функция Е (1; В) — какая-либо из функций клас- 
са К, осциллирующие относительно }(т) на множестве Езл4, состоя- 
ацем из п -- 1 различных точек отрезка [0,1], и 


м. = |7 (2.) — Е (а; В (=1,2,... п), 


то наилучшее приближение функции }(х)ЕС па множестве Ета по- 
средством функций класса К заключается между наименьшим и наи- 
большим из чисел гу. 


$ 10. Приближение на произвольном замкнутом множестве 


ТЕОРЕМА 14. Если абсолютный максимум функции |} (2) — Е (х; а)! 
достигается не менее чем в п -- 1 точках 


В В о В (26) 


замкнутого множества ЕЕ [0,1], в которых разность }(1) — Е (х; а) 
последовательно меняет знак, то Е (2; @) является функцией класса К, 
наименее уклоняющейся от функции }(2)ЕС на множестве Е. 
Доказательство. Пусть |В (2) | = |} (2) — Е (5; а) | достигает своего 
абсолютного максимума | с последовательным изменением знака В (2) в 
п--1 точках совокупности (26) множества Е и пусть в классе К суще- 


ствует функция Ё (5; В) такая, что 
шах | (2) | = шах |1 (2) — Р (2; В)| =’ <. (27) 
Е Е 

Тогда разность 


В (2) —й (2) =Р (ав; В) —Е(1; 8) = АЕ (т; В; 9) 


в указанных п - 1 точках (26) меняет последовательно знак и, следова- 
тельно, обращается в нуль внутри каждого из интервалов 


в Ре). 
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Таким образом, эта разность имеет на отрезке [0,1] ю нулей и, сле- 
довательно, в силу свойства 7 функции (1), Е (5; 8) = (5; ;9), что невоз-‹ 
можно, так как, по предположению (неравенство (27)}, Е (5; а) и Е(х; В— 
различные функции класса К. Из только что полученного противоречия 
следует справедливость теоремы. 

ТЕОРЕМА 16. Для каждой функции }(5) класса С существует одна. 
и только одна функция Е (5; а) класса К, напменее уклоняющаяся от. 
} (2) на замкнутом множестве ЕЕ[0,1], содержащем не менее п -- 1 
различных точек. При этом наилучшее приближение р (}; Е) функции 
1(2) посредством функций класса К на множестве Е есть верхняя 
грань наилучших приближений }(5) посредством функций класса К на 
множества Етдл = {71,2.,...,Яи4и}, состоящих из п--1 различных 
точек множества Е. 

Доказательство. Согласно теореме 12, каждому множеству Ё+1,. 
состоящему из п-|- 1 различных точек множества Ё, соответствует опре- 
деленное число р = р (}; Е»41) — значение наилучшего приближекия функ- 
ции }(х) посредством функций класса К на множестве Е„41. По опреде- 
лению, каждое из этих чисел есть число положительное или нуль. Верхняя 
грань № этого множества {р} будет равна нулю, очевидно, только тогда, 
когда }(5) принадлежит классу К. Множество {в} ограничено сверху, 
так как для любого и имеет место неравенство 


< шах |1 (2) —Р (2; В)|, 


а х<1 


где Е (5; В) — какая-либо из функций класса К. 
Покажем, что р — верхняя грань множества {р} — принадлежит мно-- 


жеству {р}. Иначе говоря, покажем, что существуют множество о = 


оо (О 
== {41,25,..-, 2, 44}, состоящее из п | 1 различных точек множества Е, 


и функция Ё(х; а) класса К такие, что 

4. Ех о) есть функция класса К, наименее уклоняющаясяот } (5) на: 
множестве Е; 

2. в равно уклонению Ё (т; а) от функции 1 (+) на множестве Е. 

Множество {и}, вообще говоря, может быть или конечным или беско- 
нечным. Принадлежность 2 множеству {и} в первом случае очевидна. 
Следовательно, нужно установить только принадлежность в множеству 
{2} для случая, когда множество {2} бесконечно. С этой целью выберем. 
мз множества {р} монотонно возрастающую последовательность 


Ра ВоВе не (28}; 


сходящуюся к р. Этой последовательности чисел соответствует последо- 
вательность функций 


(Е (2; В} {29} 


и последовательность множеств 


Фи Фи 
Е — {21 . 20, ‚..у 20} (30) 
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таких, что 
Вы О 123... 


При этом выбор чисел Са (28) произведен так, что 
разности ] (2) — Е (2; В®) в точках 2(® для одного и того же у при всех 
1 =1,2,3,... имеют одинаковые знаки. 

Рассматривая каждое из множеств последовательности (30) как точку 
единичного куба п- 1-мерного пространства, заключаем, что после- 
довательность (30) имеет по крайней мере одну предельную точку. 

Пусть множество Е == {2, 2 Е и} будет предельной точкой 
последовательности (30). Вследствие замкнутости множества Ё множество 
а +1 6Ё. Мы можем считать, взяв в случае Вы подпоследова- 


тельность последовательности (30), что Ш х® = 20. Очевидно, 
+>< 


032 < <... <<. 


Докажем, что все числа 


21 ,20,..-, 20. (31) 


различны между собою. Для этого предположим, что совокупность (31) 
содержит [< п-1 различных чисел, и покажем, что это предположение 


приводит к противоречию. 
В самом деле, пусть 29х28 <...« —1[ различных чисел системы 
(31) и пусть с 29, 20,...,20 соответственно совпадают а, 91,...,@ чи- 


й 
‹ел системы (31), причем 
о а, |... Е м=п-1. 
Возьмем функцию Ё (5; 1) класса К такую, что 


Е (20:7) = 1 (0) (=1,2,...,). 


Тогда, вследствие непрерывности функции А (7; 1) = } (1) — Е (5; 1) на 
отрезке [0,1], можно выбрать положительное число 


ша {20—21} ©=1,2,...,1-1) 


такое, что 


|2; <, (32) 


если |520. —2|< 8. 
Можно указать номер #, такой, что для каждого > в соответ- 
@ 9 (+) 


ствующем этому # множестве Е точки 2’,12,...,2а попадут в ин- 

тервал |2 — 2| < 8, точки 2. 28 > р 2, — в интервал | 20 —х]|< 8 
О 

и т. д. и, наконец, точки и, нс ‚2 попадут в интервал 


25. 
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Наряду с этим можно указать номер # такой, что для каждой функ- 
ции Ё(2;8‘)) последовательности (29) с номером #>4 будет выпол- 
няться неравенство 


|140) — Р (аб; В, ВФ, ..., ВФ) >38. (33) 


Если взять # большим, чем #; и 1, то функция Ё (5; 8“) последователь- 
ности (29), соответствующая этому значению &, будет иметь с функцией 
Е(х;71) равные значения в &—1 различных точках интервала 
(20, 20), в о, —1 различных точках интервала (2%), ,, 20) ит. д. и, на- 
конец, в а, —1 различных точках интервала (Фа а, +. На АЬ маы 

В самом деле, рассмотрим разность 


Е (20:86) — Е (2; 1) = {Е (202; 8 9) — 12} + 1 @9)-Р(@®; 1}. 


При &, большем чем 1, и &, выражение, стоящее в первой фигурной 
5 РА 
скобке, по абсолютной величине больше —5 №, согласно неравенству (33), 


и при Ё =1,2,..., а, последовательно меняет знак. С другой стороны, 

абсолютная величина выражения, стоящего во второй фигурной скобке, 
1 — 

меньше (вследствие неравенства (32)), чем в. Таким образом, разность 

Е (2; 88) — Е (20 1) последовательно меняет знак, когда Ё пробегает 

значения 1,2,...,%, и, следовательно, обращается в нуль по крайней 

мере в «, —1 различных точках интервала (2\9, 26). 


Аналогично устанавливается справедливость утверждения для каж- 
дого из остальных интервалов. 


Кроме того, функции Ё (2; 1) и Е (2; 82) имеют равные значения по 
крайней мере в одной точке в каждом из { —1 интервалов 


[в ам), в , ей т) ...) (20 ры Н.В 4 Фо а .. ВЫХ 


В самом деле, разности 
О О 
1(в,) — Р (138) и 1) — Р (а; В®) 


имеют разные знаки. С их помощью составим равенства 


Е (26; В о) — Ва зт) = {Е (6,80) — 1 (аб) + 16) — Е; т)}, 
Роз 8 ©) — Риз) = 
. 30 й 
= (Разин; ВО) — Лавин} + (1 (абен) — Е(аызы; 1)}. 

В силу (32) и (33), выражения, стоящие в первых фигурных скобках 
правых частей этих равенств, по абсолютной величине больше =. и име- 
ют разные знаки, а выражения, стоящие во вторых фигурных скобках, 
по абсолютной величине меньше ть Отсюда следует, что левые части 


рассматриваемых равенств имеют противоположные знаки, и, таким об- 
. } ы 
разом, в интервале (2®, 20. ,) существует по меньшей мере одна точка, 
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в которой функции ГР (5; 8®) и Е (5; 1] имеют равные значения. Анало- 
гично это обстоятельство устанавливается для всех остальных интерва- 
лов. Следовательно, Г (2; В®) и Е(5; 1) имеют одинаковые значения по 
крайней мере еще в [—1 различных точках отрезка [0, 1]. Таким 
образом, они имеют равные значения по крайней мере в п различных 
точках отрезка [0, 1], что невозможно, так как по построению 
Е (2; В®) и Е(т: 71) — различные функции. 

Отсюда следует, что все числа системы (34) различны между собою. 

Возьмем теперь функцию Ё\(х; а), равноосциллирующую  относи- 
тельно множества Уи = {7 (2), 1 (25), Нет: (аи) на множестве 
Ем —={2), ее АИ }, где В Хп--1 — числа последователь- 
ности (31), и покажем, что значение 


[У (20) —Р (28; я=ш (@=12,...,п+4 
равно в. 
В самом деле, и, не может быть больше 1», так как в есть точная 
верхняя грань множества {м}, а в, — одно из чисел этого множества. 


Допустим теперь, что щ< в. Веледствие непрерывности функции 


4 (2; 9) =] (2) — Е (х; а) 


можно указать число 0`>0 такое, что 
а — 1 —> 
|В (94; 9) —В(а; 5-ю, (34) 


как только х попадает в интервал |210 —2|<5(Ё=1, 2,...  пП-+ 1. 
Возьмем теперь число # достаточно большим для того, чтобы каждое 


из чисел х® множества А принадлежащего последовательности (30), 


попало соответственно внутрь интервала |2 — |< 8 и чтобы ‘выполня- 
лись неравенства 


). 24 РП - 1 
ИР) -Р@®; зе зю @&=62,...,в+1. (85) 
Тогда, на основании (34) и (35), в равенстве 
2; № РФ; 9) = (Е; ®) — 1} + 0) - Рей: 8} 
выражение, стоящее в первой фигурной скобке, по абсолютной величине 


больше РЗ и меняет знак при =1, 2,... , П- 1, в то время 


как для выражения, стоящего во второй фигурной скобке, имеет место 
неравенство 


79) — 2 (20; 8 < 19 — Ра; +5 +) < 


2 Чи => Ра 1 
Зуи РЗ. 


Таким образом, левая часть рассматриваемого равенства меняет знак 
при &=1,2,..., п 1, что влечет, вследствие свойства Л функции (1), 
Е (2; В®) =Е (т; 9) для достаточно больших $ а 910 невозможно, так 
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’ 


как Ё (0; Е Е (20; о) для достаточно большого значения 7. Следова- 
тельно, ро =. =. 

Итак, мы установили, что р принадлежит множеству {№} и во вто- 
ром случае, т. е. в случае, когда множество {р} бесконечно. 

Докажем теперь, что 


р = шах | (2) па: @. 
В самом деле, если бы было тлах | } (2) — Е (; в) = ь° >, то суще- 
Е 


ствовала бы в множестве Ё по крайней мере одна точка <", в которой 
функция |/ (2) —Е(5; а)| принимала бы значение 1°. 
Возможны три случая: 
1. число 2’ меньше всех чисел системы (31); 
2. число 4” больше всех чисел системы (31); 
3. число 2" содержится в одном из интервалов (2%, 28.) ( =1,2, ..., п). 
Образуем теперь множество 


ы 0 0 0 а 0 0 
Ев = {21, 22, ..., ЧЕ, Я, ЧА, ..., 24} 


из п-- 1 различных точек множества Ё следующим образом. 

В первом случае, если разность } (") — Е (1*; а) имеет тот же знак, 
что и разность 1 (21) — Ел; «), множество Е»1! получаем из множества 
ЕН = {2', 2, в, ИИ } путем замены 2 на 2; если же знак первой раз- 
ности противоположен знаку второй разности, то полагаем 


* м АС 0 
ОЕ О р 


* 
Во втором случае для получения Ё„.! поступаем аналогично, заме- 
0 о 
няя 1141 В Ели на 1” или выкидывая 2! и присоединяя справа 2*. 
В третьем случае, т. е. в случае, когда <° находится внутри интер- 
вала (2%, 28 ‚), одна из разностей 
0 м 
7 (2%) —Р (ть; а) (а) 


или 
я. (11) —Р (141; а) (6) 


имеет тот же”знак, что и разность 
7 (=*) — Е (х°; а). (в) 


* 
В этом елучае строим Е„.4, заменяя в Ел! одну из точек 2% или 
0 * 
7, на 2 в зависимости от того, будет ли разность (в) иметь знак, 
совпадающий со знаком разности (а) или разности (6). На полученном 
- =. 
таким образом множестве Е„.! функция Е(х; а) будет осциллирующей 
относительно множества 


Уи = (1),... 19), 1 (2°), Геза), ..., 1(аи+1)}, 
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причем в п точках множества Езз1 значения функции |7 (2) — (&;Е а) 
равны р и в одной из них ее значение равно |›° >в. Согласно теореме 9, 
в классе К существует функция Р(х; и, @,..., а»), равноосциллирую- 
щая относительно множества Уп 1 на множестве Ета . Пусть 


* 


|1 (2) — Е (т; в) =ь 


в точках множества Ер . Тогда, согласно теореме 13, число р” должно 
удовлетворять неравенству "> р, что невозможно, так как число ь* при- 
надлежит множеству {р}, точной верхней гранью которого является чис- 
ов. 

Таким образом, предположение, что > р, приводит к противоречию. 
Следовательно, |1? =», и функция Ё (5; 9), вследотвие теоремы 14, яв- 
ляется функцией класса К, наименее уклоняющейся от функции }(5) 
на множестве Ё. 

Покажем, что в классе К существует только одна функция Е(5; а), 
наименее уклоняющаяся от функции }(2) на множестве Е. 

Допустим, что Ё (2;8) — другая такая функция. Разность 


АР (а: о; В) =Р(в; а) — Е (в; В) = (1 (2) — Е(1; В — (/(@) —Е (в; в} 


0 оо 0 
в точках множества Е»! = {21, 12, ..., Хи}, Очевидно, либо будет 
равна нулю, либо будет иметь знак, противоположный знаку разности 
1 (2) —Е(1; а). Отсюда, согласно теореме 6, следует, что Е(х; В) = 


= (5; а). 
Таким образом, свойство /, которым обладает функция (1) 
у=Е(х; а, а, ..., ап), является достаточным (как установлено в 


теоремах 12 и 15) не только для существования в классе К, опреде- 
ляемом функцией (1), функции Р (5; а), наименее уклоняющейся от функции 
1(%) класса С на замкнутом множестве, состоящем не менее чем из 
п-+ 1 различных точек отрезка [0,1], но и для единственности функ- 


ции Ё (5; 9). 

В случае, когда функция Р (х; а) имеет вид (2), свойство / является, 
как показал Нэаг (5), также и необходимым условием единственности 
функции Е (5; а), наименее уклоняющейся от функции ] (2) ЕС. 

Из теорем 44, 14 и 15 непосредственно следует, что и в случае равно- 
мерного приближения функций класса С посредством функций класса К 
справедлива основная теорема Чебышева. 

ТЕОРЕМА 16. Для того чтобы функция Е(х; и, @&,,..., 9) ЕК была 
наименее уклоняющейся от функции [ (1) ЕС на замкнутом множестве Е, 
содержащем не менее п-+ 1 различных точек отрезка [0,1], необходимо: 
и достаточно, чтобы абсолютный максимум функции ЕЁ (5; .. и) — { (2) 
достигался не менее чем в п +1 точках Е <Е<...< д множества 
Е, в которых разность | (2) — Е (5; в, @,,..., бт) последовательно меняет 
знак. 
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В заключение выражаю искреннюю признательность С. М. Николь- 
скому и Д. А. Райкову за ряд ценных замечаний, содействовавших 
улучшению стиля этой статьи. 


Поступило 
18.1. 1954 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 


16 (1952), 101—112 


И. Н. САНОВ 


НОВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ МИНКОВСКОГО 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе показывается, что геометрический метод автора, найден- 
ный им в 1941 году, достаточен для доказательства теоремы Минков- 
ского об унимодулярных линейных преобразоезниях лучевого тела 
достаточно малого объема, а также для доказательства основной части 
обобщений этой теоремы, сделанных 9. Хлавка. 


Минковский в письме к Эрмиту (!) высказал следующее утверждение: 

Если в т-мерном пространстве имеется центрально-симметрическое 
тело Т с центром в начале координат, т-мерный объем которого 
%< 25 (т), то найдется такое унимодулярное линейное преобразование, 
которое переводит выпуклое тело Т в выпуклое тело Т’, не содержащее, 
кроме начала координат, точек со всеми целыми координатами. 6 (т) — 
дзета-функция Римана. 

От Минковского не осталось доказательства этого утверждения. 

В 1941 году мною на семинаре по алгебре в Ленинградском государ- 
ственном университете докладывалась работа по полиномам с целыми 
коэффициентами, наименее уклоняющимися от нуля. Вследствие ряда обстоя- 
тельств эта работа (2) была опубликована только в 1949 г. 

Лемма 1 работы (?) представляет собой лишь незначительно ослаблен- 
ное утверждение Минковского. 

В 1943 г. вышла работа Хлавка (3), в которой получен ряд резуль- 
татов по геометрической теории чисел, в том числе доказано утвержде- 
ние Минковского. Доказательство проводится формальными преобразова- 
ниями характеристических функций множеств. 

В настоящей работе показывается, что основные результаты Хлавка, 
в том числе теорема Минковского, получаются простым развитием леммы 1 
работы (?) автора. Весь метод доказательства основан на наглядно геомет- 
рическом анализе. 

В работе будут существенно использованы понятия и обозначения, 
введенные в статье автора (?). 

Назовем т-кратный интеграл функции единица по области ® т-мер- 
ным объемом области ®. 

В работе (2) число измерений пространства обозначается через п + 1. 
Мы сохраним это обозначение. 

1°. Возьмем сначала произвольное ограниченное (п -{ 1)-мерное тело Т 
с единственным условием, чтобы оно имело объем в смысле Римана, т. е. 
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чтобы существовал кратный интеграл 


У ис \ 42, Чи (1) 
и 


и чтобы его можно было вычислять при любом порядке выполнения по- 
следовательного интегрирования. 

Применим теперь к точкам тела Т линейное преобразование с матрицей _ 
(п - 1)-го порядка с определителем 1: 


, ПО 
пе 
п = 
ет ИИ И 
и 
з 
в (:) 
= 
т. И. т 
А у т 
ила = и» 


где )) — положительное вещественное число. При этом тело Г перейдет 


в тело Т’, у которого сечение гиперплоскостью Тл-1 = 0 будет совпадать 
п 


с под.бно уменьшенным в Ух раз соответственным сечением тела Т. Следо- 
вательно, это сечение 7” при достаточно большом ^ (Х > №) не будет содержать 
целочисленвых точек кроме начала. Обозначим 1 == А (1) = т. в. тр. | Чи |. 
Е 

Применяя к телу 1’ рассуждения, аналогичные рассуждениям дока- 
зательства леммы 1 в (2) с тем лишь отличием, что будем рассматривать 
сечения Т’ гиперплоскостями хи: = — [1],..., —2, —1,1,2,..., [п] м 
проектировать покрытие этих гиперплоскостей такого же типа как в лем- 
ме 1 в (2?) ва гиперплоскость хи! =1, мы получим, каки в (> вато 


- $1 (8) 
По = М Я-5 
т->со $ (^) — \ о 
ат 
где 
й = т. В. тр. | Хича| = #0.) > © при > 0%, 3% == 5% (\) 0 при > оо. 


ХС1 


`\ а г я 
Нетрудно заметить, что № $; представляет собой сумму Римана 
<< 


для интеграла (1). При > <<, /->> и эта сумма стремится к значе- 
нию интеграла (1) о— (п-+ 1)-мерному объему тела 7, а 55 —>0. Поэтому, 
всли < 1, то при » достаточно большом (^ >27.) будет 


. А 
В 
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На основании рассуждений леммы 4 в (2), мы видим, что при 
^ > тах (7, ^,) для тела Т’ найдется сдвиг 


1 
РИ : 

т.=х, - 40 Тит» 

о ораоеаеа (а, а»,..., а, — вещественные числа) (3) 

д” ’ ’ 
п С Е а, 1 ь 

5” ео / 
п-т Та» 


переводящий тело 1’ в тело 1”, не содержащее, кроме, может быть, на- 
чала координат, других точек с целыми координатами. 

Произведение унимодулярных линейных преобразований (2) и (3) дает 
нам линейное преобразование, переводящее тело Т в 1”, не содержащее 
целочисленных точек (кроме, может быть, начала координат). 

Если применить вышеуказанное рассуждение для случая 9< А, где 
К — целое положительное число, то мы получим кратное покрытие гипер- 
плоскости хи, =1, но так как 


На Ба ©) — < А, 


> оо го * (^) 


$1 (г) 
5 (г) 
точки круга Г. в гиперплоскости т», =1 в нашей конструкции не все 


будут покрыты более А — 1-го раза, т. е. наидутся точки [,, покрытые 
менее А раз, а это значит, что найдется сдвиг (3), переводящий Т’ в те- 
ло Т”, содержащее не более (К — 1)-й точки с целыми координатами, 
кроме, может быть, начала координат. Все эти результаты дают следую- 
щую теорему. 

ТЕОРЕМА 1. Если в (п- 1)-мерном пространстве (п>1) имеется 
произвольное ограниченное тело Т, имеющее (п -- 1)-мерный сбъем в смысле 
Римана 9, и < А, где Ё— целое положительное число, то найдется 
унимодулярное линейное пресбразование пространства, переводящее тс- 
ло Т в тело Т’, не содержащее, кроме, может быть, начала координат, 
более Е —1 точек пространства с целыми координатами. При этом 
линейное преобразование будет следующего типа: 


то при ги ^ достаточно больших мы получим, что < №, а потому 


1 =^м 4, а: т, 


1, =, Ра, 


и НОО. (4) 
дла тая к 
в бо Г бл бп 
и рты 7 т 
За ИЕ СА 
где }1,7.,..., »м — Положительные вещественные числа, о ОС 
а Ан =: а: 4%, ... › @® — вещественные числа. 


В случае центральной симметрии тела Т теорема может быть усилена 
на том ссновании, что при доказательстве можно использовать конструк- 
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цию лишь для части тела Т с т, > 0, так как часть тела Тс < 0 
даст покрытие, при проектировании совпадающее с только что указан- 
ным покрытием. Это дает следующее утверждение, 

ТЕОРЕМА 1". Если в (п- 1)-мерном пространстве (п>1) имеется 
ограниченное цент рально-симметрическое тело Т с центром в начале 
координат, имеющее (п + 1)-мерный объем в смысле Римана 9, .и если 


К) @ = 
— < Ё где Е — целое число, то найдется унимодулярное линейное преоб- 
2 4 


разование пространства типа (4), переводящее тело Т в тело Т", содер- 
ижсащее, кроме, может быть, начала координат, не более (К — 1)-й пары 
взаимно симметричных точек с целыми координатами. 

Очевидно, что при других формах симметрии тела Г получаются соот- 
ветственные усиления теоремы 1. 

Некоторое усиление теоремы 1 получится в случае лучевого тела 7’, т. е. 
тела Г, обладающего следующим свойством: 

А) Коли Е, ТОО, Аж св. Мн) СТ. Ч 
(\Х — вещественное число). 

Частным случаем лучевого тела является выпуклое тело, содержащее 
начало координат внутри себя, в частности, центрально-симметричное 
выпуклое тело с центром в начале координат. 

При исследовании лучевых тел рассмотрим сначала случай «конуса» 
с вершиной в начале координат и «основанием» на гиперплоскости 52-1 == А, 
а затем произвольное лучевое тело аппроксимируем такими конусами. Во 
всех дальнейших рассуждениях будем считать, что п > 1. 

2°. Установим следующую терминологию. Назовем конструкцию, при- 
меняемую к телу Т’при доказательстве теоремы 1 настоящей работы, 
конструкцией покрытия. В этой конструкции нас будет интересовать 
оценка сверху $(г) при г достаточно больших, где $(") — (п-мерный) 
объем части «круга» Г., покрытой хотя бы один раз областями т хе 
если Х пробегает все целочисленные точки, удовлетворяющие условию 
—1 < 141 <,, анны = 0 (см. доказательство леммы 1 в (?) и доказатель- 
ство теоремы 1 в настоящей работе). Раньше мы вместо $ (") рассматри- 
вали величину 5, (г), равную сумме п-мерных объемов всех проекций 7. х 
и их частей, попадающих в «круг» Г,. Очевидно, $ (г) <= (^). 

Назовем «конусом» (п -- 1)-мерное тело Т, составленное из всех точек 
лучей, соединяющих точки ограниченного п-мерного тела 7», лежащего 
в гиперплоскости хи. = й, с началом координат. При этом предполагаем, 
что Ть имеет объем по Риману. Тогда, очевидно, Г тоже будет иметь 
(п -- 1-мерный объем по Риману, и если сбозначить п-мерный объем 
через Т»ь — чь, а (п -+ 1)-мерный — через Г — х, то 


в 9-й 

п-+1 ° 

При этом на тело Ть, кроме ограничения, что оно имеет объем в смысле 
Римана, никаких других ограничений не накладывается. Оно может быть 
и многосвязным. 

Проведем теперь конструкцию покрытия для «конуса» Т с целым Й. 
Она будет проще, чем для произвольного тела. Прежде всего здесь ока- 
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и 
жется, что все тела Т1,х будут равны и параллельно расположены в 
гиперплоскости хи! = 1. и-мерный объем любого тела Г, х будет равен 


о 
р 
ПУ 


Кроме того, окажется, что если для двух целочисленных точек Х и У, 
принадлежащих ТГ, будет Х =^У, где Х — рациональное число, то тогда 
о и т совпадают. 

Таким образом, если взять на каждом рациональном луче, исходящем 
из начала координат, первую отличную от начала целочисленную точку Х, 
то другие целочисленные точки, лежащие на этом луче Х, дадут проек- 
ции те х,, совпадающие в точности с Г, х, и при оценке п-мерного объема 
$ (г) их можно не учитывать. Итак, в конструкции покрытия в качестве 
точек Х можно брать уже не все целочисленные точки, удовлетворяющие 
условию 


де а. т, (ии =Ьа,...,Й), (5) 
а лишь те из этих точек, которые имеют общий наибольший делитель 
целых координат #21, 1.,..., Хи, Ха, равный единице. Обозначим число 
таких точек с ти! =1 через №;. Сумма п-мерных объемов Ту х, 6001: 
ветствующих этим точкам, будет <, М;. й 

Обозначим сумму объемов вышеуказанных покрывающих тел Т;,х 
и частей их, лежащих в Г, через &;. Тогда 


и =, М: НО (()" *) 


в 
$ (г) <%() = Уш: =х, У М 0(® п)" °), (6) 


ПЕ 4=1 


где о (й, п) — возрастающая функция от 1. 
Определим тело («конус») В (", #,) при помощи условий 


даа, (052). (7) 
в 

Тогда М” = о №; — числу точек (21, 4.,..., Ли» Фи), лежащих в теле 
Я=1 


В (г, №), с целыми координатами и с общим наибольшим делителем коор- 
динат, равным 1. 

Применяя теорему 4 на стр. 24 книги И. М. Виноградова (“), мы 
получим, что 


, й` й 
№ = Ум (кг) (8) 
а=1 
й 
здесь м (,, — — число всех целочисленных точек тела в(», 2), в (4) — 


функция Мёбиуса. Формула (9) получается, если в теореме 4 в (4) поло- 


106 И. Н. САНОВ 


жить 9 (22... нео. н.д, бота) кт иди) ==; 


точки (71, 2,,..., 2и4а) будут пробегать тогда всю совокупность целых 


точек В (г, В). 


Подсчитаем число целых точек в В (х, й,). Очевидно, 

М (г, 11) = 9 (г, №,) О (5 (т, №), (9) 
где х (г, й,) — (п + 1)-мерный объем НП (г, й,), а $(г, #,) — п-мерный объем 
границы РА (г, #,). 

Имеем: 
па 
не: $ (г, №) - №1 мы п. В 5 (1) 
= ВВ ЕЕ а . 


$ (", #1) = 2 (1 =,) -5$ (г, ) =2(1 + в,) г". №.$ (1). 
Г 
В обеих этих формулах $5 (") означает п-мерный объем «круга» 


2 2 2 2 
я. м < Г, ии = 60086, 


=, — положительное число, Иш =, = 0. Отсюда 
>> 
ие р ьН $ (1) и 
№ (п. №) — ме 1 —- Г) ($ (1) * #1), 


а потому из (8) получим 


1 
_ зауми № и) ит 4). 
РЕ ы 


= Я-А 
при п>1 
в 
и (4) _ 
р о а. 
[0 (1) при п>1, 
ый О (ю 1) при п=1. 
Отсюда 
ре ЗО ОР в ОР 
О И ) + (5 (1) г" /” 1юв #) = 
—_ зы т $ (1) * = п-+ 1) 102 
ОО а (ео вА )\. 


Тогда 
5 (®) = 9. МЕ О (о (В, п) "= 


9 8 (1) гб (1+ 1) 105 № и 
ео (ЕО (Е) Оо (и, п) ) = 


| ("Е ЮЕА 
=) ооо (1+0 (< я 08 }- О (® (п, 1) т"—1), 
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9. 


где $(1) г" = $ (7) — п-мерный объем Г), ао (п - 1)-мерный объем 


исследуемого «конуса» 


|0 (“= 1) 102 # с а, 


С — абсолютная постоянная. Отсюда имеем: 


О < 52(”) _ о (1 о(еок^ о (=. 1 ) 


( $ () ЕиИ \ 58 © 
а потому 
— $) = 52(7) (п -- 1) 10° № 
О (10) 


Эта формула будет служить основой для дальнейшего исследования. 

3°. Отметим, далее, что если мы проведем конструкцию покрытия для 
лучевого тела 7, составленного из конечного числа «конусов» Т;, Г», ..., Тк 
только что рассмотренного типа, и вычислим площадь части покрытой 
поверхности Г, $(г) для Т и соответственно 5х (г) для Т; &=1,2,..., №), 
то очевидно, что 


5 (") < &1 (") + $, (г) + ---- 5+ (7). (11) 
Если тела Т., Г.,..., Г» пересекаются лишь по граничным точкам, то 


О ЕАО (ТЬ 


(о (Т), э°(Т:) обозначают (п -[ 1)-мерные объемы соответствующих тел). 
Деля обе части перавенства (11) на $ (г) и применяя справа А раз (10), 
получим в этом случае 


—— 5(г) _ 9(Т) (+1) 105 ) 
Ш 3) < ЕО о к. 
где # = шш |1; Й; — высота конуса Т;. Здесь снова 
$12 й 
(п 1) 101 (п-- 1) 105 № 
пены се. 


С, — абсолютная постоянная. 

Если взять тело Т, составленное из конечного числа «конусов» 
УР о Т, и произвольного тела То, имеющего объем по Риману, 
то оценку $(г) для тела Т можно проводить комбинированно. Часть 
покрытия, происходяшую от тела Т., можно оценивать грубо, как 
при доказательстве теоремы 1. Части же покрытия, происходящие от 
Т,, Т.,...,ТГь можно оценивать, пользуясь формулой (10). Тогда будем 
иметь 


К 
м У ме 4 в) (13) 
2 В (+ и 
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где У, — сумма Римана, составленная для объема тела То при сечении 


тела Ту плоскостями ии = —Н,..., —2, —1, 0, 1,...,Н, где 
Н =т. в.гр.| 2) #й=  шш |1№| (№ — высота «конуса» Ту). 
ХЕТо ПВО вы 9 


Пользуясь полученными оценками и введенными понятиями, мы можем 
теперь доказать следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 2. Если в (п-+ 1)-мерном пространстве дано ограниченное 
лучевое тело Т, имеющее (п | 1)-мерный объем в смысле Фимана 9 с цент- 
ром в начале координат, причем 9 < Е(п -- 1), то найдется унимодуляр- 
ное линейное преобразование типа (4), переводящее тело Т в новое 
тело Т", не содержащее, кроме начала координат, других точек с це- 
лыми координатами. 

Доказательство. Пусть объем тела Г 9<Ё(п- 1), 


тень Гр. бир Я, овыгрь Флер РН 
(хь, хь, ... › Мина) СТ (1, Ха, -.- ‚ Хи» Хи) 


Обозначим через 7 (<) сечение тела ТГ гиперплоскостью 1.1 =т, а через 
с () — п-мерный объем этого сечения. Тогда 


9 = \ с (т) 4*. 


2719) 


Продолжим функцию с (<) следующим образом: положим с (*) =0, если 
хх —&ит_>(. Обозначим й = шах {1, 2}. Имеем: 


о 
® == \ с (<) ат. 
— 


Подвергая тело 7’ унимодулярному преобразованию (2), получим тело 7”. 
Выберем \ настолько большим, чтобы выполнялись три следующих 
условия: 

а) 7” (0) не должно содержать целых точек, кроме начала координат. 
Это будет при Х > №. 


Далее, Т’ (<) будет иметь п-мерный объем 8 (=) и (п-- 1)-мерный 


объем Т’ будет равен: 


АА ХВ 
\ 3 (1) = \ (=)«(=)=\ в (<) ах, =5, 
—м —АА я 
е Их] и [ИХ] 
и __ ое т го о , (5) Ё - р 
их У 
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Таким образом, часть объема 7”, заключенная между гиперплоскостями 
тии = — [ИХ] и 2-1 = [ИХ], при \-> оо стремится к 0 и может быть 


сделана сколь угодно малой, т.е. для числа >0 при \ достаточно 
большом (Х>>^’) будет 


ИХ [ 
1 
\ 53 (5) < 
— их] | 
Их] 
Рассмотрим сумму Римана интеграла \ = б (=) 4< следующего вида: 
[И] 
Ил] 
' 1 й 1 
р 0 
= [ИА] 


ее можно рассматривать как сумму Римана для интеграла 


[Их] 
л 
с (,) а^, 
си 
х 
с разбиением интервала интегрирования (- у у Г на 2[И) | 


одинаковых промежутка. 
Возьмем произвольное число 7, >0; тогда найдется такое = (*.) >> 0,. 
что 


| (т) 4, < ти. 
Рассмотрим такую сумму Римана У интеграла = (в) 4х,, чтобы она 


содержала в качестве подсуммы сумму р Это возможно при \ настоль- 


Хх ы 
ко большом, чтобы в и. . Для составления такои суммы Римана возь- 
и) | Их 
мем разбиение промежутка (— в, =) точками ‹.. > д к, 
= й [ |. Л |, 


ро а значения подинтегральной функ- 
ции будем задавать в ыы образом выбранных точках в проме- 
жутках разбиения. Тогда, очевидно, будет р а так как интегли- 
руемая функция о (*,) неотрицательная. 


При А -> со 


р С 1) 45: <". 


—& 


Поэтому р <т: при ^ > \^.. Итак, мы показали: 
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Ь) Для всякого числа *, >0 наидется такое число )., что как только 


А 
\= Х 3) - 220 <. (14) 


Выберем в 7’ некоторое тело Т», составленное из конечного числа 
«конусов». Именно, возьмем сечение тела 1” гиперплоскостью 7141 =1 
Г’(г) и соединим каждую точку 1“(1) с началом координат лучом. Сово- 
нупность точек всех этих лучей образует «конус» А;, где г пробегает 
значения: 


А, рб... < ПИ 


Высота любого из этих «конусов» и. Каждый из этих «конусов» при- 
надлежит Т’. Обозначим тело, составленное из точек, входящих хотя бы 
в один из «конусов» В. через 7’. 

При #>0 обозначим через А; множество точек В; не являющихся 
внутренними точками Ва. При #0 В, будет обозначать множество 
точек и не являющихся внутренними точками Е. Множества А;, где 
: пробегает значения 


ПА, 8]. -. П 


тоже будут «конусами», пересекающимися только по граничным точкам 
и составляющими снова Т). Любой из «конусов» В; ив, имеет (п-- 1)-мер- 
кый объем по Риману, и сумма объемов А; равна объему Т». Очевидно, 
что (п - 1)-мерный объем Т» не больше объема 7”, т.е. < 3. 

Обозначим через Ву часть тела Г’, лежащего в полосе — [/%]< 2.1 < 
с < [И^] с выброшенными внутренними точками Т». Пусть То — тело, со- 
тавленнсе из Г» и А,. Очевидно, объем Ау 


и если составить сумму Римана м для вычисления © (А.) с точно таким 
я ! 
выбором секущих плоскостей, как в сумме Римана 2 в (14) при вычис- 


[Ул] ] 
т 
лении \ 53 (>) 4х, то, вследствие построения тела А’, очевидно. что 
-Ул ] 


ое 


Таким образом, при выполнении условия Б) будет иметь место нера- 
венство: 


2 < та. 


Наконец, потребуем, чтобы было выполнено условие: 
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©) Для числа у, ^^ 0) выбрано настольчо большим (Х>>),), что для 
О в формуле (13) имеет место неравенегьо: 


[о ( (п ео 


Завершим теперь доказательство теоремы 2. Прежде всего заметим, 
что при каждом преобразовании типа (3) преобразсзанные тела 7” и 
Т› будут содержать одинаковые точки с целыми координатами, таё как 
они отличаются частями, лежащими каждая между какими-то последо- 
вательними гиперплоекостями хи =Е И т: =Е-+ 1, а потому эти части 
не могут содержать точек с пелыми координатами. Следовательно, доста- 
точно изучать сдвиги тела Т», состоящего из «конусов» В; (Е пробегает 
конечное число значении (15)) п тела А,. Так как, по условию, 

ув) 


< С(п--1), то И < 1, а потому найдутся два таких положитель- 
ь. 


ных числа 7} и 1», что будет иметь меето неравенство 


ел И. (16) 
Преобразуем тело Т преобразованием (2) в Т’, где Х выбрано так, 
чтобы выполнялись условия а), Ь) и с), если в качестве \, и 7», выбраны 7) 
и у», удовлетворяющие неравенству (16). Такое }. наверное найдется. 
Теперь, как было сказано выше, вместо Т’ изучаем сдвиг тела Т»» 
составленного из «конусов» В; (1 пробегает ряд чисел (15)) и тела В., 
определенного выше. 
Для тела Т, действует опенка покрытия (13): 


т Хо (ву 


— $(/) о ФИ = 
и 5) 2 РЕ И | о Ух ре 
и) Г (п 1) 102 ИХ ) в 
аа 


И (п+ 1) 105 УХ \\ 
< (10 ( УС, и (1 Еж.) < И. 


так как выполнекы условия Ь) и с). А потому при г достаточно боль- 
ших (> го) "<! и найдется сдвиг типа (3), наверное переводящий 
тело Т» в тело Т,, не содержащее, кроме начала координат, других 
целых точек. Как было отмечено выше, этот сдвиг переводит также 7” 
в тело 71”, не содержащее, кроме начала, целых точек, а так как произ- 
ведение преобразований (2) и (3) будет преобразованием типа (4), то 
теорема 2 доказана полностью. 

Если тело Г центрально-симметричное, то при проведении конструк- 
ции покрытия для 7” можно не учитывать части 7”, у которой 2-1 0, 
так как она дает покрытие, в точности совпадающее с покрытием части, 
у которой 1„.! > 0. Поэтому здесь теорема 2 усиливается и может быть 
сформулирована. так: 

ТЕОРЕМА 3. Если в (п + 1)-мерном пространстве ограниченное, лу- 
чевое, центрально-симм-тричное тело Т с центром в начале координат 
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имеет (п-+ 1)-мерный сбъем в смысле Римана 9 и 5 < зато 


найдется унимодулярное пресбразование типа (4), переводящее тело Г 
в тело Т”, не содержащее, кроме начала координат, других целых 
точек. 

Частным случаем этой теоремы является утверждение Минковского (*), 
высказанное им для выпуклых центрально-симметричных тел с центром 
в начале координат. Формулировка его приводилась в начале статьи. 

Наконец, в случае, когда для лучевого тела объем © будет > (п -- 1), 
этими же методами доказывается следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 4. Если в (п--мерном пространстве ограниченное, 
лучевое тело имеет (п-—-1)-мерный объем в смысле Римана чи о < ЕС (п 1), 
где К — целое число, то найдется унимодулярное линейное пресб разование 
типа (А) такое, что оно переводит тело Т в тело Т”, которое содержит 
точки с целыми координатами лишь такие, которые можно располо- 
жить не более чем на Е—1 лучах, выходящих из начала координат. 
Для центрально-симметричных лучевых тел с центром в начале коор- 


динат утверждения теоремы 4 верны при условии > < Аст У. 


Автор не исследовал, в какой мере общи идеи его метода доказа- 
тельства и метода 9. Хлавка (3). 

Исследования в этом направлении можно продолжать, более тонко 
оценивая покрытие проекций Та х при кокструкции покрытия, проводи- 
мой в работе (*) и в настоящей работе. Автору кажется, что его метод 
имеет известную наглядность. 


Поступило 
15. 1Х.. 1954 
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КЛАССИФИКАЦИЯ ОТОБРАЖЕНИЙ п-МЕРНОГО КОМПЛЕКСА 
В ”-МЕРНОЕ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЕ ПРОЕКТИВНОЕ ПРОСТРАНСТВО 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе дается гомотопическая классификация непрерывных отоб- 
ражений конечного п-мерного полиэдра в п-мерное вещественное 
проективное пространство. Особо рассматриваются представляющие 
специальный интерес отображения многообразий в просктивное 
пространство и замкнутых поверхностей в проективную плоскость. 


Большинство результатов, полученных при изучении классификации 
непрерывных отображений полиэдра К” в полиэдр Р, относятся к тому 
случаю, когда полиэдр Р имеет тривиальную фундаментальную группу [см. (1), 
введение]. В этой работе рассматривается один из наиболее простых слу- 
чаев, когда это условие не выполняется. Именно, изучаются отображения по- 
лиэдра К” (п >> 2) в действительное проективное пространство той же раз- 
мерности Р”, фундаментальная группа которого состоит, как известно, 
из двух элементов. Поводом для выполнения настоящей работы послужила 
неопубликованная работа Л. С. Понтрягина, в которой для решения 
задачи о классификации отображений пространства Р” в пространство Р” 
был применен метод, существенно отличный от метода Борсука [см. (?)]. 
Излагаемые здесь результаты были уже мной опубликованы [см. (3), (4)]. 
В 1949 г. М. М. Постников (5) опубликовал независимо полученное им 
решение более общей задачи, в которой проективное пространство заме- 
нено произвольным связным пространством, асферическим в размерностях 
больших 1 и меньших и. Методы Постникова требуют привлечения более 
вложного аппарата. 

К” будет обозначать и-мерный связный полиэдр (п >. 2), заданный в фи- 
ксированном симплициальном разбиении, Р" — п-мерное действительное 
проективное пространство. Под отображением всегда подразумевается 
непрерывное отображение. Гомологии, если специально не оговорено 
противное, рассматриваются только верхние. 

Символ /: Р-—>О означает непрерывное отображение ] полиэдра Р в 
полиэдр О. Комплекс и определяемый им полиэдр мы будем сбозначать 
одной и той же буквой. 


11А И. И. ГОРДОН 


$ 1. Отображения, удовлетворяющие условию стягиваемости 


В этом параграфе рассматриваются только такие отображения полиэдра 
К" в пространство Р”, которые каждый замкнутый путь полиэдра р 
переводят в путь, гомотонный нулю в Р”". Такие отображения мы будем 
называть отображениями, удовлетворяющими условию стягиваемости. 

Пусть /: К"—>Р", У" — накрывающая сфера для Р", ф — естественное 
отображение («проекция») сферы Х” на пространство Р”. Назовем «накры- 
вающим отображением» для } такое 7: К"->У”, что для всякой точки 
д С у < 


( 


Е. 


-в 


Покажем, что для всякого }, удовлетворяющего условию стягивае- 
мости, существует в точности два накрывающих отображения. 

Пусть 15 — произвольная точка полиэдра К”, & =] (хо). В сфере У” 
существуют две точки, проектирующиеся в 4. Выберем одну из них 
Е (< (Е) == &) и положим (о) = &. Пусть 5 — произвольная точка поли- 
эдра К”, % — путь, идущий из х, в т. Образ пути ® в пространстве Р” 
есть путь ®, идущий из & в & = 7 (<). В сфере У" существует единствен- 
пый путь ®, начинающийся в &% и накрывающий путь о. Пусть Ё есть 
конец пути о. Точка Ё не зависит от выбора пути &, идущего из 2% в ©. 
В самом деле, если ®&, — какой-нибудь другои путь, идущий из 1% ва, 
а ®, —его образ, то, в силу условия стягиваемости, замкнутый путь 
Фот! томотопен нулю в пространстве Р”, вследствие чего пути ® и ®, 
имеют один и тот же конец [см. ()]. 

Положим теперь, что }(2) =Е. Очевидно, что построенное таким обра- 
зом отображение ] является непрерывным и накрывающим для {. Нетрудно 
видеть также, что всяксе накрывающее отображение, переводящее точку т. 
в Е, совпадает с построенным 7. Таким образом, } является а. 
ным накрывающим отображением для {, переводящим хо в &. 

Пусть 0 — отображение сферы У" в своем центре. Тогда 0/ является 
накрывающим ` отображением для }, переводящим 5% в 0 (Е). Ясно, что 
отобразкениями ] и 0] исчерпываются все накрывающие отображения 
для ]. 

Существование накрывающих отображении позволяет свести вопрос о 
гомотопической классификации отображений полиэдра К” в Р” к вопросу 
о классификации отображении в сферу >". В самом деле, пусть р ие — 
два отображения К” в Р", } и в — соответствующие накрывающие ото- 
бражения (произвольные, но фиксированные). Если [ гомотопно & или 62, 


то / томотоино & (так как / =} 8 =е = 509). Пусть, напротив. 
{ гомотоино # и р — соединяющая их деформация (0<32<1, к =/ 
/, = 8). Тогда существует «пакрывающая деформация» } такая, что 
№=Ь а <=). Поэтому } есть накрывающее отображение для 
=, т. е. ], совнадает либо с &, либо с 00, и мы приходим к следую- 
щему предложению: 

А) Ти в гомотопны в том и только в том случае, ксгда | гомотопив 
по крайней м’ре одисму из отсб раеений # |) (9. 
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В случае п нечетного 0 гомотопно тождественному отображению сферы 
У" (0 является вращением) и в гомотопно 0е. Поэтому: 

В) В случае, когда п нечетно, отображения ри г гомотопны в 
том и только в том случае, когда } гомотопно в. 


В силу предложения В), задача о классификации отображений поли- 
эдра К” в проективное пространство при п нечетном эквивалентна задаче 
о классификации отображении в сферу. Последняя задача рассматрива- 
лась Хопфэм и Витни [(’), (%)]; применяя найденные ими результаты, 
мы непосредственно получаем следующее утверждение: 


ТЕОРЕМА 1. В случае п ночетного каждому гомотопическому классу 
удовлетворяющих услсвию стясиваемости отображнияй комплекса К” 
в Р" может быть естественным сбразом поставлин в соответствие 
вполие определенный элемент п-мерной группы \у-гомолосгий Ву (К”) поли- 
эдра К". При этом соотв-тствие между указанными классами отсб ра- 
жопий и элементами группы Ву (К”) оказывается взлимно одисзначным. 


Рассмотрим теперь случай, когда п четно. Легко видеть, что если 
при п четпом гомотопическому классу отображения |: К"-> У” соответ- 
ствует (в силу теоремы Хопфа) элемент И с: Ву(К”), то гомотопическому 
классу отображения 0] соответствует элемент — И. Принимая во внима- 
ние предложение А), мы получаем отсюда следующую теорему: 


ТЕОРЕМА 2. В случае п четного каждому гомотопическому классу 
удовлетвэряющих условию стягивлемости отсбражений комплекса К” 
в Р" мсжет быть естеств?нным образом поставлена в соответствие 
неупорядоченная пара (И, —ИП) элементов группы Ву (К”). При этом 
соответствие между указанными классами отсбражений и н?упорядо- 
ченными парами ((, —() оказывается взаимно однозначным. 


Применяя теоремы 1 и 2 к случаю, когда К” есть замкнутое псевдо- 
многообразие М”, легко доказать следующие предложения: 

'ГЕОРЕМА 1’. Пусть п — нечетное и рассман. ривлемые отсб ражения 
удовлетворяют условшо стягиваемости. Тогда: 

а) Если М" есть ориенти руемое псевдомногосб разие с выб ранисй на нем 
определенной ориентацией, то гомотопический власс отсб раженил 
/: М“-> Р" однозначно определяется степенью отсбражгния }, причем 
степень эта веегда четная. Каксв) бы пи было четное число 1, суще- 
ствует отображ' наче, степень которого равна 1. 

2) Если М” неориснтируемю, то существуют 0вл класса отсбра- 
ысений. 

ТЕОРЕМА 2’. Пусть п — четное и выполнены услсвия стягиваемости. 
Гогда: 

а) сли М" ориснтируемо, то гомотопический класс отсб ражения } 
однозначио определяется абголютной величиной степени наврывлющиего 
отображения }, причем степени нчкрывающих отсбражений мсгут 
принимать иобые целые значения. 


Ь) Е-ли М” неориснти руемо, то существуют два класса отсб ражений. 
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> 7й п 
8 2. Условия гомотопности отображений полиэдра И” в Р 


на (%—1)-мерном остове К” * 


Во всем дальнейшем изложении мы будем рассматривать только 
‘отображения, не удовлетворяющие условию стягиваемости. 

Пусть Ф — фундаментальная группа полиэдра К”, реализованная вы- 
бором фиксированного начала О, }: К" Р". Совокупность всех путей 
полиэдра К”, образы которых при } гомотопны нулю в Р”", определяет 
подгруппу Фо (/) группы Ф. Так как { не удовлетворяет условию стяги- 
ваемости, а фундаментальная группа пространства Р” состоит из двух эле- 
‘ментов, то Ф,(]) есть подгруппа индекса 2. Очевидно, что если два 
отображения р из: К"-> Р" гомотопны, то Ф, (]) совпадает с Ф. (2). 

Пусть К” — г-мерный остов комплекса К”. Если отображения } ив 
гомотопны, то определяемые ими отображения любого подкомплекса также, 
естественно, гомотопны. В частности, {| и е гомотопны на любом остове 
К” (г = 0, 1, 2,..., п—1). Выясним, при каких условиях два отображе- 
ния полиэдра К” в Р" гомотопны на остове К” *. Этот вопрос решает- 
ся следующим предложением. 

ТЕОРЕМА 3. Два отображения 1 ие: К"- Р”" гомотопны на остове 
К” 1 в том и только в том случае, когда соответствующие им под- 
группы Фо, ({) и Ф, (3) совпадают. Какова бы ни была подгруппа Фу ин- 
‚декса 2 группы Ф, существует такое }:К”->Р", что подгруппа Фу (}) 
ссвпадает с Фу. 


Прежде чем переходить к доказательству теоремы 3, введем некото- 
рые понятия и обозначения, которыми мы будем в дальнейшем пользо- 
ваться. Рассмотрим определяемую отображением } подгруппу Ф, (1), кото- 
рую обозначим просто через Ф,. Как известно, подгруппа Фо, определяет 
двулистный накрывающий комплекс [” комплекса К”. Пусть № — есте- 
ственное отображение («проекция») комплекса //” на К”. Назовем «накры- 
вающим отображением» для } отображение }:1^->»", определяемое сле- 
дующим условием: какова бы ни была точка 6 Г”, 


#4 (2) = / (2). 


Применяя рассуждения, аналогичные использованным в начале $ 1, 
можно показать, что для любого отображения {[ существуют в точности 
два накрывающих отображения, причем, если одно из них /, то другое 6} 
(см. $1). 

Будем считать, что симплициальное разбиение накрывающего [/” со- 
стветствует разбиению полиэдра К”, т. е. для каждого симплекса из К” 
©, ществуют в точности два накрывающих его симплекса в 7”. Будем 
казывать две точки (или два симплекса) полиэдра [” противолежащи- 
ми, если они проектируются в одну и ту же точку (симплекс) полиэдра К”. 

Будем называть отображение полиэдра Г” в сферу У" специальным, 
‘если оно переводит каждые две противолежащие точки полиэдра [” 
з диаметрально-противоположные точки сферы У". 


Легко видеть, что накрывающие отображения для } являются спе- 
аиальными. 
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ИЕ п 
Еслий:[/ >У” есть некоторое специальное отображение, то есте- 
ственным образом однозначно определяется отображение # : К"-> Р", для 
которого й является накрывающим. 


Два специальных отображения Ди Л мы будем называть специаль- 
но-гомотопными, если существует соединяющая их специальная дефор- 
мация й (0 <2<1) (т. е. такая, что 1, является специальным отобра- 
жением при любом 1). Можно говорить о спениальных отображениях и 
специальных деформациях, определенных не на всем полиэдре [/”, а на 
его остове Г” произвольной размерности х. 

Если ] и в — два отображения полиэдра К” в Р” такие, что подгруп- 
пы Ф, (]) и Ф, (2) совпадают, то оба отображения определяют один и тот 
же накрывающий полиэдр [/”. Пусть ] и 8 — накрывающие отображения 

для | ие. Очевидно, что если } специально-гомотопно е, то | гомо- 
топно в. 

Доказательство теоремы 3. Необходимость сформулирован- 

ного в теореме условия ясна. Покажем его достаточность. Пусть 


И а 


а // — накрывающий комплекс, определяемый подгруппой Ф,. Пусть 
Ти = — два каких-нибудь накрывающих отображения соответственно для 
у ме о существует специальная деформация И определенная на 
остове [Л ‘и соединяющая :3 И Г (т. е. для всякой точки хе[/ * 
р (2) = 1 (а), /, (2) = # (2)). Это нетрудно показать индуктивно следующим 
образом. Пусть а Г/Л х Г(Г есть единичный отрезок 0<#<\1). 
Будем считать, что нижнее основание призмы (О отображено в сферу У” 


посредством }, а верхнее — посредством &. Пусть Г} и Т;’— две проти- 
волежащие вершины комплекса //”. Рассмотрим отрезок ТХГ. Ото- 
бражение его граничных точек 73 Х 0 и 71: Х1 в сферу У" уже опре- 
делено. Распространим это отображение на весь отрезок Т} х [ произ- 
вольным образом и полученное отображене обозначим через ЁР. Положим 


Е (ТР ха = 0 (8 Ху. 


Поступая аналогично с каждой парой вершин а д. мы получим ото- 
бражение К, заданное на ХТ. Это отображение определяет специаль- 
ную деформацию остова //^, соединяющую } и 8. Предположим, что Е уже 
определено на Г 'х 1 ("< п — 1). Берем два противолежащих симплекса 
Т’и Т”’. Полагаем, что Ё совпадает с } на нижнем и с & на верхнем 
основании призмы О. Тогда отображение Р определено на границе призмы 
Т’х Г. Распространим его произвольным способом внутрь этой призмы. Пусть 
х — внутренняя точка симплекса Т’, х — противолежащая ей точка 


(# ЕТ”). Полагая 
Ехо (ах, 
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мы определим Ё внутри призмы Т'”х Г. Поступая аналогично со всеми 
парами г-мерных симплексов, мы получим отображение Ё, заданное на 
ГГ х Г и определяющее специальную деформацию, соединяющую } и Е 
на [” (при г=п распространение отображения РЁ границы призмы 
Т’х 1 внутрь ее, вообще говоря, невозможно). 

Таким образом, 7 и = специально- томоаины на остове [/`", велед- 
ствие чего } и & гомотопны на остове К” 

Пусть теперь Ф, — произвольная подгруппа индекса 2 фундаменталь- 
ной группы Ф. Построим накрывающий комплекс [”, определяемый под- 
группой Ф,, и пусть ] : [ЛУ есть какое-нибудь специальное отобра- 
жение (построение / легко осуществить способом, аналогичным выше- 
описанному, определяя /] сначала на остове [/, а затем последовательно 


распространяя его на остовы Г/Л, [7,..., [/). Отображение } определяет 
7:К”>Р", и легко видеть, что 
Фо ( = Фо. 


Теорема 3 доказана полностью. | 
Замечание. Условие гомотопности отображений комплекса К” 
в пространство Р” на (п — 1)-мерном остове К”`' можно получить, рас- 
сматривая не подгруппы фундаментальной группы, как это делается 
в теореме 3, а пользуясь одномерными У-гомологиями по модулю 2. 
Положим, что все вершины комплекса К” переводятся рассматриваемы- 
ми отображениями в одну точку пространства Р”. Нетрудно видеть, что 
два отображения диз: А"- Р”" гомотонны на остове К” * в том и только 
в том случае, когда они гомотопны на остове К\. Пусть *1 (1 =1,2,..., 01) — 
одномерные симплексы комплекса А”. Полагая и, (<}) равным вычету 0 
или 1 по модулю 2 в соответствии с тем, гомотопен ли путь (<) 


нулю в пространстве Р” или нет, мы получим одномерную У-цепь по 
модулю 2 и! комплекса К”. Нетрудно показать что цепь и! является 
\У-циклом и что отображения } и в гомотопны на остове К’ в том 
и только в том случае, когда и; и. Поэтому, рассматривая классы 
тех отображений остова К" в пространстве Р”, которые могут быть 
продолжены на весь комплексе К”, мы можем каждому такому классу 
поставить в соответствие класс одномерных У-гомологий по модулю 2 
комплекса К”. Соответствие оказывается взаимно однозначным, причем 
отображениям, удовлетворяющим условию стягиваемости, соответствует 
нулевой класс гомологии. 

Сопоставляя этот результат с теоремой 3, мы видим, что существует 
взаимно однозначное соответствие между ненулевыми элементами группы 
одномерных У-гомологий по модулю 2 и подгруппами фундамевтальной 
группы индекса 2 комплекса К”. Соответствие это может быть установ- 
лено и непосредственно (т. е. без рассмотрения непрерывных отображе- 
ний комплекса К” в проективное пространство), как это сделано в ди- 
пломной работе Л. И. Смоляра, изучавшего и обобщения на случай 
простого модуля р. 

Наличие указанного соответствия между элементами группы одномерных 
\У-гомологий по модулю 2 и подгруппами фундаментальной группы 
будет использовано в $ 7. 
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$ 3. Специальные У-гомологии и классификация отображений 


Из теоремы 3 следует, что если определяемые отображениями | и & 
подгруппы Фь 9 и Ф, ($) различны, то сами отображения не гомотопны 
на остове К” " и, следовательно, на всем полиэдре К”. Задача о клас- 
сификации отображений сводится, таким образом, к задаче о классифи- 
кации тех отображений, которые определяют одну и ту же подгруппу 
фундаментальной группы. 

Вследствие этого всюду в дальнейшем в $ 3—6 мы будем считать, 
что Ф, есть фиксированная подгруппа индекса 2 группы Ф и будем рас- 
сматривать, не оговаривая этого отдельно каждый раз, только такие 
отображения /], в, #,..., для которых подгруппы Ф, (7), Ф. (в), Ф. (/,... 
совпадают с Ф,. Мы будем их называть отображениями, связан- 
ными с подгруппой Ф,. Так как все такие отображения гомотопны 
на К”, то мы можем продеформировать их в отображения, совпадаю- 
щие на п! Пусть Р” представляет собой совокупность отношений 


(1. 1:4). Обозначим через Р’ К-мерное проективное про- 
странство, вложенное в Р" и состоящее из тех отношений, для которых 
45 = 43 =... =: =0. Будем считать, что все рассматриваемые 


нами отображения, совпадающие ва остове К”", переводят этот остов 

в пространство Р”"; очевидно, это можно предполагать без ограничения 
= п—1 

общности. Пусть пространство Р”" накрывается экватором У сфе- 


п—1 
ры У”. Тогда все накрывающие отображения переводят остов 7 в 
с п—1 

экватор (сферу) ». 
Введем понятие специальных \У-цепей, У-циклов, У-гомологий ком- 
п . ‹ И 
плекса [/. Пусть г-мерные симплексы комплекса К” суть оне 0) 
Для каждого симплекса ^; существуют два накрывающих симилекса 
би жет. Будем считать, что симплексы ^; ориентированы (произвольно, 


ти 


у 
но финоированио) На симплексы [% иТ’’ перенесем ориентацию симплекса 4. 


\У-цепь и” комплекса [” мы будем называть специальной, если: 
Г. У >, 
1) при п нечетном и (Т;) = и(Т:) для всех 1, 
1Г. а 

2) при п четном и(Т:) = —и(Т+) для всех 1. 

Очевидно, что \У-граница специальной цепи есть тоже специальная 
цепь. Поэтому можно говорить о специальных У-циклах, специальных 
\У-гомологиях и группах специальных У-гомологий. Именно, мы полагаем, 
что два специальных У-цикла и” и 9’ специально-гомологичны нулю, 

й ь и 
если их разность есть граница специальной (г — 1)-мерной цепи а”—^. Мы 
будем это записывать в виде соотношения 


сп 
И. 


При п нечетном можно А взаимно однозначное соответствие 
_ специальными У-цепями и’ комплекса [^ и обычными У-цепями 
и, комплекса К”, полагая 


ил (<) = и" (7 = и (т. ). 
9% 
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Отсюда сразу следует, что при п нечетном все группы специальных 
\У-гомологий комплекса [” изоморфны соответствующим группам У-гомо- 
логий комплекса К”. 

При решении вопроса о классификации отображений основную роль 
будет играть п-мерная труппа специальных У-гомологий комплекса й 
Мы будем обозначать ее через Г. 

Пусть #: К” ->Р". Зафиксируем одно из двух его накрывающих ото- 
бражений и обозначим его через #. Под йо 2,... будем в дальнейшем 
понимать то из двух накрывающих отображений соответственно для ], 
&,..., Которое совпадает с отображением й на остове [/^ т Е. 
Ти й совместно определяют п-мерный специальный У-цикл и, 7. Именно, 
если Т” есть какой-нибудь ориентированный симплекс комплекса /[/”, то 
мы определяем и, - (Т") как степень отображения в сферу Х" п-мерной 


сферы, состоящей из двух экземпляров симплекса Т”, склеенных по их 
границам, из которых один отображается в сферу У" посредством ], а 
другой — посредством #й (ориентация этой сферы пусть определяется ориен- 
тацией первого ое Вина Из того, что отображения { и й специальны, 
сразу следует, что и. 7 есть специальный цикл. 

ЛЕММА 1. Пусть Ги #-— 0ва отображения комплекса К” в про- 
странство Р”, фи в — накрывающие отображения. Отображения } и 
8 гомотопны в том и только в том случае, если отображение } спе- 
циально-гомотопно по крайней мере одному из отображений в, бе. 

Доказательство. Достаточноеть условия леммы очевидна. Необ- 
ходимость его вытекает из того, что если {, есть деформация, соединяю- 
щая ] и &, то существует накрывающая ее специальная деформация 
ЛР такая, что отображение у совпадает с 7]. Так как г является накры- 


вающим отображением для ©, то ], совпадает либо с в, либо с 6. 


ЛЕММА П. Два специальных отображения } и в комплекса [Л 
—1 
в сферу У”, совпадающие на остове [/`', специально-гомотопны в том 
и только в том случае, когда 


сп 
ит — —0. 


9 

Доказательство а). Пусть { и # специально-гомотонны. Тогда 
существует специальное отображение Ё призмы О =“ ХГ в сферу У", 
совпадающее с отображением ] на нижнем основании и с отображением 
& на верхнем основании призмы (отображение Р призмы О мы называем 
специальным, если Ё (х’, 1) =0Е(х, 1), где 1 — любое, 0<1<1, ахи 
т’ — две противолежащие точки комплекса [”. Специальная деформация 
определяет специальное отображение призмы О и наоборот). 

Отображение Р призмы О можно продеформировать так, чтобы: 

(1) в течение всей деформации оно не менялось на нижнем и верх- 
нем основаниях; 

(2) в каждый момент деформации оно оставалось специальным: 


(3) в результате деформации получилось отображение К”, удовлетво- 
ряющее условию: 


если х6[”*, то Е" (х, =} (1) [= 8 (2)] при любом # 
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(т. е. отображение Р” должно быть специальным отображением, совпа- 
по с Е на основаниях призмы и отображающее [^`* Х # так же, 
как [`` * отображается посредством / или 2). 

Построение деформации, переводящей ЁР в Е*, не представляет за- 
труднений. Сначала мы строим деформацию на клетках 7% х [ призмы О, 
стягивая образы каждой из этих клеток в точку 1 (73) = (1%), причем 
так, чтобы образы точек 73 Х 0 и Г} Х 1 в течение всей деформации оста- 
вались на месте и чтобы выполнялось условие (2). Получающуюся дефор- 
мацию, определенную на /Г^Х Г, распространяем на всю призму О. Так 
как при распространении деформации мы имеем дело лишь с внутрен- 
ностями поочередно двумерных, трехмерных и т. д. клеток призмы О 
[см. (°), глава ХШ, $ 1, лемма 1], то мы можем при этом обеспечить соблю- 
дение условий (1) и (2). В результате мы получаем отображение Ру 
призмы О. 

Деформируя отображение Ёу аналогичным образом на внутренностях 
всех клеток вида Т}Ж/ и распространяя деформацию (с соблюдением 
условий (1) и (2)) на всю призму, мы получим отображение Ё!. Продол- 
жая таким же образом, мы придем к отображению Р»_›, которое и прини- 
маем за Н”. 

Рассмотрим теперь клетку 7” *хГ. Пусть граница симплекса 7” * 
есть ДТ” *. Отображение Е’ переводит соответствующие друг другу 
точки симплексов 1” 1х0 иТ" *Х1 водну и ту же точку сферы У”. 
Если точка 5641” *, то 5617 * и 


Па == а 


Поэтому можно говорить о степени отображения Е” клетки 1” *Х [ в сфе- 
ру У”, понимая под этой степенью степень отображения сферы, склеенной 
из двух экземпляров клетки 1" 'Х[, из которых один отображается в 
сферу У” посредством Ё”, а другой отображается так, что каждая его 
точка (2, #) переходит в точку Е” (х, 0) (26Т"*. Очевидно, Ё*(х, 0) = 


= 7 (2) =8(2)). 


Обозначим определенную таким образом степень отображения через 
а"—1 (Т"—1). Нетрудно видеть, что а” 1 есть специальная цепь и что 


п = 
Ро 
ее. 
п сп 
р” 
Ь) Пусть, наоборот, 
п” вых т 
рб Е 


* 
где а”—1 есть некоторая специальная цепь. Построим отображение Р 


призмы О в сферу >” следующим образом: положим 


Е" (т, д) = 1 (2) == (®) 
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для всех хЕГ;", а 
Е" (т, 0) = (а) и Е' (=, ) =8(т) 


для всех х6[”. Это отображение распространим на внутренность каждой 
клетки 1” Хх] так, чтобы при этом получилось специальное отображе- 
ние и чтобы определенная выше степень отображения каждой клетки 
Т"*х[ равнялась числу а” '(Т”"). Таким образом, мы приходим к 
отображению, определенному пока на [”х0, [7х1 и [" *Х[. В силу 
соотношения 
и’ == а” \, 
, 9 

граница каждой клетки Т"Х[ отображается при этом в сферу Х” со сте- 
пенью 0. Поэтому построенное отображение можно распространить внутрь 
каждой из клеток Т”ХГ, сохраняя попрежнему его свойство быть спе- 
циальным. В результате получится специальное отображение Е” всей 
призмы О, наличие которого доказывает, что отображения } и специаль- 
но-гомотопны. Таким образом, лемма П доказана. 

Переходим к вопросу о классификации отображений. 

ТЕОРЕМА 4. При п нечетном два связанных с подгруппой Фу отсб- 
ражения ри г: К" > Р"гомотопны в том и только в том случае, когда 


ип п 
мы - 
(й — произвольное фиксированное, связанное с подгруппой Фу отобразме-- 
ние полиэдра К” в Р"). Если и” — какой-нибудь специальный п-мерный 
У-цики, то существует связанное с подгруппой Фу отоб ражение }: К" Р" 
такое, что и, = и". 

Теорема 4 устанавливает, что в случае п нечетного классы связанных 
с подгруппой Фь отображений полиэдра К” в пространство Р” могут быть 
(путем выбора произвольного такого отображения й) поставлены во взаим- 
но однозначное соответствие с элементами группы Г, изоморфной группе 
в. К 

Доказательство теоремы 4. При п нечетном отображение 0 
специально-гомотопно тождественному отображению, вследствие чего 02 
специально-гомотопно отображению 2. Но тогда из лемм Ти П следует, 
что отображения } и & гомотопны в том и только в том случае, когда 
и’ - 70. Первое утверждение теоремы 4 получается теперь, если восполь- 


9 
зоваться очевидным соотношением: 


Для доказательства о утверждения достаточно заметить, что 
если отображение й задано, а и” — произвольный специальный цикл, то 
всегда о построить ое отображение | р, совпадающее_с й на 
остове [”—! и такое, что и. =. Отображение } определяет требуемое 
{:К"-Р”". Теорема 4 доказана. 

Рассмотрим теперь случай, когда п четно. Пусть 0’ есть вращение 
сферы У”, оставляющее полюсы неподвижными и переводящее каждую 
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=1 


г п р 
точку экватора ХУ в диаметрально-противоположную. Отображение 6# 


не совпадает с Йй на [”`", однако отображение 
= 00 


есть специальное отображение, совпадающее с й на [/^*. Под О 
мы будем понимать соответствующие отображения для [, в, ... 

ТЕОРЕМА 5. При п четном два связанных с подгруппой Фу отобра- 
жж ния } ие: К"->Р" гомотопны в том и только в том случае, когда 
выполняется по крайней мере одно из двух соотношений: 


а. Я = АСЬ О ЕЕ - = 
о. 

Если и” есть какой-нибудь специальный п-мерный у-цикл, то суще- 
ствует }:К"-Р”" такое, что 


п 


и =. 


т 
п, 1 

Доказательство. Так как отображения 08 и 5’ специально-гомо- 
топны, то из лемм Г и Перазу следует, что отображения } и 2 гомотопны 
в том и только в том случае, когда выполняется по крайней мере одно 
из двух соотношений: 


т сп п сп 
и: о ии; о 0 (1) 


Из определения цикла и’ 7 очевидно, что 


п п 
ао, т (2) 
и 
п т т 
Пе м (3) 


Пусть 7” — произвольный п-мерный симплекс комплекса //. Из опре- 
деления числа и’ -, (Т") следует (если принять во внимание, что (’0 есть 


в, 9’ 
отражение сферы У” в своей экваториальной плоскости), что 
п м. п 2% т п 
Ч’ (ры Чо’, 0/97 (Г). 


ТОО ВОО о 52. Тоэтому 
т 


И А 
тие, 
п п 
т 
Подставляя в (3), получаем 
т а м п г п р 4 
И бо бт’ (4) 


Из соотношений (2) и (4) следует, что условия (1) эквивалентны соответ- 


ственно условиям 


® еп. п пт сп п И т Е. 
Ир? ИИ, с— Инт Ч, 


т. е. получается первое утвэрждение теоремы 5. Второе утверждение 
доказывастся так же, как для теоремы 4. 
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Теорема 5 устанавливает, что в случае п четного каждому классу 
связанных с подгруппой Фо отображений полиэдра К” в пространство Р” 
может быть (путем выбора произвольного такого отображения й) постав- 
лена в соответствие определенная неупорядоченная пара элементов 
группы Г, причем соответствие оказывается взаимно однозначным. 
Элементы пары не обязаны, вообще говоря, быть различными. В $ 7 пока- 
заны примеры отображений, для которых соответствующие пары состоят 
из различных элементов, а также примеры отображений, для которых 
оба элемента соответствующей пары совпадают. 


$ 4. Вычисление группы Г 


В связи с теоремой 5 предоставляется существенным исследование 
группы Г при п четном (в случае п нечетного она совпадает с группой 
ВУ(К”)). Очевидно, Г полностью определяется комплексом К” и подгруп- 
пой Ф, фундаментальной группы Ф (считая, что Ф реализована выбором 
начала путей), так как знание этой подгруппы определяет комплекс /" и 
разбиение его симплексов на пары противолежащих. 

Легко видеть, что Г есть фактор-группа группы Ву ([”). 

В самом деле, пусть 1” есть некоторый обычный У-цикл комплекса [./". 
Положим 


и” (Т+) = (7—1 Г”), 
мех | (1) 
и" (Гз) =т(Г+) —т(Ть. 


Мы получаем специальный п-мерный \у-цикл и”, который ставим в соот- 
ветствие циклу 1". Положим 


ит =к(1"). 


п представляет собой отображение группы и-мерных циклов комплекса [./” 
в группу его специальных п-мерных циклов. Простые рассуждения 
показывают, что тм есть гомоморфное отображение на группу специальных 
\у-циклов, при котором циклы, гомологичные нулю, переходят в циклы, 
специально-гомологичные нулю. Поэтому п индуцирует гомоморфное отоб- 
ражение п группы Ву([”) на группу Г, т. е. Г есть фактор-групна 
группы Ву ([”). 

Группа Г может быть вычислена, если известна матрица инциденций 
комплекса [” для размерностей п —1 и п, а также разбиение симплексов 
этих размерностей на пары противолежащих. Пусть 7%, Г? (&=4,2,... 
..., 9) — пары противолежащих п-мерных симплексов комплекса ГЛ, 
Я 5 (1 =12,..., 1) — пары (п —1)-мерных (а“ есть число 
К-мерных симплексов комплекса АК”. На симплексы комплекса 1” пере- 
несена ориентация с накрываемых ими симплексов комплекса К”). Пусть 
граница симплекса 7; содержит симплекс 57 * с коэффициентом а; и 


.. ий—1 
симплекс 5’; ° с коэффициентом 6;;. Тогда соответствующая матрица 
инциденций имеет вид: 
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п—1 ©й—1 т-—1 7—1 о.п—1 "П—1 
и 


(3) (@%) 


.п 
Т’т 


Пусть задан специальный п-мерный цикл и" и пусть 3 — решетка 
(свободная абелева группа) ранга а”, элементами которой являются 
строчки (91, 9,,..., 9”). Поставим в соответствие каждому специальному 
циклу и” элемент решетки 3%, для которого ®; = и” (Т;). Мы получим, 
очевидно, изоморфное отображение группы всех п-мерных специальных 
циклов на решетку 3%. Необходимым и достаточным условием для того, 
чтобы цикл и" был специально-гомологичен нулю, является, очевидно, 


существование таких целых чисел Л, ^., ..., Хата которые для любого 
1=1,2, ...07 удовлетворяют соотношениям 
‚ ап—1 ап—1 
т 
и (Т;) 21 а, 1; к: № 6, ^,, 
1=1 1—1 


т. е. соотношениям 


Вследствие этого, если считать, что решетка % отождествлена с группой 
всех и-мерных циклов, получаем, что подгруппа 3) циклов, специально- 
гомологичных нулю, состоит из всех элементов (9, 9,,..., 9) 65, 
для которых система уравнений 


и ат — 61° @1а — ба @ т буи \ & 
95 т 
Оп Л Ь и о Ь мо .-' @ пт — Ь пипл / \ т пл / 


имеет решения в целых числах. Группа Г представляет собой фактор- 


группу % / %. 
Пусть Р и О — квадратные целочисленные унимодулярные матрицы 
соответственно порядков &а” и 1 такие, что матрица 


СЕР, —6,)0* 
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ОИ Е ее 


имеет канонический вид 

им. 0 ` 

"1с 
162.. 
(0. 

\ `.0 
(число единиц на главной диагонали равно числу Г — р, где т — ранг 
матрицы (аз; — 64). 

Положим 


р ’ 


) 


О п — 1 п `Ф п—1 / 


Соотношение (2) эквивалентно соотношению 


р[% || % |; 0124 || 


И т 
> и а 
Р| |2 - 00| |, 
\ Оп й Топ 
т. е. соотношению 
ЧеЗуеас Ближ, 
’ 1 ‚ \ 
9 |= те т» | : (3) 


Е 0 с В: 
9" ` о ый 


и очевидно, что система уравнении (2) имеет целочисленные решения в 
том и только в том случае, когда их имеет система (3). 


Ставя теперь в соответствие каждой строчке (9,,9,,...,®„») строчку 
зо, Е ‚9 п), мы получаем изоморфное отображение решетки % на 
себя. При этом элемент (9,, 9.,...,9,„) соответствует циклу, специально- 


гомологичному нулю в том и только в том случае, когда система (3) 
имеет целочисленные решения. Последнее же, очевидно, может иметь 
место, когда выполняются условия 


<; = 0 при ег а. (:) 
х 
%==0 (то с:) при г р 1< 15 г. 
Поэтому группа Г, как фактор-группа группы всех строчек (9. 9,,...,®’„) 
по подгруппе ее, состоящей из строчек, удовлетворяющих условию (*), 


имеет ранг а” —л и коэффициенты кручения с1,Сь,..., бо. 

Таким образом, мы показали, что группа Г может быть найдена 
путем приведения к каноническому виду матрицы (а; ; — 6,;), определяе- 
мой матрицей инциденций комплекса р 


$ 5. Вычиеление групны Г для замкнутых псевдомногообразий 


В этом параграфе рассматривается случай, когда комплекс К” есть 
замкнутое псевдомногообразие. Мы будем обозначать его через М”. Если 
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п нечетно, то группа Г совпадает с Ву (М”), последняя же представляет 
собой, как известно, бесконечную циклическую группу, если М” ориен- 
тируемо, и состоит из двух элементов, если М” неориентируемо. Однако 
группу Г удается полностью вычислить и при п четном, и здесь полу- 
чаются следующие результаты. 

ТЕОРЕМА 6. При п четном, если М" есть ориентируемое псевдомно- 
г00б разие, группа Г содержит два элемента. Точно так же она содержит 
Эва элемента, если и М” и накрытие [^ оба неориенти руемы. Если же 
М” неориентируемо, а [Л ориентируемо, то Г представляет ссбой бес- 
конечную циклическую группу. 

Доказательство. Мы будем пользоваться следующими обозначе- 
ниями: 7?, Т;* — п-мерные симплексы комплекса [”, накрывающие сим- 
плекс <} псевдомногообразия М” (=1,2,...,0”), 51, 5 — (п — 1)-мер- 
ные симплексы комплекса //”', накрывающие симплекс о? (у=1, 2, бе 

а) Пусть М” — ориентируемое псевдомногообразие. Будем считать, что 
<имплексы ^ё ориентированы когерентно, а на симплексы 7? и Тх;” пере- 
несем ориентацию симплекса ^?. Тогда симплексы 7? и Г? оказываются 
также ориентированными когерентно. Будем считать, что все симплексы 7? 
составляют сильно-связный кусок % псевдомногообразия /[/”* а симплексы 


й ; — сильно-связный кусок 3 (этого всегда можно добиться надлежащим 

выбором обозначений следующим образом: в качестве Ту берем произ- 

вольный симплекс комплекса /[/” и обозначаем накрываемый им симплекс 

через сг. Пусть <> — какой-нибудь симплекс, примыкающий к < по 

(п — 1)-мерной грани. Тогда в качестве 7» берем тот из двух симплексов, 

накрывающих симплекс ^›, который примыкает к симплексу Ту, ит. д.). 
Пусть {” есть и-мерный у-цикл комплекса М”. Полагая 


и 1) ие Та) @=62...:0“) 


> п п п 
мы получаем специальный цикл и. Положим, что и = т, (1). Очевидно, 
что 


т (11 +12) = ^: (11) + т, (15) 
и что получающееся при этом соответствие между циклами 1 и сцециаль- 
ными циклами и взаимно однозначно. Таким образом, п, представляет 
т 
собой изоморфное отображение группы п-мерных циклов комплекса М 


п 
на группу специальных п-мерных циклов комплекса [. Докажем, что 
если {— 0, то ип0. Для доказательства заметим, что если 1—0, то 


= 
$=1 


а следовательно, и 


= И рее. и о 
Пусть 5 ',5; (=1,2,...,р) — граничные (п 1)-мерные сим 
ей —1)- о лексы 

плексы,а 27 '(7=1,2,...,9) — внутренние (п — 1)-мерные симпле 
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куска 5% (очевидно, что граничные (и — 1)-мерные симплексы у кусков % 
а 
и %3 одинаковы). Тогда можно построить (п — 1)-мерную цепь а ‘куска % 
такую, что 
‚п—1 


=" )=0 (=12,...,Р) 


ф 


на 


Для построения цепи а” " поступим следующим образом: рассмотрим 


произвольный симплекс Т} (1 >. 2) и какую-нибудь цепочку чередующихся 
п-мерных и (п — 1)-мерных симплексов, примыкающих каждый последую- 
щий к предыдущему и соединяющих Т; с Г, (наличие такой цепочки 
обеспечивается сильной связностью куска 9. Предположим, что для Т+ 
эта цепочка есть 


Тут, Ви, Ты: Вь, ОАО ‚Тут, Вь., Ш: 


Ориентируем симплексы А» так, чтобы каждый из них входил в 
границу следующего за‘ним симплекса цепочки с коэффициентом -{ 1. 
Определим (п — 1)-мерную цепь 6; куска 9%, полагая, что в; =и(Т;) на 
всех симплексах Ау, и $; =0 на всех граничных (п — 1)-мерных сим- 
плексах куска 9% и на всех внутренних симплексах его, не входящих в 
цепочку. Тогда 


У (Т") = — и(Т}), УЬ (1!) = и (7, 


У& (Т;) =0`приу Ем. 
Положим 


Очевидно, что 


в силу соотношения 


Уи (Т#) = 0. 


$=1 
Таким образом, а3—4 удовлетворяет поставленным выше условиям. 
Принимая во внимание, что граничные симплексы у кусков и 3 
одинаковы и 
п—1 ’п— 
а (5; ) = а (5; ) ='0 


и полагая 
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С) =0 16—12... 0) 


мы получим специальную (п — 1)-мерную цепь с” ' комплекса [” такую, 


что 
Уи. 
Таким образом, если 1 — 0, то 
п, (7) = и 0. 
Вследствие этого х, индуцирует гомоморфное отображение я, группы 
Ву (М”) на группу Г. 
Определим ядро гомоморфизма т.. Пусть 
п: () =и1 0. 


Рассмотрим цепи 
оп а" 
т — т т рт 
А’ = УТ: и В =УЛТ,. 
4=1 $=1 
Предположим, что симплексы 5; '(=1,2,...,р) ориентированы 
таким образом, что они входят в АА с коэффициентами --1. Тогда 
т—1 
симплексы 9; входят в АВ также с коэффициентами -- 1, а так как 
/п— 
А-В есть А-цикл комплекса Г”, то симплексы 5; входят в АА с 
коэффициентами — 1. Симплексы А? "(7 =1,2,...,4) входят в ДА с коэф- 


фициентами 0, поэтому 


— й—1 - п—1 
АД = о 9; — 5: ь 
$=1 $=1 
Пусть 
т (@ф=и= Ус" \, 


где а специальная цепь. Тогда, очевидно, 
ый | —1 | 
УГ = №01 )— Ус; (1) 
$=1 ]=1 1=1 


оп 


Левая часть соотношения (1) равна Ут (<), правая же есть четное число, 


&—1 
в силу того, что 


„п—1 п—1 
с (5; )=—с(5; ). 
Таким образом, мы доказали, что если 


и = т, (1) 10, 


ап 
то Ул (2) есть четное число. 


$=1 
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оп 


п 
Пусть, наоборот, известно, что Ут) есть четное число, напри- 


1 
мер 21. Тогда 
хп 
> и (1) = 20. 
=1 
Пусть с” " есть специальная цепь такая, что 
ф 
ОЕ 
*=1 
с (5) = —е(5), с(В) =с(®) =0 (=42,...,9), 
и пусть 
4" = Ас" ". 
Тогда 
сп 
У =2, 
2=1 
следовательно, 
У [и (7!) — о (7 =0 
= 
и, по доказанному выше, 
исп т 
и-о. 


Но цикл 9”, по определению, специально-гомологичен 0, следовательно, и 


псп 
ии. 


Итак, т (1) АТО в том и только в том случае, когда 


оп 


есть четное число. 
Поставим теперь в соответствие каждому элементу 16 В® (М") число 

о 

Ут (=), 

=1 
где 1 есть произвольный цикл класса гомологий 1’. Как известно, это 
соответствие определяет изоморфное отображение группы Ву (М”) на группу 
целых чисел, и мы можем отождествить элементы группы Ву (М”) с со- 
ответствующими им целыми числами. Тогда я, можно рассматривать как 
гомоморфное отображение группы целых чисел по сложению на группу Г. 
В силу доказанного выше, ядро гомоморфизма х, состоит из четных чисел. 
Поэтому Г состоит из двух элементов. 

Ь) Пусть М” — неориентируемое многосбразие, а накрытие /^ ориен- 
тируемо. Воспользуемся обозначениями пункта а) и рассмотрим снова 
куски ЗФ и 3. В данном случае когерентной ориентации у М” не суще- 
ствует, однако у [/” она имеется. Мы будем считать, что все п-мерные 
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симплексы куска % 
п т 7 
Е 


ориентированы когерентно. На симплексы 7,” перенесем ориентацию. 
соответствующих симплексов 7+. Будем считать, что когерентная ориен- 
тация накрытия /” индуцируется ориентацией куска 9. Тогда все коге- 
рентно ориентированные симплексы накрытия [/” суть либо 


и 


либо 
И ры 

В первом случае цепь А -- В является (нижним) циклом, а во втором — 
цепь А — В. Докажем, что первый случай невозможен. Будем считать, 
что симплексы 5; '(1=1,2,...,р) ориентированы таким образом, что 
каждый из них входит в АА с коэффициентом 1; на в перенесем 


п—1 
ориентацию симплекса 5 о Тогда 


БЫ ф и 
А о, (2) 


—1 —=1 


где е; = 1 или —1, в силу чего 


р —— 
АВ=У5; Ушба. (3) 
И=1 О 


1=1 


Если А (А-В) =0, то все а; = —1и 


р й 
а (9 
4=1 И 


Перенесем на симплексы $ ориентацию симплексов Ту. Рассмотрим два 
симплекса <? и ли, примыкающие по общей грани с” *. Если симнлекс с" " 
накрывается внутренним симплексом куска % (т. е. одним из И 
1=1,2,...,9), то яено, что м и т, индуцируют в о противоположные 
ориентации. Однако то же имеет место и в том случае, когда симплекс 
"1 накрывается парой граничных симплексов куска %. В самом деле, 
пусть эти накрывающие симплексы будут, например, 9; и 51. Предпо- 


ложим, что 
АТ; =5. +.... (5) 


Тогда, в силу соотношения (4), 
АВ о. (6) 


Предполагая, что с ориентирован в соответствии с ориентациеи накры- 
вающих его симплексов 9: и 5, и принимая во внимание (5) и (6), мы 


получаем соотношения 
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Таким образом, мы показали, что ориентация симплексов <5(ё = 4,2,...,а”) 
является когерентной, что противоречит неориентируемости псевдомного- 
образия М”. 

Следовательно, имеет место второй случай, т. е. когерентно ориенти- 
рованные симплексы накрытия /[” суть 


п ие 


Ре МОм 0) 


и цепь А — В является циклом. Из соотношений (2) и (3) получается тогда, 
что все в; = 1, а 


ЛА АВ 5 5 те. (7) 
1 —Ь 


Поставим теперь в соответствие каждому специальному циклу и этот 
же самый цикл, рассматриваемый как обычный. Получаем отображение 
т, группы специальных циклов в группу обычных циклов комплекса /[”. 
Очевидно, что 

п, (и 9) = т, (и) + т, (9) 


и что если и“ 0, то п, (и) —0. Поэтому *, индуцирует гомоморфное отоб- 
С: п т 
ражение т, группы Г в Ву (Г }. 

Пусть Ц(* есть элемент группы Ву (Г^), и* — произвольный цикл из 
{*. Обозначим символом И’ (0*) сумму значений и” на всех п-мерных 
симплексах выбранной когерентной ориентации комплекса [”, т. е. 
положим 


оп п 


И’ (0*) = У в" (7!) — У ит. (8) 


{—1 $=1 


Как уже было указано, такое соответствие определяет изоморфное отоб- 
ражение группы Ву (Г”) на группу целых чисел. Отождествим элементы 
группы Ву ([”) с соответствующими числами. Тогда п) можно рассмат- 
ривать как гомоморфное отображение группы Г в группу целых чисел. 

Пусть Ис Г, и — произвольный элемент класса специальных гомо- 
логий И. Тогда 


^ 


п (0) =) = У и (1) — У (Г. 


Так как и есть специальный цикл, то 


оп 


т 
И (0) =2 № и (Т.), 
$=1 
т. е. представляет собой четное число. С другой стороны, если 2/ есть 
произвольное четное число, то, полагая, например, 
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и обозначая через { класс специальных гомологий, содержащий цикл и, 
получаем 


^ 


т, (9%. 


Поэтому т, представляет собой гомоморфное отображение группы Г на 
подгруппу четных зисел. 

Докажем, что ядро гомоморфизма х› состоит только из нулевого эле- 
мента. Пусть т, (С?) == 0, # ЕП. Тогла 


и) =2% Ниро 
ао. 1 
У #(Т#) =0. (9) 


Но тогда, как было показано в п. а), можно построить такую специаль- 
ную цепь с”—1 комплекса [/”, что 


И == А 
т.е. и" "О, вследствие чего 


Е 


Таким образом, мы доказали, что п, есть изоморфное отображение 
группы Г на группу четных чисел, т. е. Г — бесконечная циклическая 
группа. 

б К” и ГЛ оба неориен- 

с) Предположим теперь, что псевдомногообразия р 


тируемы. Будем считать, что все Е Т; ориентированы (произ- 
вольно, но фиксированно), на симплексы у перенесем ориентацию Ту 


п—1 п—1 п—1 т—1 
и аналогично поступим с симплексами 5: ‚, 5 , ПВ; ›, ПВ, 


(&(=1,2..., р; / =1,2,..., 9). Воспользуемся результатами, изложен- 
ными в начале $ 4. Так как Г” есть неориентируемое псевдомногообра- 
зие, то В ([”) состоит из двух элементов и каждый не гомологичный 
нулю п-мерный цикл (обычный) гомологичен циклу 1", определяемому соот- 


ношениями 
т п п Е п 
(7 =1, т(Т,) = т (Т = ТТ) =0 @=2,3,..., 9) 


[ем.` (8), тя, 1:7. т р 
Рассмотрим специальный цикл т(1”) = и", определенный в $ 4, и 
докажем, что он не тгомологичен нулю специально. По определению 


(ем. $ 4), 
О п, и ФО 5523, 9). 


Поэтому 


х и (ТР =1. (10) 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Предположим, что и’2%0, т. е. 


где с"-—1 — специальная цепь. Положим, как и раньше, что 


в (12) 
$=1 
Тогда 
Е р п—1 Е . 
АА= Ув 51+ У чб: + Уж, (13) 
#—=1 = 4=1 


где каждое =, ие, равно либо +1, либо —1, а каждое 7; равно либо + 2, 


либо 0 (так как в куске 9% к каждому симплексу А?" примыкают два 
п-мерных симплекса). В силу соотношений (14), (12) и (13), 


п т 


р а 
Хи = Хы Учеб РУС". (44) 
ПЕНИ 1 ЧЕ 


$=1 =1 


Так как с"_1 — специальная цепь, то соотношение (14) можно переписать 
в виде 


(ве) с" (9 У ще!" (15) 


1 $=1 


КМз 


Хи = 
$=1 4 


| 


Сразу видно, что правая часть в (15) есть четное число, но тогда (15) 
противоречит (10). 

Таким образом, цикл и не гомологичен специально нулю и, следо- 
вательно, Г состоит из двух элементов (по доказанному в $ 4, Г есть 
фактор-группа группы второго порядка Ву ([”) и, следовательно, больше 
двух элементов Г иметь не может). Теорема 6 доказана полностью. 


$ 6. Классификация отображений псевдомногообразий 
в проективное пространство 


В этом параграфе при помощи теорем 4, 5, 6 дается классификация 
отображений полиэдра К” в пространство Р" для случая, когда К” есть 
замкнутое псевдомногообразие М”. Мы будем считать попрежнему, что. 
все рассматриваемые отображения удовлетворяют условиям, изложенным 
в начале $ 3, т.е. что все они соответствуют одной и той же подгруппе Фь, 
фундаментальной группы и совпадают на (п-— 1)-мерном остове. ком- 
плекса М”. 

1) Рассмотрим сначала случай, когда п нечетно. 

а) М” ориентируемо. Будем считать, что и-мерные симплексы М” ориен- 
тированы когерентно, на накрытие /[/ перенесем ориентацию псевдомного- 
образия М”. Так как Р” при п нечетном ориентируемо, то мы будем 
считать, что на нем также задана ориентация и перенесем ее на сферу У”. 
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В $ 3 т установлен изоморфизм между группами Г и Ву (М»„). Каж- 
дому элементу П.Е Ву (М") взаимно однозначно соответствует целое число 


ап 


И (0 о) = № Ио (3+), 


$=1 


где и, — любой цикл класса гомологий (о. Пусть ИЕГ и ему соответ- 
ствует, в силу указанного изоморфизма (см. $ 3), ОоЕ Ву (М”). Относя 
элементу ( число И’ (0) =И7 ((,), мы получаем взаимно однозначное 
соответствие между элементами группы Г и целыми числами. 

Если и есть специальный цикл, принадлежащий классу гомологий (7, 
то (см. $ 3) 


[2 оп 


ии - У Ув (У тон гг). 6) 


$=1 4—1 


В силу формулы (1), классу специальных гомологий цикла и; - соответ- 
ствует число 


+ о. ) и (7) ›. 


$=1 


Но сумма в скобках, очевидно, равна 


АФ-А(%, 
где под А(]), А (й),... мы понимаем степени отображений }, #,.... От- 
сюда следует, что 

ии, 


в том и только в том случае, когда 
3% — 1 г’ р 
+ (А0-4А 0) = (4-40), 


т. е. когда 


А) =А(е). 
Так как (см. $ 2) 
1ф=97 
а А($) = А ($) =2, то 
А()=А()) (2) 
и, аналогично, 
А (в) =А(8). (3) 


Применяя теорему 4, мы видим, что необходимое и достаточное условие 
гомотопности отображений } и & выражается равенством 


А) =А(8). 
3= 
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Так как 
(= ;(1:), 
то 
АА =А-АФ=2У и (т) 


есть число четное. С другой стороны, при заданном № и произвольном 
целом числе { всегда можно найти } такое, что 


ААА 


Таким образом, в рассматриваемом случае между гомотопическими 
классами отображений и их степенями существует взаимно однозначное 
соответствие, однако совокупность всех степеней отображений может 
представлять собой либо множество всех четных чисел, либо множество 
всех нечетных чисел. Простые примеры показывают, что реализуется как 
первая, так и вторая возможность. Так, например, если М” есть тоже 
проективное пространство, то его можно отобразить на Р" со степенью 1 
и, следовательно, степени всех соответствующих отображений (т. е. опре- 
деляемых той же подгруппой Фо) будут нечетные. Если М” есть произ- 
ведение двумерной сферы на окружность, 5? Хх 51, а } — топологическое 
отображение окружности 5 на проективную прямую Р!< РЗ, то, полагая 


{2 ху) =Г (У) (265, уе5'), 
мы получаем отображение 
1:92 Х 51 > Рз, 


имеющее, очевидно, степень 0. Следовательно, степени всех соответствую- 
щих отображений будут четные. 

Ь) Пусть М” — неориентируемое псевдомногообразие. Группа В (М”), 
а значит, и изоморфная ей группа Г, состоит из двух элементов, следо- 
вательно, по теореме 4, в этом случае существуют два класса отображе- 
ний. Отображения й и } гомотопны или негомотопны в зависимости от 


того, будет ли сумма 
ап 


или, что то же самое, сумма 


соответственно четной или нечетной. 
2) Перейдем теперь к случаю, когда п четно. 
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п 
а) Пусть М", а следовательно, и Г”, ориентируемы. В 
этом случае Г состоит из двух элементов и специальный цикл и специ- 
ально-гомологичен нулю или нет в соответствии с тем, является ли число 


оп 


$=1 


четным или нет. Но тогда из теоремы 5 следует, что два отображения 
Ги & гомотопны в том и только в том случае, когда имеет место по 
крайней мере одно из двух соотношений: 


И' (и; ) =’ (и; 7) (шоа2), (4) 


И Ир и (ит) (под 2). (5) 
ЛЕММА. 


Й' (и; ;,) ==0 (шо 2). 


Доказательство леммы будет дано ниже. Из леммы вытекает, что 
условия (4) и (5) эквивалентны, а следовательно, } и © гомотопны в том 
и только в том случае, когда 


или, что то же, когда 


Отсюда сразу следует, что существуют два класса отображений, так 
как при данном } всегда можно построить такое &, чтобы Й7 (и; -) было 
произвольно данным заранее целым числом. 

Доказательство леммы. Будем считать, что все рассматривае- 
мые отображения переводят остов К"”" в пространство Р”\, а остов 
К”?*—вР"*, причем пространство Р”? накрывается экватором У”? 
сферы ааа (см. $ 3. Очевидно, данное допущение не ограничивает 
общности рассмотрений). 

Пусть ]/— непрерывное Е ориентированного симплекса 
В ориентированную сферу У, при котором граница симплекса Т” пере- 
ходит в экватор УХ" сферы Х”. Тогда естественным образом опреде- 
ляются степени отображения } в верхнюю и внижнюю ны сферы 3. 
Обозначим эти степени соответственно через 1 и 1’. Число 77 мы будем 
для краткости называть степенью отображения } наверху и обозначать 
А} (т”), а число 1” — степенью отображения } внизу и обозначать 
А; (1Т”). Будем считать, что в х1 задана ориентация, индуцируемая 
ориентацией верхней полусферы. Тогда разность 


- —"=А— А 


* х—1. 

есть отмерь, отображения }] границы симплекса Тв экватор Х 
Числа 4} и А; не меняются при р _ отображения, если 
в течение всего процесса деформации граница ДТ” симплекса Т” перево- 


дится в сферу рр 
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Вычислим И’ (и; ;,). Пусть 
+ ("о 
А; (Т;) = ль, 
д -т. 


Так как И=ой, где о есть отражение сферы ХУ” в своей экваториаль- 
ной плоскости, то 


и 


АТ = фт, АТ) = 


о НЕ НЕТ 


Так как 1, —“/\ есть степень отображения й: ДТ; > УХ" 1, которую 
мы будем обозначать через 84, то последнее соотношение можно записать 
в виде 


у 


и; к» (Ту) = 8, — №. 
Суммируя по $, мы получаем 
И! (изв) = у 8, (под 2). (6) 
Так как ` .”. 
= Ут АЛ = у АТ}, 
$=1 $=1 


то, очевидно, правая часть соотношения (6) равна степени 58° отображе- 
ния й: ДА —> >" *. Напомним, что 


р р 
АА 5—5" " (7) 
2-51 1=1 


(см. 85) и подечитаем 8” следующим образом: пусть 


+ (ст , а " 
А; (5, ) =ь,, А, ) =ь.. (8) 
Так каки —1 нечетно, а отображение Г специально, то очевидно, что 
А ы, 
— га’ п—1 у 
3 рн) ан (9) 


Степень 8° отображения й: АА->»”* равна числу накрытий произволь- 
ного (п — 1)-мерного симплекса Е” " сферы У” образами (п — 1)-мер- 
ных симплексов цикла АА при каком-нибудь симплициальном прибли- 
жении отображения #. Из соотношений (7), (8), (9) видно, что если в 
качестве симплекса Е” " взять симплекс из верхней полусферы сферы 
у", то 


/ и! 


х р 
6 = Уы-в, 
=1 
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а если взять симплекс нижней полусферы, то 
о ы и 7 
= У\(-в. 
1—1 


Следовательно, 5°=0 и соотношение (6) дает 
У (и; +) =0 (то4а2). 
Лемма доказана. 
Ь) М” — неориентируемое псевдомногообразие, а на- 
крытие /[” ориентируемо. Из результатов п. Ь) $ 6 следует, что 


классе специальных гомологий цикла и я определяется четным числом 


У (шз)= Уз Ушу 1) =2 Ущ р). (0) 


Принимая во внимание геометрическое значение числа и 7 а также то 
О 


т 
обстоятельство, что симплексы Т+, —Т; являются симплексами коге- 
рентной ориентации псевдомногообразия [", мы заключаем, на основании 


(10), что (и; 1) есть разность степеней отображений О 
И (ш,з) = А — 40. (11) 


Так как Й’ есть произведение отображения # на отражение сферы У” 
в своей экваториальной плоскости, то А (#') = — А(й). Применяя  тео- 
рему 5 и пользуясь соотношением (11), мы видим, что } и # гомотопны 
в том и только в том случае, когда выполняется по крайней мере одно 
из двух соотношений: 


и (12) 


А (8) — А(®) = - АДА + А() А; 


эти соотношения равносильны соответственно соотношениям 


А =А 


А (8) =—А(). 


Таким образом, гомотопический класс отображения М” в Р" определяет- 
ся в этом случае абсолютной величиной степени накрывающего отобра- 
жения накрытия [^ в >". 

Из соотношений (40) и (14) следует, что степени накрывающих отоб- 
ражений сравнимы друг с другом по модулю 2. Легко видеть, что сово- 
купность всех степеней накрывающих отображений совпадает либо со 
множеством всех четных чисел, либо со множеством всех нечетных 
чисел. Примеры показывают, что обе возможности реализуются. Так, 
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например, если М” есть проективное пространство, то существует спе- 
циальное отображение накрытия [” в сферу У", имеющую степень 1 
(тождественное), и, следовательно, в этом случае степень специального 
отображения может быть только нечетным числом и притом любым. 
В $7 будут приведены примеры специальных отображений накрытия 
ГЛ в сферу У", имеющих четную степень. 

с) М” неориентируемое, [^ неориентируемое. По теореме 
6, в этом случае группа Г состоит из двух элементов, поэтому все специаль- 
ные циклы, специально не гомологичные нулю, специально-гомологичны друг 
другу. Применяя теорему 5, мы сразу видим, что число классов отобра- 
жений в этом случае не может превышать двух. Пусть й — произвольное 
фиксированное отображение. Полагая в условиях теоремы 5, что 8 сов- 
падает с А, мы видим, что } гомотопно А в том и только в том случае, 
когда выполняется по крайней мере одно из соотношений: 


сп 


и 0, (из) 


Если р и 0, а /— отображение, не удовлетворяющее соотношению (43) 
(такое } всегда существует), то оно не удовлетворяет и соотношению (14) 
и, следовательно, в этом случае ] не гомотопно 1 и существуют два класса 
отображений. Если же цикл и» ;, специально не гомологичен 0, то одно 
из соотношений (13), (14) выполняется всегда, и, следовательно, / гомо- 
топно в. В этом случае существует один класс отображений. В $ 7 при- 
ведены примеры, показывающие, что даже для одного и того же псевдо- 
многообразия М” цикл и; „ Может быть специально-гомологичным 0 для 
накрывающих /.”, соответствующих одним подгрупнам Ф., и не быть спе- 
циально-гомологичным 0 для накрывающих, соответствующих другим 
подгруппам. 

Собирая вместе полученные результаты, мы приходим к следующему 
предложению. 

ТЕОРЕМА 7*. 1) п нечетное. Два отображения ориенти руемого 
псевдомногообразия М” в проективное пространство Р" гомотопны в том 
и только в том случае, когда степени отображений равны. При этом 
совокупность степеней всех отображений представляет собой либо сово- 
купность всех четных чисел, либо совокупность всех нечетных чисел. 


Если М" неориентируемо, то существуют два класса отображений 
Мозер 


‘ п 

2) п четное. Если М" ориенти руемо, то существуют два класса отоб- 
ОЗ ` п 

ражений. Если М" и Г/ оба неориенти руемы, то число классов отоб ра- 


эжсений равно либо 1, либо 2. Если же М" неориентируемо, а [^ ориен- 


* Предполагается, конечно, что все отображения, рассматриваемые в теореме 
7, связаны с подгруппой Ф.. 
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тируемо, то два отображения М" в Р" гомотопны в том и только 
в том случае, когда степени накрывающих отображений равны по 
абсолютной величине. При этом совокупность степеней всех отобра- 
жений представляет собой либо совокупность всех четных чисел, либо 
совокупность всех нечетных чисел *, 

Из теоремы 7 получается, как частный случай, теорема Борсука об 
отображениях сферы [(2), теорема 41]. 


$ 7. Отображения замкнутых поверхностей 


В качестве приложения мы рассмотрим здесь вопрос о классификации 
отображений замкнутых поверхностей в проективную плоскость, изучав- 
шийся другими методами в работе Хсян-Лин Ши (1). 

А. Пусть М? — замкнутая поверхность, Ф — ее фундаментальная груп- 
па, Р? — проективная плоскость. В силу теоремы 3, для решения задачи 
о классификации отображений поверхности М? в Р? необходимо прежде 
всего найти все подгруппы индекса 2 группы Ф. Это нетрудно сделать, 
пользуясь замечанием, сделанным в конце $ 3, в силу которого число 
подгрупп фундаментальной группы индекса 2 любого комплекса К” равно 
числу ненулевых элементов группы одномерных гомологий по модулю & 
этого комплекса. Если М? есть замкнутая неориентируемая поверхность 
рода р (сфера с р пленками Мебиуса, р>.1), то ее можно задать при 
помощи канонического многоугольника ИУ типа 


й 


ИС о. 6 
сесс в 


Его 
[см. (°), глава 6. с,, с, представляют собой граничные ребра многоуголь- 
ника ИУ, ориентированные в соответствии с выбранным направлением 
обхода контура многоугольника. Поверхность М? получается отождествле- 
нием ребер с, и с;]. Фундаментальная группа такой поверхности есть 


группа с р образующими С1, С.,...,Сь (соответствующими парам сторон 
многоугольника), связанными одним соотношением: 
2712 2 
365 ... (6. =... (1) 


Одномерное число Бетти по модулю 2 такой поверхности равно, как 
известно, р. Следовательно, ее одномерная группа у-гомологии по модулю 
2, совпадающая с группой Д-гомологий по модулю 2, содержит 27 эле- 
ментов, и число подгрупи индекса 2 фундаментальной группы Ф равно 
2Р —_1. Зная их число, нетрудно все эти подгруппы найти. Пусть 
1, #,,....й-—[ различных ‘чисел из совокупности 1, 2,...,р (Ир, 
порядок, в котором берутся эти { чисел, нас не интересует). Рассмотрим 
совокупность Ф, (1,&,...,й) всех элементов группы Ф, записываемых 
в виде слов, составленных из образующих С\,Сь,...,Сър, в которых сумма 


* Для одного и того же многообразия степень накрывающего отображения 
может быть как четной, так и нечетной, в зависимости от подгруппы Ф, (см. 


теорему 8). 
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показателей при образующих С;,, С.„,...,Си есть четное число. Нетрудно 
видеть, что Ф, (1,1»,...,й) представляет собой подгруппу индекса 2 
группы Ф. При фиксированном { число таких подгрупп равно Су, следо- 


Ф 
п 1 
вательно, общее их число = \ С,=2 —1. Очевидно, все эти подгруппы 


11 
различны и, таким образом, представляют собой все подгруппы индекса 2. 


В случае, когда М? есть ориентируемая поверхность рода р (сфера 
с р ручками, р>.0), все подгруппы индекса 2 фундаментальной группы 
могут быть найдены аналогично. Однако в этом случае сами подгруппы 
нас не интересуют, число же их равно, очевидно, 2*? — 1. 

Б. Определим теперь все двулистные накрытия [2 неориентируемой 
поверхности рода р. Рассмотрим два многоугольника М, с границей 
аа. аа... ара, и У, с границей 6,6. 5.5. в 6, конгруэнтных многоуголь- 
нику И (при этом мы считаем, что при естественном отображении, 
определяемом конгруэнтностью, ребра а; и в соответствуют ребру сх, а 
ребра а; и 6, — ребру с;). Произведем следующие отождествления: отож- 
дествим а; с а, и Ь, с й для всех ], не равных ни одному из чисел 
,1,...,й. Ребро а:, отождествим -с ы а ребро а, отождествим с 
+, (5 =1,2,...,[). В результате такого отождествления получается по- 
лиэдр [72. Естественные отображения многоугольников И; и И, на много- 
угольник У индуцируют отображение \ф полиэдра Г? на М?. Нетрудно 
убедиться, что прообраз каждой точки поверхности М? при отображении 
ф состоит из двух. точек и что отображение ф является локально-гомео- 
морфным. Поэтому [2 представляет собой двулистное накрытие поверх- 
ности М?. Если [< р, то Г7 есть неориентируемая поверхность рода 
2р—2. Если же / =р, то [2 есть ориентируемая поверхность рода р — 1. 

Как известно, между двулистными накрытиями полиэдра и подгруп- 
пами индекса 2 его фундаментальной группы существует естественное 
взаимно однозначное соответствие. Покажем, что построенному нами 
накрытию Г? соответствует при этом подгруппа Ф, (&,1,,..., ий), опре- 
деленная в А. Примем за начало путей поверхности М? точку 0, полу- 
чающуюся отождествлением всех ‘вершин канонического многоугольника 
У?. Точке О соответствуют на поверхности [72 две точки О, и О,, причем 
мы будем считать, что О, есть точка, получающаяся в результате 
отождествления тех вершин многоугольника \\, по которым примыкают 
друг к другу пары его сторон аз, и а, ($=1,2,...,/), и тех вершин 
многоугольника \У,, по которым не примыкают друг к другу пары (+, и 
ы. ($ =1,2,...,0. Примем О, за начало путей на поверхности Г[2. Для 


того чтобы определить, какой подгруппе соответствует накрытие /2>, 
нужно найти, в какие пути поверхности М? отображаются все замкнутые 
пути поверхности /[^, выходящие из точки О.,. При этом можно ограни- 
читься лишь рассмотрением замкнутых путей, составленных из 
ребер а, а,, 6, 6,. Но всякий путь, выходящий из точки О; и составлен- 
ный из ребер, является замкнутым в том и только в том случае, когда 
он содержит четное число ребер а;, (совпадающих с 4, и а ‚ (совпадаю” 
щих с 6+.), так как каждое такое ребро имеет своими концами обе точки 
О, и О,, в то время как оба конца каждого из остальных ребер совпа- 
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дают. Следовательно, { отображает все замкнутые реберные пути накры- 
тия [72, выходящие из точки О, втакие пути поверхности М?, выходящие 
из точки О и составленные из ребер с, (совпадающих с с;), которые 
содержат четное число ребер сз, = са, ($=1,2,...,1). Но все такие пути 
определяют подгруппу Ф, (11, 1,,...,й) группы Ф. Следовательно, по- 
строенное нами накрытие /2 соответствует именно данной группе. 

В. Переходим теперь к вопросу о классификапии отображений за- 
мкнутых поверхностей в проективную плоскость. Случай отображений, 
удовлетворяющих условию стягиваемости, исчерпывается теоремой 2. 
Случай, когда М? есть ориентируемая поверхность, исчерпывается теоре- 
мами Зи 7 и результатом, сформулированным в последнем абзаце п. А 
настоящего параграфа. Поэтому мы рассмотрим здесь не удовлетворяющие 
условию стягиваемости отображения неориентируемых поверхностей М?. 

Произведем триангуляцию канонического многоугольника \, задаю- 
щего поверхность М?, так, чтобы после отождествления надлежащих его 
сторон получился комплекс. Треугольникам полученной триангуляции 
придадим когерентную ориентацию. На многоугольники У; и И, пере- 
несем триангуляцию и ориентацию с У. Если теперь в многоугольнике 
У, отождествлять все пары ребер а; и а; для которых ] = 1, (5 =1,2,...,1), 
а также соответствующие вершины его, то мы получим кусок % поверх- 
ности [2 (см. $ 5, доказательство теоремы 6). Аналогично, многоугольник 
У, даст нам кусок 3%. 

1) /=р. [2 в этом случае есть ориентируемая поверхность. В силу 
теоремы 7, гомотопический класс отображения определяется абсолютной 
величиной степени накрывающего отображения, причем совокупность 
всех степеней отображения состоит либо из всех четных чисел, либо из 
всех нечетных. Выясним, что именно имеет место в рассматриваемом 
случае. Пусть двумерные симплексы куска 3% суть ПО 
двумерные симплексы куска % суть 2. а и — специальное отображение 
накрытия [2 в сферу >?. Тогда надо рассмотреть (см. 8 6) степень 
отображения # цикла 


с? а ь 
2 и 
А! — 12 == ь Т: — > Г; 
$=1 $=1 
в сферу *?. Предполагая, что границы всех двумерных симилексов 
т. 1 2 
отображаются посредством й в экватор Х сферы Х, положим, что 
12 и == я 9 
АТ) =и, АЕ (=, 
2 1 
1. — я = 8, есть степень отображения границы ДАТ; в Х. Легко видеть, 
О 


78 й 


АТ) = фм, АТГ) =ЬЫф 


Ра и 
Поэтому степень отображения й цикла А — В в сферу * 
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22 
Остается подсчитать У 5;. Эта величина равна степени отображения й 

1 
границы цепи А в окружность У”. Так как вершины многоугольника 
У! надлежащим образом отождествлены, то граница цепи А представля- 
ет собою р окружностей Х,(1=1, 2,...,р), каждая из- которых состо- 
ит из двух полуокружностей а, и а, &=1, 2,...,р). й является специ- 
альным отображением, поэтому оно переводит диаметрально противопо- 
ложные точки окружности > в диаметрально противоположные точки 
окружности У". Но тогда степень отображения А каждой из окружно- 
стей >! есть нечетное число — это может быть доказано непосредственно 
при помощи угловой функции [см. (15), стр. 184], а также следует из 
замечания, сделанного в конце п. а) части 1) $6. Таким образом, чет- 
ность числа А (#) совпадает с четностью числа р. 

2) (р. Пусть # — специальное отображение комплекса Г? в сфе- 
ру Х. Необходимо выяснить, в каком случае цикл и, ‚‚ специально- 
гомологичен нулю и в каком случае нет [см. 5 6, раздел 2), с)]. Для 
этого достаточно определить четность числа 


(см. начало $ 4 и бъ5, п. ©) доказательства теоремы 6). 
Полагая, как и в п. 1), что 


и 


АР (= А ФЕ, 


легко убедиться, что 


2 © 
в» (Г) = би и- 2и=“— 24. 


Поэтому 


Последняя сумма представляет собой степень отображения Й границы 
ДА цепи А в окружность У". Эта граница состоит из окружностей, 
получающихся из ребер а; и а, (7 =1,), и из окружностей, получающих- 
ся из пар ребер а, а, ($ =1, 2,...,/. Первых окружностей четное 
число (так как ребрам а; и а, соответствует одна и та же окружность, 
входящая в АА дважды с одинаковой ориентацией). К остальным же 
окружностям применимы рассуждения п. 2) и степень отображения каж- 
дой из них нечетна. Поэтому четность числа И’ совпадает с четностью 
числа /, и цикл ч;. ‚ специально-гомологичен нулю в том и только в 
том случае, когда / четно. Но тогда из $ 6, 2), с) вытекает, что при / 
четном существуют два класса отображений, а при {/ нечетном — один. 

Собирая вместе все результаты, относящиеся к отображениям замкну- 
тых поверхностей в проективную плоскость, мы получаем следующую 
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теорему, дающую исчерпывающую гомотопическую классификацию этих 
отображений. 

ТЕОРЕМА 8. 1) Пусть М*— ориенти русмая поверхность рода р (р>.0). 

а) Существует счетное множество гомотопических классов отоб ра- 
жений М? в Р?, удовлетворяющих условию стягиваемости. Каждый 
такой класс однозначно определяется абсолютной величиной степени 
накрывающего отображения, причем совокупность всех этих степеней 
совпадает с совокупностью всех целых чисел. 

Ь) Существуют два класса отображений, соответствующих подгруп- 
пе Фу, индекса 2 фундаментальной группы Ф. Так как таких подгрупп 
имеется 2? —1, то общее число классов отображений, не удовлетворя- 
ющих условию стягиваемости, равно 2271 — 2. 

2) Пусть М? — неориенти руемая поверхность рода р(р>.\. 

а) Существуют два класса отображений, удовлетворяющих условию 
стягиваемости. 

Ь) Если Ф. =Ф. (1, 2,..., р), т. е. накрывающая Г? ориентируема, 
то существует счетное множество классов отображений, соответству- 
ющих подгруппе Ф,. Каждый такой класс однозначно определяется 
абсолютной величиной степени накрывающего отображения. При этом 
совокупность всех степеней накрывающих отображений совпадает с ‹о- 
вокупностью четных чисел при р четном и с совокупностью нечетных 
чисел при р нечетном. 

с) Если Ф, =Ф, (4, &,..., и) в [< р, т. е. накрывающая Г? неори- 
ентируема, то при [ нечетном существует один класс отображений, 
соответствующих подгруппе Фу, а при п четном — два класса. Общее 
число всех таких классов равно поэтому 


о 8 И. -* 
а. 


т. е. равно 3 (27 *—1) при р нечетном и 3(2Р"—1) —1 при р чет- 
ном. 


Поступило 
16. ТУ. 1951 
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ОСОБЫЕ СЛУЧАИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ РИМАНА 
ДЛЯ СИСТЕМ п ПАР ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком М. В. Келдышем) 


Рассматриваются случаи, когда элементы матрицы коэффициентов 
краевой задачи могут обращаться в бесконечность или определитель 
ее обращается в нуль. Как общая тенденция устанавливается, что 
наличие полюсов элементов матрицы уменьшает число линейно незави- 
симых решений или увеличивает число условий разрешимости задачи, 
а наличие нулей определителя не изменяет этих величин. В простей- 
ших случаях изменение числа линейно независимых решений устанав- 
ливается точно. 


$1. Пусть Ё-— контур, состоящий из некоторого числа простых 
замкнутых гладких кривых, ограничивающих связную область 0+ и до- 
полнительную к ней область )-, содержащую бесконечно удаленную 
точку. Требуется определить векторы 


97 (2) = {41 (2),..., 9. (2)}; — 98) = {91 (2), ..-, 9. (8)}, 


голоморфные соответственно в областях Ш*, Р’ и удовлетворяющие на 
контуре п линейным соотношениям, которые можно записать в виде 
одного векторного уравнения: 


9 (0 =С ($7 (9 +54, (1) 


где С (1) — матрица, элементы которой — заданные функции точек кон- 
тура, а 6(#) — заданный на контуре вектор. 

В общей теории предполагается, что элементы С (1) и 6(1) удовлетво- 
ряют условию Гельдера, причем определитель матрицы С\( нигде не 
обращается в нуль. В настоящей работе рассмотрены исключительные 
случаи, когда определитель С (1) может иметь нули в некотором конеч- 
ном числе точек &,...,Ё» контура и элементы С (1) могут обращаться 
в бесконечность целого порядка в конечном числе точек &,..., 4». 

Основная цель настоящего исследования заключается в решении во- 
проса, как меняется число линейно независимых решений и число усло- 
вий разрешимости от наличия нулей определителя и полюсов * элементов. 
В моей работе (1) дано полное решение этого вопроса для п =1. В этом 
случае получается вполне определенный результат, именно, наличие 
нулей коэффициента С (1) не меняет числа линейно независимых реше- 
ний, а наличие полюсов уменьшает это число на порядок полюса. В рас- 


* Здесь мы для краткости условно называем полюсом функции (неаналитичс- 
ской) точку, где функция обращается в бесконечность целого порядка. 
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сматриваемой здесь краевой задаче для системы п пар функции дело 
обстоит сложнее, и окончательный результат в общем случае не может 
быть выражен в такой простой и отчетливой форме. Но тенденция числа 
решений не изменяться от наличия нулей определителя и уменьшаться 
от наличия полюсов остается и здесь. 

Способ исследования заключается в разложении матрицы коэффици- 
ентов на произведение двух матриц, из которых одна имеет нормальный 
вид, рассматриваемый в общей теории, т. е. злементы ее конечны и 
определитель не обращается в нуль, а другая составлена из рациональ- 
ных функций и, следовательно, аналитически продолжима в области 0* 
и О. Основная трудность заключается в определении того, каким мно- 
жителем (левым или правым) выделить соответствующую матрицу; как 
показывает исследование, в различных случаях это приходится делать 
по-разному. Следует отметить, что трудности эти не принципиального 
характера, и в конечном счете во всех случаях задачу можно было бы 
решать единообразно, но при неудачном выборе матричных множителей 
произвольные постоянные, входящие в решения, могут оказаться зави- 
симыми, что затрудняет в дальнейшем подсчет числа независимых усло- 
вий, которым они удовлетворяют. Для каждого случая имеется один 
простейший путь получения решения, который и приводится. 

Разложение матрицы в произведение достигается при помощи линеи- 
ных преобразований, аналогичных тем, которые производятся для при- 
ведения базиса алгебраического поля к нормальной форме. Способ этот 
довольно нодробно изложен в моих работах (2), (3), поэтому здесь я огра- 
ничусь только определением основных понятий и формулировкой нуж- 
ных результатов. 

Мы говорим, что функция С+ь(Р) имеет в точке & порядок а, если 
отношение я в точке & конечно и не обращается в нуль. Очевид- 

О 
но, нулю соответствует положительный порядок, полюсу — отрицательный. 
Порядком о, столбца (строки) матрицы будем называть наинизший поря- 


док элементов столбца (строки). В этом случае бином (#— ы) назы- 
вается делителем столбца (строки). Порядок функции и столбца (строки) 


в бесконечно удаленной точке мы получим из предыдущего, если заме- 


ним в наших определениях бином (Ё— &) на = “. 


Говорят, что матрица в точке & имеет нормальную форму по столб 
цам (строкам), если сумма порядков столбцов (строк) матрицы в этой 
точке равна порядку ее определителя. 

Имеет место 

ТЕОРЕМА. Матрицу можно привести к нормальной форме по 
столбцам (строкам) при помощи элементарных преобразований ее 
столбцов (строк). 

Этой теореме можно придать еще следующую эквивалентную форму- 
лировку: 


* Порядок на бесконечности в нашем определении обратен по знаку порядку, 
принятому в работах Н. И. Мусхелишвили и Н. П. Векуа. 
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О Е ЗЕЕ В аа 


Матрицу можно привести к нормальной форме по столбцам (стро- 
кам) умножением справа (слева) на матрицу с постоянным определи- 
телем, элементы которой суть полиномы, если элементы данной матрицы 
имеют положительный порядок, и рациональные функции, если среди 
элементов данной матрицы есть имеющие отрицательный порядок. 

Формулируем еще некоторые, нужные нам в дальнейшем, понятия 
из общей теории краевой задачи Римана. 

Канонической матрицей решений краевой задачи (1) называется 
матрица из п решений однородной задачи (6 (1) =0), голоморфных в ко- 
нечной части плоскости и имеющих конечный порядок на бесконечности, 
удовлетворяющая следующим двум условиям: 

1) определитель ее не имеет нулей нигде в конечной части плоско- 
сти; 

2) матрица имеет нормальную форму в бесконечно удаленной точке. 

Имеет место 


ТЕОРЕМА. Даля всякой однородной краевой задачи в случае, если 
элементы матрицы С (1) ограничены и определитель не обращается в 
нуль, можно построить каноническую матрицу решений. 

Порядки х, решений (столбцов канонической матрицы) на бесконеч- 
ности называются частными индексами задачи. Сумма х частных инде.-- 


п 


ксов, х = У х, равная индексу определителя канонической матрицы, 
= 


называется суммарным индексом задачи. 

Если обозначить сумму положительных частных индексов через », 
а сумму отрицательных — через р (х =/ — 1), то Х будет равно числу 
произвольных постоянных, входящих в решение однородной и неодно- 
родной задач, а + будет равно числу условий разрешимости ‘неоднород- 
ной задачи. Последнее вытекает из условия голоморфности решения 
в бесконечности. Входящие в решение произвольные постоянные не могут 
быть использованы для удовлетворения условий разрешимости, послед- 
ним должен удовлетворять свободный член 6 (#) для того, чтобы решение 
существовало. 

Перейдем теперь к решению поставленной задачи. 

$ 2. Рассмотрим сначала простейший случай, когда элементы матри- 
цы С(0 ограничены, а определитель обращается в нуль в точках 
Е, [(,,...)Ё[т ПОрядков 91,... бт (я, — целые числа >> 0). 

Однородная задача: $* (1) =С(19` (1 

Пусть 2, — какой-нибудь нуль определителя С (1). Будем предпола- 
гать, что элементы матрицы дифференцируемы в этой точке столько раз, 
сколько необходимо для того, чтобы обеспечить разложение элементов 
матрицы по формуле Тейлора. Приведем матрицу С (1) в точке 4х к нор- 
мальной форме по строкам, и пусть Т+ — полиномная матрица с постоян- 
ным определителем, умножение на которую слева равносильно приве- 


дению матрицы С( к нормальной форме. Если а — порядки строк 


п 
матрицы С (#) после приведения ее к нормальной форме (> а = «,, то 
= 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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будем иметь 
(д 
С =тТьТьС@ = Та" | (# — р)" |’ (0, 


где С” (1) — матрица, определитель которой не обращается в нуль в точ- 
ке &. Поступая так же со всеми остальными нулями определителя, мы 
приведем краевое условие к виду 

9" (1 =9(0С, (0+7 (0, 
где 0 (1) — полиномная матрица, нули определителя которой совпадают 
с нулями определителя С (1), а С, (1) — матрица с определителем, не 


обращающимся в нуль. 
Пусть Х, (2) — каноническая ‘матрица краевой задачи: 


9 (1 = С, (91 (9), 


так что имеем 


С, (9 = Х!: (0 -[Х: 9]. 
Краевое условие задачи можно представить в виде: 


[Х: ("9 = [Х: (0-9. 

Последнее краевое условие можно рассматривать как условие анали- 
тической продолжимости функции через контур на всю плоскость. Левая 
часть может иметь полюсы в точках &,...,#. контура, но так как пра- 
вая` часть в этих точках ограничена, то отсюда следует, что в точках 
1,...,т будут устранимые особенности; следовательно, единственной 
возможной особенностью аналитической во всей плоскости функции будут 
полюсы в бесконечно удаленной точке. Таким образом, по обобщенной 
теоремы Лиувилля, 


$ (9 =0(@ 5х: @Р(@®; хз @=х: @Р@, 
где Р(2) — вектор из многочленов с произвольными коэффициентами. 
Так как степень полиномного вектора зависит лишь от порядков реше- 
ний канонической матрицы Х, (2) на бесконечности, то отсюда следует 
основной результат: 

Число линейно независимых решений однородной краевой задачи не 
зависит от наличия нулей определителя матрицы коэффициентов С (1) 
и будет таким же, как и в случае отсутствия нулей (0 (0 ==1). 

Заметим, что можно было бы решить задачу и путем приведения 
к нормальному виду по столбцам и выделения правого матричного мно- 
жителя С (1 =С,(-В (1. Тогда мы получили бы краевое условие в виде 


[%: (09) = [Хх 6]. В 0 9 (9, 


а решение выражалось бы формулами 


$* (2) = Х: (9Р(а); х ф=х; @Е*@РЦа. 
Здесь степени Р (2) зависят и от порядков матрицы А (2) на бесконеч- 
ности, а функция $’ (2) имеет полюсы в точках &,,...,Ёш контура. Под- 
бирая коэффициенты многочленов так, чтобы эти полюсы устранились, 
мы определили бы часть произвольных коэффициентов и в конце концов 
при’али бы к тому же результату, но более сложным путем. 
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Неоднородная задача: 9+ (1) =С($` (9 +6(4. 

В данном случае перебрасывать матрицу 0(!), устраняющую нули 
определителя, в левую сторону нельзя, так как вектор 6({) будет умно- 
жаться на матрицу О*({) и станет после этого умножения иметь в точ- 


ках &,...,ёт особенности неинтегрируемого порядка. 
Будем приводить матрицу С(1) к нормальному виду в точках 
1,...,Ёт ПО столбцам. Рассуждая аналогично предыдущему, получим, 


что матрицу С (1) можно представить в виде произведения 


С (0 =С, (0-9 (0, 
где С, (1) — матрица, определитель которой не обращается в нуль, а 
О (1) — полиномная матрица, нули определителя которой совпадают с ну- 
лями определителя С (1. 
Вводя, аналогично предыдущему, Х, (2) — каноническую матрицу 
краевой задачи $$ (1 = С, (1 $7 (1), мы представим краевое условие в виде 


[Х: (9 * 9+ (0 = [Х; 0] *.0 (0$ (+ [х1 0". 60. 


Вводя кусочно-голоморфный вектор 


4 С [1 <) 1-6 (1) 
Ф(2) = =: \ ЕВА 
. 2щ х— 3 

и пользуясь формулами Сохоцкого для предельных значений интеграла 


типа Коши, мы получим краевое условие в форме: 


[Х: (0) ‘9+ (9 — Ф+ (0 = [х; 0 *.0 0-0 — $ (0. 
На основании теоремы об аналитическом продолжении и обобщенной 
теоремы Лиувилля, найдем решение задачи: 


$ (9 = Х: (2 [Р(@ + Ф*(8], 
$ =0 (8) Х: (2 [Р() + Ф` (8 
где Р (2), как и ранее, — полиномный вектор. 
В последних формулах ф- (2) может обращаться в бесконечность в 
точках {1,..., т. Для того чтобы решение оставалось конечным на контуре, 
нужно потребовать, чтобы выражение 


Х, (2) [Р (2) +Ф` (2) 
имело нули соответствующего порядка в точках {,...,Ё„ контура. Это 
дает новые условия разрешимости задачи. Части из них можно удовле- 
творить путем подбора произвольных коэффициентов полиномного вектора 
Р (2), часть останется в качестве дополнительных условий, которым дол- 
жен удовлетворять свободный член краевого условия для того, чтобы 
задача имела решение. Их нужно будет присоединять к условиям раз- 
решимости, возникающим при наличии отрицательных частных индекеов 
краевой задачи 
9 =С, (0$ (0, 


как условие конечности решения в бесконечно удаленной точке. 
`При помощи рассуждений, совадающих с рассуждениями, данными в 
моей работе (3) (стр. 556); можно показать, что число независимых условии, 


4* 
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вытекающих из конечности решений на контуре, в точности равно сумме 
порядков всех нулей определителя матрицы С (1) на контуре. 

Повторяя дальнейщие рассуждения той же работы (3), получим окон- 
чательный вывод: 

Наличие нулей определителя матрицы коэффициентов на контуре 
не влияет на число линейно независимых решений и на число условий 
разрешимости задачи. Число произвольных постоянных, а также число 
условий разрешимости задачи, такие же как и в случае отсутствия 
нулей. 

Условия разрешимости, вообще говоря, меняют свой вид. В частности, 
для их выполнимости недостаточно, чтобы коэффициенты просто удовле- 
творяли условию Гельдера; нужно потребовать, чтобы в точках нулей 
определителя коэффициенты имели производные соответствующего порядка. 

$ 3. Рассмотрим теперь самый общий случай, когда элементы матри- 
цы С({) могут обращаться в бесконечность и определитель ее может 
обращаться в нуль. 

Пусть д1,..., т — точки, где некоторые элементы С (!) обращаются 


в бесконечность целого порядка, и &,...,& — точки, где определитель 
С (#) обращается в нуль. Некоторые из точек &, могут совпадать с точ- 
ками (. 

Однородная задача: $* (#1) =С ($ (1. 

Пусть & — точка, где элементы имеют полюсы. Приведем матрицу С (#) 
в этой точке к нормальной форме по столбцам путем умножения справа 
на матрицу Г, с постоянным определителем, элементы которой — полино- 
мы относительно ; —е: 


—&: 


соо 


Порядки столбцов матрицы С” ({) в точке & могут быть отрицатель- 
ными, нулевыми или положительными. Вынесем из С”(!) диагональную 
матрицу слева, составленную из отрицательных или нулевых степеней 
бинома ({ — &) так, чтобы столбцы матрицы С’ (1, имеющие положитель- 
ный или нулевой порядок, остались без изменения, а столбцы, имеющие 
отрицательный порядок, стали бы иметь нулевой. Будем иметь 


С (= С". В, (1), 


тде (” (1) — матрица, элементы которой конечны в точке &, А, (#) — матрица, 
> 1 га 
элементы которои — полиномы ——_, а определитель равен соп34. (Е—1) 
$ 
тде- о; — целое положительное число. 


Проделав подобные преобразования для всех точек & (1 = 1,2,..., т), 
получим, что матрицу С (1) можно представить в виде произведения 


с (0 =сС” (0-8 ©, 


где С”’ (1) — матрица со всюду ограниченными элементами, а В (#) — мат- 
рица, элементы которой — рациональные функции. 

Пусть Е а (4 > р) — точки, где определитель матрицы С”" (2) обра- 
Ецается в нуль. Эти точки включают в себя р точек, где обращается в 
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нуль определитель матрицы С (1), а также, может быть, некоторые из 
точек &, где элементы обращаются в бесконечность. 
Рассуждая как в $ 2, получим представление матрицы С”” (#) в виде 
произведения: 


С” (1) =9(0.С, (6, 


где © (1) — матрица с полиномными элементами, а С, (1) — матрица со 
всюду конечными элементами и определителем, не обращающимся в нуль. 
Краевое условие запишется в виде: 


9) =9(0С, 9.89. 


Пусть Х, (2) — каноническая матрица краевой задачи 


ООО 


тогда, заменяя С. ({) на г (#)] ‘`, придадим краевому условию вид 
$* (0 = 0 (9х: (ВХ; (0 "В де (0. 


Приведем матрицу [Х! (#)] "В (1) к нормальной форме по строкам в 
бесконечно удаленной точке, и пусть матрица М (1) с полиномными эле- 
ментами и постоянным определителем такова, что умножение на нее 
слева равносильно этому приведению. Тогда краевое условие можно запи- 
сать в виде 


М (8) [Х: (97 0" (0 9") =М (9х; ОГВ (0х (9. 


Далее, мы, как всегда, получим решение, применяя обобщенную тео- 
рему Лиувилля. При этом с первого взгляда может показаться, что осо- 
бенность (полюсы) могут дать и те точки &, где одновременно определи- 
тель О (1) обращается в нуль, а определитель А (1) — в бесконечность- 
Но внимательное рассмотрение показывает, что по самому способу обра- 
зования матрицы А\({) матрицы 0-() и В (1 имеют отрицательные 
порядки в различных столбцах; поэтому, если написать последнее век- 
торное уравнение в виде п простых уравнений, то в каждом из них 
одна сторона равенства будет ограниченной, а следовательно, эти точки 
будут также точками устранимой особенности, и решение будет пред- 


ставляться формулами: 
9" =0(2)Х, М" (@ Р (4), 
9 (й=В "(2 х, (ЭМ `(@®Р(8. 


Степень полинома Р (2), а следовательно, и число линейно независимых 
решений, как было показано ранее, не зависит от матрицы 0 (1), но 
зависит от порядков на бесконечности матрицы А (1. Так как эти поряд- 
ки неотрицательны, то, следовательно, частные индексы могут только 
уменьшаться, так же как и число линейно НоЗавИСИМЫХ решений. 

Если обозначить суммарный индекс задачи $: 1 (1 =С, (о: (1) через =", 
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а порядок на бесконечности определителя матрицы А (1) (суммарный поря- 
док полюсов) — через с, то суммарный индекс данной задачи будет 


х =” — с. 


Таким образом, суммарный индекс задачи уменьшается на суммарный 
порядок полюсов с. Число линейно независимых решений уменьшается 
не обязательно на это число, но, может быть, и на меньшее. Если поло- 
жительные порядки матрицы А повышают порядки столбцов матрицы 
ей (2) *, которые (порядки) ранее были отрицательными, то это умень- 
шает число линейно независимых решений; если же они повышают поряд- 
ки, которые и до того были положительными, то, так как соответствую- 
щий полином здесь берется равным тождественно нулю, число решений 
не изменяется. 

Окончательный результат можно формулировать в следующем виде: 

Если матрица коэффициентов С (1) имеет полюсы и определитель 
может обращаться в нуль, то число линейно независимых решений одно- 
родной задачи не зависит от наличия нулей определителя и уменьшается 
от наличия полюсов на число, не большее, чем суммарный порядок полю- 
сов матрицы В (1. 

Неоднородная задача: $+ (1 =С (1 $- (+6 (1. 

Здесь по тем же причинам, что ив $2, нельзя матрицу О (1) пере- 
брасывать в левую сторону. Пусть &,,...,2 — точки, где элементы С (#) 
могут обращаться в бесконечность или определитель обращается в нуль, 
иначе говоря, такие точки, где матрица после приведения к нормальной 
форме имеет столбцы с ненулевыми порядками. Приводя матрицу С (#) 
к нормальной форме по столбцам и вынося правыми множителями диа- 
гональные матрицы из степеней биномов ( — &) так, чтобы оставшаяся 
матрица имела только нулевые порядки столбцов, приведем матрицу 
коэффициентов краевого условия к виду: 


с()=с, @-В (0, 


где С, (1) — матрица со всюду конечными элементами и определителем, 
не обращающимся в нуль, а В ({) — матрица, элементы которой — рацио- 
нальные функции. 

Вводя Х, (2) — каноническую матрицу краевой задачи $+ (#) = С (г (1; 
кусочно-голоморфный вектор 


1 


Фо еды 


®— 2 


< 


2 


и матрицу М, приводящую матрицу [Х; (1)] `В (@) к нормальной форме 
в бесконечно удаленной точке, и поступая аналогично тому, как в $8 2, 
получим решение в виде: 


$* (2) = Х! (2) М * (2) [Р (2)+ Ф* (2), 
(= "(Хх (ЭМ ЧР (®)-Ф (2). 


Подсчитаем теперь число линейно независимых решений и число 
условий разрешимости задачи. 
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Пусть х* — суммарный индекс задачи $1 (1 =С, (0: (2). Обозначим 
через 6 сумму порядков тех столбцов матрицы А (#), которые после при- 
ведения к нормальной форме имеют положительные порядки (нули опре- 
делителя), а через с — сумму абсолютных величин порядков тех столб- 
цов, которые имеют отрицательный порядок. Тогда, очевидно, поря- 
док определителя матрицы А (2) в бесконечно удаленной точке будет 


равен с — 5 | наивысшая степень в разложении этого определителя по сте- 


1 = ы: 
пеням --). Итак, суммарный индекс данной задачи будет равен 


О 55 


Пусть \ есть сумма положительных, а — — сумма отрицательных 
частных индексов данной задачи. Тогда 


хх" оф в=А р. 


Как известно из общей теории, Х есть число произвольных коэффици- 
ентов, входящих в полиномный вектор Р, а р — число условий разреши- 
мости, вытекающих из конечности решения в бесконечно удаленной точке. 

Далее, функция ф` (2) нашего решения обращается на контуре в 
бесконечность во всех точках контура, где 4е А (1) =0. Для конечности 
решения в этих точках на функцию 


Х (М "(8 {Р (9) Е Ф` (2) 


нужно наложить условия, среди которых число линейно назависимых 
будет равно 5, что можно доказать рассуждениями, аналогичными прове- 
денным в (3) (стр. 556). 

Таким образом, решение задачи содержит Х произвольных постоянных 

и должно удовлетворять р -- 6 условиям. Их разность 
Х — (в 8) =х” — с. 
Этсюда можно сделать вывод: 

В случае, если порядки столбцов матрицы коэффициентов С (1) после 
приведения последней к нормальной форме оказываются разных зников 
(полюсы элементов и нули определителя), то разность числа линейно 
независимых решений и числа условий разрешимости неоднородной зада- 
чи не зависит от порядков тех столбцов, которые имеют положитель- 
ный знак, и уменьшается на число, равное сумме абсолютных величин 
порядков, имеющих отрицательный знак. 

Итак, как общий результат всего исследования, можно указать, что 
во всех случаях сохраняется общая тенденция числа решений не изме- 
няться от наличия нулей определителя матрицы коэффициентов и умень- 
шаться от наличия полюсов. Точная количественная характеристика этой 
тенденции, как показывает исследование, не всегда может быть выражена 
простым образом. 

Пользуясь результатами, полученными здесь для краевой задачи, 
можно без больших затруднений исследовать систему сингулярных инте- 


гральных уравнений вида 


40-0 +20 | ж- к г) о (9) 44 = (0 


© 1 
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в 0с0бом случае, когда определители матриц А(Й-В({) могут обра- 
щаться в нуль. Здесь я на этом не останавливаюсь. 
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ОБ ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ 
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО ДЛЯ НЕСКОЛЬКИХ 
НЕИЗВЕСТНЫХ ФУНКЦИЙ 


(11 редставлено академиком Н. И. Мусхелитвили) 


Статья посвящена решению двух граничных задач теории функций 
комплексного переменного. Одна из этих задач является обобщением 
на случай нескольких неизвестных функций задачи, поставленной Кар- 
леманом. Другая задача является обобщением задачи Римана для си- 
стемы функций. 


$ 1. Введение. Пусть Г, — замкнутый, гладкий контур, ограничиваю- 
ции некоторую конечную область О" на плоскости комплексной пере- 
менной 2 =х--й/. За положительное направление на Г, мы принимаем 
то, которое оставляет область 0+ слева. Обозначим через ЛД“ область, 
дополняющую 2+ -- Г, до всей плоскости, и будем считать, что начало 
координат находится в 0+. Положим далее, что угол, составляемый 
касательной к Г, с постоянным направлением, удовлетворяет условию Н 
(Гельдера). 

Пусть а (1) — заданная на контуре Г, функция, имеющая отличную от 
нуля производную, удовлетворяющую условию Н, и пусть а (#) взаимно 
однозначно переводит контур Г, в самого себя, изменяя направление Г 
на обратное. Наконец, функцию, обратную по отношению к &(1), обозна- 
чим через В (1). 

Функцию ф$ (2) мы будем называть мероморфной в области 0* (в О’), 
если: 

1) она голоморфна всюду в О* (в 0’), кроме, быть может, конечного 
числа точек, являющихся ее полюсами, 

2) она непрерывно продолжима всюду на Г. 

В наетоящей работе рассматривается следующая граничная задача: 
найти два вектора 


Фа (2) = [11 (2), Фи» (2), ...› Фа» (2)], Фо (2) = [Фал (2), .. -› Фэт (2)], 
мероморфные в области 0", по граничному условию 
чт [@ (&%)] = С (&) $3 (№) + 8 (№) (на Г), (1.1) 


где С (к) =|Св| ®71=12,..., п) — заданная матрица, удовлетво ряю- 
щая условию Н, 8 (&) = [в, (%), 8, (%),..., 8» (ю)] — заданный вектор, 
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также удовлетворяющий условию Н; $1 (1) и $> (1) обозначают гранич- 
ные значения $, (2) и $. (2) на Г. Мы будем считать, что 4е С (1) отличен 
от нуля всюду на /Д. 

Если мы будем требовать, чтобы $, (2) =, (2), то получим так назы- 
ваемую граничную задачу Карлемана для нескольких неизвестных функ- 
ций *: 


9" [а (&)] = С (№) 9 (&) + 8(&). (1.2) 


Задачи (1.1) и (1.2) в случае п =1 решены Д. А. Ввеселава (2), но 
его метод применим в основном лишь в случае п = 1 **. 

В настоящей работе, обобщая один метод, изложенный в работе Пле- 
меля (3), и применяя результаты, полученные Д. А. Квеселава в назван- 
ной выше работе (2), мы даем решение приведенных выше задач, причем 
при решении задачи (1.2) применяется теория системы сингулярных инте- 
гральных уравнений. Наконец, задачу Карлемана мы рассматриваем и 
для случая разрывных коэффициентов. 

$ 1а. Некоторые вспомогательные предложения. Приведем некоторые 
предложения, доказанные Д. А. Квеселава (2), которыми мы будем поль- 
зоваться в дальнейшем. 

1°. Если голоморфные в области Р* функции Ф, (2), Ф, (2) непрерывно 
мродолжимы на [, и удовлетворяют граничному условию: 


Ф; [(1)] = Ф; (0 (на Г), (1а.1) 
то 
Ф, (2) = Ф, (2) = сопзё в области 2+. 


27. Все мероморфные в области Р+ решения граничной задачи (4а.1) 
даются формулами: 


#—2 


((а.2) 


где С — произвольная постоянная, Р, (2) и Р, (2) — произвольные главные 
части, соответственно, искомых функций Ф, (2) и Ф, (2), р(1) — решение 
интегрального уравнения 


С 1 о 
ТреЕр (6) + т [в — ее у |2 (042 = Рь (4) — Ре 
Г 


причем однородное уравнение То =0 не имеет нетривиального решения 
(справедливость приведенного предложения проверяется непосредственно). 


* Карлеман в работе (1) рассматривал однородную граничную задачу в случае 
п =1 их [м (1)] = но не дал сколько-нибудь полного решения этой задачи. 

** В случае задачи (1.2) Д. А. Квеселава, как и Карлеман, предполагает, что 
а [о (#)] =. 
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о 
3”. Рассмотрим граничную задачу: 


Ф: [« (&)] = С (1) Ф (в), (1а.3) 


где С (+) — заданная функция, отличная от нуля всюду на ДГ, и удовле- 


творяющая условию Н. Обозначим через у индексе Коши функции С (0, 
т. е. 


И 
у == 5 [аго С (1), ` 
Введем функцию 


Со о ОО, 


где у’ — произвольное целое число. 
Легко видеть, что функции 


ря ы [8 (#)1 4 

Ф, (2) == 2% ей р го , И 4 
ЕО: (1а.4) 
27% 2 


Ф, (2 =2—е "Г : 


где р (1) — решение интегрального уравнения 
Ть = 1 бо (&), 


дают некоторое решение (каноническое решение) задачи (4а.3З). 
4°. Рассмотрим, наконец, неоднородную задачу 


Ф: [© (0)] = Ф (0) 8 (4), (1а.5) 


где 2 (4) — заданная на Г, функция, удовлетворяющая условию Н. Можно 
показать, что все решения задачи (1а.5) даются формулами (1а.2), если 
р (#) обозначает решение интегрального уравнения 


Гр=е (№) + Р› (1) — Р; [ (1]]. 


8 2. Решение однородной задачи. Рассмотрим однородную задачу, 
соответствующую задаче (1.1): 


Ф1 [а (#0) = С (49) $3 (в), (1 


и будем пока считать, что вектор $,(2) является голоморфным всюду 
в Д+, а ф, (2) может иметь полюс в начале координат. Кроме того, будем 
пока предполагать, что $4 (&) и $* (&) удовлетворяют условию Н всюду 
на Г,. Обозначим через 1 (2) главную часть вектора $» (2) в точке &=0. 


Очевидно, компоненты вектора \ (2) имеют вид 
а! а т 
р Е: 
27 та 
где а,, 4,,..., ат — постоянные. Будем считать вектор 1(2) заданным. 


При таких условиях, как легко видеть, граничная задача (1) эквива- 
лентна следующим двум уравнениям: 
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я + 
Фь (10) 1 ($2 (0% _ т 
5 ЕЯ 5 ЕЕ И 1 (в), (2.1) 
т 
та Ш , ал 
Фа (15) 1 т (15) @ (6) < (#) Ф> (41 _ р. 
2 5 а, (Е) — & (1%) = 0, (2.2) 


где а’ (#) обозначает производную функции а (0. 
Складывая эти уравнения, получаем интегральное уравнение Фред- 
гольма второго рода * 


1 4—1 (1%) а (Вх (1) Е вы. к 
о [О Е | дат), — (2.9) 
Г 


аналогичное уравнению Племеля (3) [см. (4), $ 126, формула 126,5]. 
Из приведенных выше рассуждений следует, что если задача (1) имеет 
решение ф, (2), ф» (2), то $ (1) удовлетворяет уравнению Фредгольма (2.3). 
Пусть теперь $ (&) — решение интегрального уравнения (2.3). Рас- 
смотрим векторы 


С [В (#)1 Фа [8 (1) ь 
Ф, (д = — —_ 60”), 

Г 

саша ь 
Фут; 18 (60), 


определенные в области ДР’ и исчезающие на бесконечности. При этих 
обозначениях уравнение (2.3) можно записать так: 


Ф, [& (в) = С (&) Ф. (&5), (1 
уравнения же (2.1) и (2.2) могут быть записаны в виде: 


Ф; (&)=0, Ф (4 =0, 


Ф, (2) = Ф, (2) =0 при ЗЕ. 


Задачу (П) будем называть задачей, сопутствующей задаче (1). 

На основе приведенных выше рассуждений заключаем, что если сопут- 
ствующая задача (П) не имеет отличных от нуля решений, исчезающих 
на бесконечности, то решение интегрального уравнения (2.3) дает реше- 
ние граничной задачи (Т). Если искать решения задачи (П), исчезающие 
на бесконечности, то интегральное уравнение Фредгольма, составленное 
для этой задачи так же, как было составлено уравнение (2.3) для задачи (1), 
будет иметь вид: 


р Ч а1(%) (а @ Е — 
ФУ (&)) К а =] Ф; (94=0. (2.4) 


* На основе принятых выше условий нетрудно показать, что ядро этого урав- 
нения может иметь при : = & разрыв порядка ниже 41. 
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Нетрудно показать, что если задача (Г) не имеет голоморфных решений, 
то каждое решение уравнения (2.4) дает исчезающее на бесконечности 
‚решение сопутствующей задачи (1). 

Рассмотрим теперь задачу 


ов (6) = © (66) д (в), (г) 


где С’ — матрица, транспонированная по отношению к С Эту задачу мы 
будем называть союзной с исходной задачей (0: 

Если мы будем искать голоморфные решения задачи (1), то инте- 
гральное уравнение Фредгольма, составленное для этой задачи так же, 
как было составлено уравнение (2.3) для задачи (1), будет иметь вид 


9; (14) + 1 


21 а (1) — а (10) а 


т о И Е 
(ое [фа -=о. (2.5) 


Г 


Рассмотрим еще задачу, сопутствующую задаче (Г): 


"— „1 В = 
®; [“(ю)]=6’ (№) у (в) 
аи (во) 
и будем искать решения этой задачи, исчезающие на бесконечности. 
Интегральное уравнение Фредгольма, составленное для этой задачи так 
же, как было составлено уравнение (2.4) для запачи (П), будет иметь 
вид 


й И © тра = { 
р ге о | (4=0. — (2.6) 


РА & (#) — (1%) > 


Уравнение (2.6) представляет собою союзное с (2.3) однородное уравнение. 

На основании приведенных выше рассуждений нетрудно убедиться 
в справедливости следующей леммы. 

ЛЕММА 1. Если задача (Т) такова, что сопутствующая ей задача (П) 
не имеет исчезающих на бесконечности решений и союзная с ней 
задача (Г) не имеет в 0* голоморфных решений, то уравнение Фред- 
гольма (2.3) разрешимо при всякой правой части 1(%) (компоненты 
которой имеют указанный выше вид) и всякое решение этого уравнения 
дает решение граничной задачи (1). 

В дальнейшем совокупность двух мероморфных векторов $, (2), ©, (2), 
взятых в определенном порядке, мы будем называть бивекто ром и обозна- 
чать символом © (2): 


Ф (2) = (1, $»). 


Будем далее говорить, что бивектор ф (2) = ($, (2), $» (2)) является 
решением граничной задачи (Г), если $, (2) и Ф» (2), представляющие собой 
мероморфные векторы, удовлетворяют граничному условию (1), т. е. 


91 [в (#)] = С (1) $; (в). 
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Далее мы будем говорить, что бивектор ф (2) имеет порядок г в начале 
координат, если $, (2) имеет этот порядок в начале координат. Таким 
образом, порядком бивектора $ (2) мы называем порядок вектора $, (2), 
независимо от порядка вектора $, (2). 

Допустим временно, что условия леммы 1 соблюдены, и в качестве 
вектора 1 возьмем последовательно п векторов: 


8 =(, 0.250) т = (0, 1,0, РО Е т@) = (0+...,0, 5): 


Каждому из этих векторов соответствует некоторое решение .уравне- 
ния (2.3) и, следовательно, решение самой граничной задачи (Т). Эти 
1 2 п 
решения граничной задачи (1) обозначим через ф (2), $ (2),...,$ (2), при- 
Е 


чем ф(2) представляет собой бивектор 


Е А А 
$ (= ($, (2,9, 2} &=1,2,...,п), (2.7 


имеющий полюс первого порядка в начале координат (главная часть. 
к 


вектора ф, (2) в начале координат есть 1 (2). 

На основании приведенных выше рассуждений заключаем, что имеет 
место следующая 

ТЕОРЕМА 1. Если условия леммы 1 соблюдены, то всякое решение 
задачи (Т), имеющее в начале координат порядок не ниже — 1, предста- 
вимо в виде | 


п-1 т 


1 п 
=. РР. Ото. 


1 п 
где 7; 1»... ›Тт — Произвольные постоянные, $ (2),..., о (2) — рассмот- 
п-1 т 
ренные выше бивекторы, $,...,ф — голоморфные решения задачи (Т), со- 


ответствующие решениям однородного интегрального уравнения, полу- 
ченного из уравнения (2.3) при 1(&%) =0; произведение числа { и бивек- 


тора ф понимается в следующем смысле: 


1$ (2) = (1$,, 1$). 
Отметим, что решения (2.7) обладают тем свойством, что 


г.в о 1 при & =, 


2—0 3. 
$ 3. Продолжение. Перейдем теперь к общему случаю, когда условия 
леммы 1 могут быть не соблюдены. Докажем сперва следующую лемму. 
ЛЕММА 2. Пусть №, и К, — целые числа, причем №. < К. Если сущест- 
вует решение задачи (1), имеющее порядок Ё, в точке = 0, то сущест- 
вует решение этой задачи, имеющее порядок № в той же точке. 
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В самом деле, пусть бивектор х (2) = (Ф,› $) представляет собой реше- 
ние задачи (Т), имеющее порядок Е, в точке д=0. Очевидно, будем 
иметь 


ое = (1) 4+ (6, (3.1) 
где 


$5 (2) = 2+ ф, (2). (3.2) 


На основании сказанного в $ Ча, п. 3°, можно найти голоморфные 
в области Р+ функции 0, (2) и 0, (2), непрерывно продолжимые на Г, по 
граничному условию: 


[а = 6 (6), (3.3) 


причем 6, (0) - 0. * В силу (3.3), граничное условие (3.1) можно записать 
так: 


91 [а (#)1 6; [ (&,)] = С (&,) $ (4) 6 (4). 


Но, в силу (3.2), вектор 0, (2) $, (2) имеет порядок №, в точке 3 =0, и 
наша лемма доказана. 
Аналогично доказывается справедливость следующей леммы. 

ЛЕММА 3. Если К, и №, — целые числа, причем В < Ё,, и если су- 
ществует решение задачи (П), имеющее порядок Ё& на бесконечности, 
то существует решение, имеющее порядок №, на бесконечности. 

В силу леммы 2, легко заключаем, что порядок нуля в точке &=0 
каждого решения задачи (Г) не ‘превосходит $—1, где $ — число ли- 
нейно независимых решений однородного уравнения (2.5). На основании 
же леммы 3 заключаем, что порядок нуля на бесконечности любого ре- 
шения задачи (П) не превосходит $1, где $, — число линейно независи- 
мых решений однородного уравнения (2.4). 

Обозначим через г число, наибольшее из $ и $5,1, и рассмотрим задачу 


+) 


Ф+ [в (&,)] = @ (1) 56 (6). (1) 


Будем искать решения этой задачи, имеющие в точке 2 = 0 порядок не 


* 
ниже — 1. Из этих решений задачи (1) можно получить такие решения 
задачи (1), которые в начале координат имеют порядок не ниже — (г - 1). 


> 
В силу определения числа г, легко заключаем, что задача (Г) удовле- 


творяет условиям леммы 1. 
Если теперь, на основании теоремы 1, найдем все решения задачи 


(1), имеющие в точке 2=0 порядок не ниже —1, то легко приходим к 
следующему заключению: 


* Очевидно, что для задачи (3.3) индекс Воши у = ^, — А»; поэтому, если в фор- 
мулах (12.4) возьмем у’ = А, — №, то получим требуемое решение. 
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ТЕОРЕМА 2. Все решения задачи (1), имеющие в начале координат 
порядок не ниже — (г + 1), получаются по формуле 


1 т 


2 п п-1 
ф (2) = 11$ (2) Е т, (&) +: - 19 (@ а $ () +. 19 (2), (3.4) 


1 п 
где 1,...,1и— произвольные постоянные, $ (2),...,›$ (2) — те решения 


задачи (Г), которые имеют полюс порядка г-1 в начале координат, 
т-1 т 
ф (2),..., 9 (2) — решения, порядок которых в точке 2 =0 не ниже — г. 


` * * Г * 
Если бивектор ф = ($, $.) является решением задачи (1), имеющим в 
® ® 
точке 2 =0 полюс первого порядка, то, очевидно, бивектор ф = ($, 2 'Ф,) 


будет решением задачи (1), имеющим полюс порядка г-+ 1 в начале 
координат. 


1 п 
Решения $ (2),...,$ (2), очевидно, обладают следующим свойством: 
у ты ( ) 5 
ии 2”11ф.. (2) =0,.. 
2—0 Я и: 
я 1 2 п 
В силу этого свойства, легко заключаем, что векторы $, ф›,..., $» не 


связаны никаким соотношением вида 


1 2 п 
В, (2) $. (2) = В, (=) $5 (2) Е й т и (2) $. (2) ты 0, 
где А, (2), В, (2),..., В„ (2) — мероморфные в области О+ функции. 


$ 4. Каноническая система решений однородной задачи. В силу 
сказанного в 6 Ча, п. 2°, граничная задача 


+ [с (8) == + (2) (4.1) 


имеет решения, обладающие следующими свойствами: 

1. Функция о, (2) голоморфна всюду в Б+ и непрерывно продолжима 
на контуре Г. 

2. Функция о, (2) также голоморфна всюду в области 0+, кроме, быть 
может, точки 2 = 0, где она может иметь полюс; кроме того, она непре- 
рывно продолжима на /.. 

Множество функций ‹, (2) и 0,(2), удовлетворяющих граничному 
условию (4.1) и обладающих приведенными выше свойствами, обозначим 
соответственно через М, и М,. 

В дальнейшем через о (2) будем обозначать матрицу 


т (2), 0 | 


0, в (2) 
где о, (2) и ®, (2) — элементы множества М, и М, соответственно, т. е. 


в [а (&5)] = ® (4). 


Под выражением (2) $ (2), где ф (2) — бивектор ф == ($1, $.), будем 
подразумевать бивектор с элементами «$; и ®,ф,, т. е. 


® (5) = 


о (2) (2) = [; (2) 91 (2), оз (2) 9» (2)]. 
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Очевидно, что если бивектор © (2) является решением граничной задачи 
(1), то ®(2)Ф(2) будет также решением этой задачи. 

Среди решений (3.4) существуют такие, которые имеют в начале ко- 
ординат наивысший порядок *. Обозначим этот наивысший из возможных 


1 1 1 
порядок ** через (— х,), а через х (2) = в Е х (@)) обозначим одно из 
решений, имеющих этот порядок. Обозначим теперь через (— х,) наи- 
высший возможный порядок тех из решений (3.4), [которые не связаны 


1 
сх (2) никаким соотношением вида 


Ф(® = (8х (9, 

где 
1 г (2), 0 
И 0, в (2) 


| 1 
причем , (2) и о, (2) — элементы множеств М, и М, соответственно. 
2 


Пусть у (2) — одно из решений, имеющих порядок (—х,). Пусть, далее, 


(—х.) обозначает наивысший из возможных порядок тех из решений 
и 2 
(3.4), которые не связаны с у (2) и х(2) никаким соотношением вида 


где 
т 2 
1 в (2), 0 2 ®; (2), 0 
[О] (= 1 , в) (2) = 2 , 
0, (2) 0, (2) 
1 2 1 2 
причем о (2), ®, (2) — элементы множества Му, а о› (2), ®, (2) — соответ- 


ствующие элементы множества М,. Обозначим одно из решений, имеющих 


З 
порядок (— хз), через у (2) и т. д. Нетрудно показать, что указанный 
процесс может быть продолжен до тех пор, пока мы не дойдем до не- 
п 


которого решения у (2) с номером п. 
Таким образом получаем п решений 


1 2 п 
Х (2), Х (2),...,Х(2), (4.2) 
7 
имеющих порядки — *1, —ж,..., —*„, причем ху (2) обозначает бивектор 


1 7 7 
== т и Очевидно, что 


* Порядок нуля в точке 2=0 каждого решения задачи (Г) не превосходит 
5›, где 5, — число линейно независимых решений однородного уравнения, соответ- 


ствующего уравнению (2.3). 
** В дальнейшем вместо «порядок в начале координат» будем говорить просто 


«порядок». 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Легко видеть, далее, что если бивектор У (2) является решением зада- 
чи (Т), имеющим порядок, превосходящий — хх, ТО 


1 1 &—1 #—1 
Х (2) =®(2 х (2) +. -- + ® (2) Х (2), (4.3) 
где ь 
на |" 2 ОВО УЕ 
(2) = 0, в, (2) (= рИоВОоКИИ АЯ бант ), 


3 7 
причем ®; и ®, — элементы множеств М, и М, соответственно, т. е- 


ЕО и 


Докажем теперь следующую лемму: 
ЛЕММА 4. Выражение 


ха (@ = а, @ + а-х, @ +-- ах, @, 


где ал, а.,..., ап — постоянные, не все равные нулю, не может об ратить- 
ся в нуль нигде в О+- Г, кроме, быть может, точки 5 =0. 

Пусть в некоторой точке с + 0, не расположенной на Г, вектор у, (2) 
обращается в нуль, т. е. 


ь = Ха = 9+0. (4.4) 
9= 
Очевидно, будем иметь 
х в = Хар в =), — 09. (4.5) 
7 =1 


В силу сказанного в 68 Ча, п. 3°, существуют голоморфные в об- 
ласти ОТ функции $, (2), $, (2), обладающие следующими свойствами: 

1) они непрерывно продолжимы на СЁ и их граничные значения 
удовлетворяют условию Н, 

2) функция ф, (2) отлична от нуля всюду в О+- Г, 


3) $. (2) также отлична от нуля всюду в 0+*-- Г, кроме точки 5 = 0, 
где она имеет нуль первого порядка, 
4) они удовлетворяют граничному условию 


= о (6). (.6) 
В силу (4.6), соотношение (4.5) можно переписать так: 
ХЕ [а (6) $1 [а (в) = © (6) $3 (1) $3 (в), 


т. е. бивектор (9, (2)%, (2), Ф› (2) ф, (2)) является решением задачи (1). 
Пусть а, — последнее из чисел а,, а„,..., а„, не равное нулю. Очевидно, 


что порядок бивектора (у, ф:, $5ф.) не меньше — х, -+- 1, поэтому, в силу 
(4.3), будем иметь 


У 


ое &— Х 
(Хифь» 9542) = © (8) х (2) +. -- + © (8 Х (2). (4.7) 
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На основании (4.4.), получаем 


ЕЁ . 
$, (9 Уч = д (а (9. 


1—1 


В силу (4.7), последнее соотношение дает: 


А . . ‹ 
9 ре 3 й 
2 а; Хз (2) = $, ©) 2 Ф (2) У» (2), 
или, что все равно, 
А т 4. = &—1 . 
Х5 (2) — 9; (2) Х. (2) = хх а 5 (2) Х. (=), (4.8) 
7 
где о, (2) — элементы множества М.. 
В силу (4.7), очевидно, будем иметь 
1 1 Д—1 А— 
Ха (2) $, (2) = ®, (2) 1 (2) + --- + о, (2) Х, (2). (4.9) 


Но так как 


ь й 
и, в силу (4.0), а принадлежит множеству М., то из соотноше- 


ния (4.9) получаем 


о (=) х, (2), (4.10) 


* 


(еее: 


Я ой 
где ®, (2) — элемент множества Му., соответствующий о 


Равенства (4.8) и (4.10) можно записать так: 


Е Е 1 1 &—1 А 
(Х: (2), Х2 (2)) = о (2) х (в) +... ® (8 Хх (2), 
где 
; И #0 
® (2) = № 
0, ®) (2) 


что, в силу построения х (2), невозможно. 

Рассмотрим теперь случай, когда точка с находится на контуре Г. 
Нетрудно видеть, что предыдущие рассуждения останутся в силе и в 
этом случае, если имеет место равенство (4.4), причем граничное значе- 
ние вектора $. (2) удовлетворяет условию Н. Справедливость же сказан- 
ного доказывается совершенно так же, как справедливость аналогичного 
предложения в случае задачи Гильберта [см. (4), стр. 404—405]. Анало- 
гично доказывается справедливость следующей леммы: 

5+ 
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ЛЕММА 4’. Выражение 


И 2 п 
Х1 (2) = а: Х, (2) + аъ х. (2) + + Е @в Ха (2), 


где а’ а,,..., ав — постоянные, не все равные нулю, не может обра- 
титься в нуль ни в одной точке в О*- Г. 
Введем обозначения: 


1 2 п 
Хао До Ат 
1 2 п 
Х.@)=| №2 Хе Хр (4.11) 
1 2 п 
Хи Жтре Ха 
в 2 п 
Х21 Хр.) К 
1 2 п 
Х, (2) = || №2’ №.) №|. (4.12) 
ЗЕ 2 п 
Хо Хи? Е Х п 


На основании леммы 4’ заключаем, что 4её Х, (2) нигде в "-+Ёв 
нуль не обращается. Из леммы же 4 следует, что 4её Х, (2) не обращается 
в нуль нигде в 2*-- Г, кроме, быть может, точки 2 = 0. 

Нетрудно показать следующее свойство решений (4.2). Пусть 


Х» (2) ея м в) 
тогда определитель 

7 

Хо; (2) | 


имеет в точке 2 =0 конечное значение, отличное от нуля. 
0 
В самом деле, Д (2) имеет конечное значение в точке 2 =0, так 


Д*° (2) = 4е% | 


} 

как Ух, (2) имеет порядок —х; в этой точке. Докажем теперь, что 
о 0 > 

А’ (0) 0. Если А” (0) =0, то можно найти постоянные п боб вн 

равные одновременно нулю и удовлетворяющие условию 


р 1 2 п 
— [4,2% Хо (2) -- а22%з х» (2) | +. + 27 х, (2)] =0, 


т. е 
1 2 у п 
412 У» (2) -- а52*з у» (2) +... -- а. 2 ту, (2) =О (2). 
Пусть из чисел а;, а»,..., а, число а» последнее, не равное нулю 
(ак Е 0, ах = ар =... = а, = 0). Тогда, очевидно, будем иметь: 


же фу, 2 а 
а" ИУ» (2) | а 2 Х2 (2) + ----Е аш 2 т Х» (2) + 


+44. (9 = 0 (2—9), (4.13) 
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Рассмотрим теперь граничные задачи 


и [© (6)] = & и В И (4.14) 


Так как х— ж< 0, то, в силу сказанного в $ Ча, п. 3°, существуют 
голоморфные решения этих задач, обладающие следующим свойством: 


7 
(0) 012: 1) 
1 7 
В силу (4.14), т ®, (2) и о, (2), определенные формулами 


в. (9 =.) (1 =1,2,..., —1), 
в (2) = 29% $, (2) ый к в -5), 


й 


призолленат М, и М, соответственно. Поэтому очевидно, что бивектор 
РЕ т Ю определенный формулами 


#— —1 а 
х (2) = аз (2), (2): На о (2) о ) Е ах, (2), 
2 1 


1 И” р? 
Х (2) = а1 о (2) Х. (2) + ----Е аж 63 (2) У» (2) + ах. (2), 


является решением граничной задачи (1). 
На основании (4.13) заключаем, что порядок этого бивектора не 
меньше — х, |1; поэтому, в силу (4.3), легко получаем 


оон о р яви) 
где 
: | 
. ® (5), 0 
о 7 аа ны 1 
0, ‹, (2) 
причем 


В силу построения системы (4.2), `не может иметь место равен- 
ство (4.15), и наше утверждение доказано. 

Систему решений (4.2) задачи (1), обладающую указанными выше 
свойствами, будем называть канонической системой решений одно- 
родной задачи. Матрицы Х, (2) и Х, (2), определенные формулами (4.11) 
и (4.12), будем называть каноническими матрицами. 

Определенные выше числа х1, х„,..., хи назовем частными индек- 
сами однородной задачи (Т), а их сумму 


ХЕ ЖЕ № 


— суммарным индексом этой задачи. 
Очевидно, будем иметь: 


Х: [а (%)] = С (0) Хз (ь), 
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откуда 


в (в) = 1 в (6) ХЕ (ь)". (4.16) 


Принимая во внимание доказанные выше свойства канонической си- 
стемы решений, на основании формулы (4.16), легко получаем 


х=: П 4666 (9 = [ага 426 С (#)], (4.17) 


причем символ [ |]: обозначает приращение функции, заключенной в 
скобки, при полном обходе Г, в положительном направлении. 


$ 5. Общее решение однородной задачи. Рассмотрим рациональную 
функцию Р (2), голоморфную в О--- Г и исчезающую на бесконечности. 
Очевидно, функцию Р (2) можно представить в виде 


(5.1) 


где Аз; — постоянные. я Д. А. Квеселава (2), такую рациональную 
функцию будем называть стандартной рациональной функ- 
цией. 

Очевидно, точки а; являются полюсами функции Р(2). Стандартную 
рациональную функцию, имеющую полюс только в начале координат, 
будем называть нормальной стандартной функцией. 

Вектор, компоненты которого — стандартные рациональные функции, 
будем называть стандартным рациональным вектором. Аналогично опре- 
деляется нормальный стандартный вектор. 

Вектор $ (2), мероморфный в области О’, очевидно, можно предста- 
вить в форме 


$ (2) = Фо (2) + Р(2), 


где Фо (2) — голоморфный в области ШО+ вектор, а Р\(2) — стандартный 
рациональный вектор. 

Найдем теперь все мероморфные решения однородной задачи (1). 

На основании (4.16), граничное условие (Т) можно записать так: 


{ХЕ в (ФЕ [а (6) = [Х3 (6) 98 (6). 


В силу сказанного в $ Ча, п.2°, из последнего соотношения 
вытекает справедливость следующей теоремы: 
ТЕОРЕМА 3. Все мероморфные решения задачи (1) даются Ффор- 
мулами 
1] & 
и =х, с +, др. + м 


(5.2) 


— 3 


Г 
Фе (2) = Х, (2) С + Х, (2) Р, {2) — т ре . 3 
Г 


где С — произвольный постоянный вектор, Р, (2) и Р, (2) — произвольные 
стандартные рациональные векторы, р (#) — решение интегрального урав- 


ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ 171 


нения Фредгольма 
мы Е Е’ (+ 
То=Ер (&) + эт \ Р-р 


20е Е — единичная матрица. 

Если будем искать те ‚решения задачи (1), которые могут иметь по- 
люсы только в начале координат, то эти решения представимы опять 
формулами (5.2), если Р, (2) и Р, (2) — нормальные стандартные векторы. 

Найдем теперь все голоморфные решения задачи (1. Пусть 


<<... Зи 0<хн< я < ж. 


Легко видеть, что все голоморфные решения задачи (1) даются фор- 


мулами 
о 
р 


211 р - И 
(5.4) 
‚ 25 а 
«@=х,@с+х, Ра +20 
где х 
Ак АМИ 
(5.5) 


о: 


1 2 Хт 
причем С+, С,,..., Ст — постоянные, Р», — нормальная рациональная 
функция, имеющая порядок х; (полюс порядка |х;|) в начале координат, 
р (#) — решение интегрального уравненая Фредгольма 


=Р»(и) (Р, ®@=0). 
Решение (5.4) содержит Х-+1 произвольных постоянных, где 
Х = — (ж-х» + -.: + хм), и, как легко видеть, задача (ТГ) имеет ровно 
л-- т линейно независимых голоморфных решений. 
Если все частные индексы отрицательны, то задача (1) не имеет голо- 


морфных решений. 
$ 6. Решение неоднородной задачи. Рассмотрим теперь неоднородную 
граничную задачу 
$ [в (№) = © (49) ва (6) + 8 (®). (6.1) 


В силу (4.16), граничное условие (6.1) можно переписать в виде 


(ХЕ в (6-19 а (66) — [Хе (0) = (а @ (6-18 6, 


о ® ’ 
поэтому, на основании сказанного в $ 1а, п.4, легко убедиться в 


справедливости следующей теоремы. 
ТЕОРЕМА 4. Все мероморфные решения неоднородной задачи (6.1) 
даются формулами 
Х, (2) (о [В (:)] а 
я®=х, сх, ро 2 | 


Г, 
_ (2) т 
Г, 


9 (2) = Х, (С + Х, 9 Рь (2) — 5 


Е 
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где С, Р., Р, имеют те же значения, что и в (5.2), р) — решение 
интегрального уравнения 


Тр == {Ха [в (1%) 18 (6) + Р‚ (№) —Р, [@ (5). 
Найдем теперь голоморфные решения задачи (6.1). Рассмотрим самый 
общий случай: 
их — г" Зи 0 < хин < ай < жи. 


Нетрудно показать, что задача (6.1) допускает голоморфные решения 
тогда и только тогда, когда соблюдены условия 


м 
Г, 
если эти условия соблюдены, то искомые решения даются формулами 


ее \ 218 (2014 
Г 


' 2тъ 1—3 


ост @Р@- 9 ме 


где 
Ре ИИ 


Р’ (2) — стандартный рациональный вектор, определенный формулой (5.5), 
6 (Е) — решение интегрального уравнения 


Тр = {Хи а (и) 18 (6) ЕР (<), (6.3) 
бт-4л» Ото, ..:›б”› фигурирующие в (6.2), обозначают последние п — т 
компонент вектора р == (01,...› бт рта, + - -, би). 
Условия (6.2), очевидно, могут быть записаны так: 
\ оффе =, (6.4) 
п. 


где 
@ (2) = (0,0,...,0, Отдал, ..., Он), 
причем (), (2) — нормальная стандартная функция порядка * 
—=% От... п). 


Написав решение интегрального уравнения (6.3) и подставляя его 
в (6.4), легко получаем 


\5 ГО @=0, (6.5) 
уЙ 
где Г (1) — определенный вектор, содержащий |1 = хи -- ++: жи произ- 


вольных постоянных. Таким образом, граничная задача (6.1) имеет голо- 


морфные решения тогда и только тогда, когда вектор & (1) удовлетворяет 
условию (6.5). 


* Заметим, что стандартная рациональная функция нулевого порядка, по опре- 
делению, равняется нулю. 
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$ 7. Однородная граничная задача Карлемана для нескольких 
неизвестных функций. Рассмотрим однородную граничную задачу, соот- 
ветствующую задаче (1.2): 


Ф* [а (&)] = С (&) $" (№). (15) 
Будем, как и Карлеман, предполагать, что 
@ [а (#)] ==4. (7.1) 


Тогда, как легко видеть, для существования нетривиального реше- 
ния задачи (1) необходимо, чтобы 


С (С [&(1] = Е, (7.2) 
где Е — единичная матрица. В силу (7.1), из (7.2) получаем 
(бе (1 = С [8 (0] 60, С“ =С (0. 


Из (7.1) так же легко получаем 


а [а (#)] = =) (7.3) 


В дальнейшем мы будем считать, что условия (7.1) и (7.2) соблюдены 
всюду на /.. 
Будем сначала считать, что задача (Г), 


1 ‚- 
1 (6) = об’ (9; (, 


или, что все равно, 
91 [а (#0) = [и (&)] С' [а (6) 9% (1), (7.4) 


не имеет голоморфных решений * и будем искать решения задачи (1) 
в виде 


2) Е—8 


=) бе Аца), (1.5) 


где А (2) — произвольный стандартный рациональный вектор, являющийся 
главной частью вектора о (2); с (1) — искомый вектор, удовлетворяющий 
условию Н и такой, что 


в [@ (10)] = С (В) < (4). (7.6) 


На основании (7.5) и (7.6) граничное условие (10) дает относительно 
с (&) интегральное уравнение 


1 | [5 (в) (1). С = ‹ (14 =В [а (в) — С (&) ВА (7.7) 


2 (#)— (6) ‘2—4 


представляющее собой систему сингулярных интегральных уравнений 
нормального типа [см. (4), гл. УТ, или (5), гл.. Для уравнения (7.7) 
имеют место теоремы, аналогичные теоремам Нетера. 


* Как будет показано ниже, к этому случаю может быть сведен и-самый общий 


случай. 
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Как легко усмотреть, каждое решение уравнения (7.7), удовлетворяю- 
щее условию (7.6), дает при помощи формулы (7.5) определенное реше- 
ние задачи (1) *. 

Нетрудно проверить, что если с(#) — решение уравнения (7.7), то 
С [в (1] с [© (1)] тоже будет решением этого уравнения; следовательно, 
вектор 


(4) = {9 (4) Е СВ (3 в (6 (7.8) 


представляет собой решение уравнения (7.7), очевидно, удовлетворяющее 
условию (7.6). Легко видеть, далее, что любое решение задачи (15) пред- 
ставимо формулой (7.5), причем с (1) удовлетворяет условию (7.6). Таким 
образом, все решения задачи (1) получаются при помощи решения урав- 
нения (7.7). 

Ниже мы покажем, что если задача (7.4) не имеет голоморфных ре- 
шений, то уравнение (7.7) разрешимо при любой правой части, т. е. при 
любом выборе вектора В (2), являющегося стандартным рациональным 
вектором. 

Как извостно [см. (5), гл. 1], необходимое и достаточное условие раз- 
решимости уравнения (7.7) имеет вид 


(пе -608(0} 04 =0, (7.9) 
Г 


где у(2) — произвольное решение союзного однородного уравнения 


1 И ее й @ а 0, (7.10) 


2.) (Ев ‘еб 


соответствующего уравнению (7.7). 

Интегральное уравнение (7.10) легко также связать с некоторой зада- 
чей Карлемана для нескольких неизвестных функций. С этой целью 
рассмотрим задачу 


т [а (5)] = а [@ (1)] С" [а (6) «* (6%), (7.11) 


союзную с задачей (То), и будем искать голоморфные решения этой задачи 
в следующем виде: 


р 1 (1 где, (7.12) 


г Я > 
Х, 


где у({) — вектор, удовлетворяющий условию Н и такой, что 
у [в (#)] =а [а (1] С’ (6 »(0. (7.13) 


На основании (7.12) и (7.13), граничное условие (7.11) дает относитель- 
но у({) интегральное уравнение (7.10). Нетрудно проверить, что если 
у (:) — решение уравнения (7.10), то вектор 


С’ [в (1 (1) [а (1) 


* Заметим, что это заключение имеет место в общем случае, когда условия 
(7.1), (7.2) могут быть не соблюдены. 
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будет определенным решением этого уравнения. Следовательно, вектор 
У (В = (0 С [в (1] “(9 у [& (8) 
представляет собой решение уравнения (7.10), очевидно, удовлетворяющее 
условию (7.13). 
Таким ‘образом, если у(#) — решение интегрального уравнения (7.10), 
то вектор 


(2) м Аа (1.14) 


т 1—2 


дает голоморфное решение граничной задачи (7.11). По условию, гранич- 
ная задача (7.4) и, тем более, задача (7.11) не имеет голоморфных реше- 
ний, следовательно, 

1 * [< (г) о (Е) & 

ИО О, 6 


(= 214 1—5 
у (0] а (д = о (0 + С° дв} =" (0 = 4, (1.45) 
где 4 (1 — граничное значение вектора (2), голоморфного в О`и 


исчезающего на бесконечности. 
Как легко видеть, вектор 


"(д = — 680] (03) (7.16) 
удовлетворяет условию 
(01 = — в’ в (01 6’ @ У" (9; (7.17) 


поэтому, принимая во внимание, что У”” является решением уравнения 
(7.10), вектор 
од (Увек ой 
214 1—5 
т, 


дает голоморфное решение задачи 
Ф+ [< (1%)] = — @ [а (1)] (' [а (&)] Ф* (&). (7.18) 
Но так как, по условию, задача (7.4) и, следовательно, задача (7.18) не 
имеет голоморфных решений, то 
ФО" =0 (260+), 

у"* [в (1 в (0) = [в (1) — С’ (ду а в (0 (= Ч (9, — (7.19) 
где Ч. (1) — граничное значение вектора Ч", (2), голоморфного в Оо и 
исчезающего на бесконечности. Складывая (7.15) и (7.19), получаем: 


уе (91а (9 = 9 +4; = 0. (7.20) 


Таким образом, если у(#) — решение интегрального уравнения (7.10), 
то у[ (#)] © (#) будет граничным значением вектора О (2), голоморфного 
в О и исчезающего на бесконечности. Но так как 


(д = 6’ (91 (ВУ) 


176 Н. П. ВЕКУА 


также является решением уравнения (7.10), то будем иметь 
то [а (0) = (0 = 6’ 30 = 9: (0, (7.21) 


где ©, (1) — граничное значение вектора 9, (2), голоморфного в Ри 
исчезающего на бесконечности. 

Необходимое и достаточное условие (7.9) разрешимости уравнения (7.7), 
очевидно, можно переписать так: 


@ 


\в (0 С’ (у(П а — А (01 > (® 4 = 0. (7.22) 


Г Г, 


В силу (7.21), будем иметь: 


На основании же (7.20) получаем 
\ я (91 (04 = Ва (0 9 [5] 04 = — \ п (о (паг=0. 
й Е у 


Таким образом, условие (7.9) соблюдено и уравнение (7.7) разре- 
шимо при любой правой части. 


Из решения уравнения (7.7), как легко видеть, можно получить все 
решения задачи (То). 


$ 8. Продолжение. Вернемся теперь к общему случаю, когда зада- 
ча (7.4) может иметь голоморфные решения. Рассмотрим граничную 
задачу 


+ в (6 = в (УС (45+ (6), (5) 


где г — целое число, определенное в $ 3. Так как С (&) удовлетворяет 
условию (7.2), то матрица С. (&), определенная формулой 


Со (6) = в [6 (в) С (6), 
также удовлетворяет условию (7.2), т. е. 
Со (1) бо (1] = Е. 
Рассмотрим теперь задачу 
9 [в (#,)] = 


или, что все равно, 


1 
а (1) 


СЛЕ" №) 


1 рт 


ОЕ че (8.1) 


(15) 
В силу сказанного в $ 3, легко заключаем, что задача (8.1) не может 


* 
иметь голоморфных решений и для задачи (15) соблюдены все убловия 
предыдущего параграфа. 


Легко видеть далее, что если $ (2) — решение граничной задачи ИИ) 

то вектор 
и 
==" (2) (8.2) 


будет решением исходной задачи. 
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* 
Таким образом, при помощи решения задачи (0) мы можем получить 
все решения задачи (о). 


* 
Если теперь мы будем искать решения задачи (0) в виде: 


5 


* 1 (с, (а 
йа, 
Г, 


где А (2) — стандартный рациональный вектор, оу (#) — искомый вектор, 
удовлетворяющий условию Н и такой, что 


Зо [@ (1)] = Со (1 5. (8, 


то относительно с, (1) получаем сингулярное интегральное уравнение: 


1 У Со (1х (4) : Со Я (04 = В (в) — в, (в) В(®), (8.3) 


2щ © (1) — а (&) *—ю 


разрешимое при произвольной правой части. В силу сказанного выше, 
при помощи решения этого уравнения мы можем получить все решения 
задачи (То) и, таким образом, задачу (15) можем считать решенной. 

Нетрудно построить так называемую каноническую систему 
решений однородной задачи Карлемана (То). За вектор В (2) будем 
брать последовательно п векторов 


йв=(т, с 0), 


Ав = (0,1, 0, ‚0), 
Е = | . з 


и будем искать те решения задачи (1), которые голоморфны всюду в 2*, 
кроме, быть может; точки 3 =0. 


Пусть зе (1=1,2,..., п) — решение уравнения (8.3), соответствую- 
7 2 


щее вектору В (2) (И Очевидно, что вектору с, соответ-. 
ствует определенное решение задачи (Г), имеющее полюс первого порядка 
в начале координат. Принимая, далее, во внимание соотношение (8.2), 
легко убедимся в справедливости следующего предложения: 

Все решения задачи Карлемана (Г), имеющие в точке 3 = 0 порядок 
не ниже — (т 1), получаются из формулы 


Я п НЕ т 
ф (2) = 1,3 \2) +. 1.9 (2) Ни $ @ +19 (8, (8.4) 
1 п. 
где 1, 1» ...› \т- произвольные постоянные; $ (2), ..., $ (2) — реше- 
п-т $ 
ния, имеющие в начале координат полюс порядка г-- 1; $ (2),..., $ (&®)— 


решения, имеющие порядок не ниже — т. 
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Очевидно, что первые п решений (8.4) обладают следующим свойством: 


и 
: з В 
Ва 2” Н, (2) =). 
Поступая далее так, как в $4, можно получить из решения (8.4) 
так называемую каноническую систему решений. 


$ 9. Неоднородная граничная задача Карлемана. Рассмотрим теперь 
неоднородную граничную задачу Карлемана (1.2): 
ф* [в ()] = @ (4) 9" (№) + 8 (№) (9.1) 
и будем предполагать, что условия (7.1) и (7.2) соблюдены. 
В силу условий (7.1) и (7.2), легко заключаем, что задача (9.1) мо- 
жет иметь решение лишь при условии 
(ЕС (8 (1] =0. (9.2) 


Будем искать решения задачи (9.1) в виде 


#—2 


1 }) & 
ея, (9.3) 
Г. 
где А (2) — стандартный рациональный вектор, р (й) — искомый вектор, 
удовлетворяющий условию Н и такой, что 
и (В =@[& (р (1] 8 [ (0]- (9.4) 


Заметим, что эта зависимость может иметь место лишь при условии (9.2). 
Граничное условие (9.1), в силу (9.4), дает следующее уравнение: 


1 [2 и |804 = 


24 *—0 $) — а (1% 


Я [О В) — 8 (6) 1 ОИ 


2м )«() —а«(&)’ 
7Й 


которое можно переписать так: 


исто (м Е 

ее © | в) @е = Ва (1 — 6 (6) ВЕН" а), (9-5) 
уЙ 

где 


Н (2) и 26 р-). 
р 

Очевидно, что каждое решение уравнения (9.5), удовлетворяющее 
условию (9.4), дает при помощи формулы (9.3) определенное решение 
задачи (9.1). 

Будем сначала считать, что однородная граничная задача (7.4) не имеет 
голоморфных решений. К этому случаю, как будет показано ниже, может 
быть сведен самый общий случай. Необходимое и достаточное условие 
разрешимости уравнения (9.5) имеет вид: 


(о (0-9 В@ + нтв (0 У) @ =0, (9.6) 


Г 


где у(1) — произвольное решение союзного однородного уравнения (7.10). 
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В $7 было показано, что 
Пе -сфво} дао, 
р 

поэтому условие (9.6) принимает вид: 


Н`@(9] (941 =0. (9.7) 


р 

В силу (7.20), очевидно, будем иметь 

м [@ (#1 > (#) а: = \ 8 (ЯН в (а (4 = — 2 @ Н (1 4#=0, 
р Г, р 


и условие (9.6) соблюдено. 
Таким образом, если задача (7.4) не имеет голоморфных решений, 


то уравнение (9.5) разрешимо при произвольной правой части (имеющей 
указанный выше вид). 


На основании (9.2) можно проверить, что если (ь (1) — решение урав- 
нения (9.5), то 


Се +86] 
также будет решением этого уравнения. Следовательно, вектор 
ро (0 = (С (д ь а (9-Е (в (} 


представляет собой решение уравнения (9.5), очевидно, удовлетворяющее 
условию (9.4), т. е. 


Но (1) = С [@ (1] ро [в (1)] - 8 [в (1]. 


В силу сказанного выше, вектор $5(2), определенный формулой 


ОНО) 
Г 


#— 2 


дает решение задачи (9.1). Нетрудно видеть далее, что каждое решение 
задачи (9.1) можно представить формулой (9.3), причем плотность |» (1) 
удовлетворяет условию (9.4), и таким путем можно получить все реше- 
ния задачи (9.1). 

Вернемся теперь к случаю, когда задача (7.4) может иметь голо- 
морфные решения, и рассмотрим задачу: 


2 (и =” в (в) (1) 9° (в) + в (г © 5), (9.8) 


где г — целое число, определенное в $ 3. 
Нетрудно проверить, что матрица 


Со (в) = в "а (6) С (№) 
удовлетворяет условию (7.2), т. е. 


Со (№) бо в (в) = Е. 
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Легко видеть, далее, что вектор 


во (1) = [в (1) "8 (15) 
удовлетворяет условию 


8 (1) + Со (1 во [@ (1] =0. 

Кроме того, задача (8.1) не имеет голоморфных решений и, следова- 
тельно, для задачи (9.8) соблюдены все приведенные выше условия. 
Легко видеть далее, что если $ (2) — решение задачи (9.8), то вектор $ (2), 
определенный формулой 


$ (5) == $(2), 


будет решением задачи (9.1). Таким образом, при помощи решения за- 
дачи (9.8) можно получить все решения задачи (9.1). 


$ 10. Случай разрывных коэффициентов. Будем теперь считать, 
что матрица С (15), фигурирующая в граничном условии (9.1), удовлетво- 
ряет условию Н везде на Г, за исключением, быть может, конечного 
числа точек а1, а»,..., ак, где она может иметь разрыв первого рода, 
и что вектор 8 (15) также может иметь разрыв первого рода на контуре Д.. 
Будем искать решения задачи (9.1), непрерывно продолжимые везде 
на Г, за исключением, быть может, точек а, а,,..., ак, где они могут 
иметь разрывы порядка ниже единицы. Поступая далее так, как в $ 7—9, 
и применяя теорию системы сингулярных интегральных уравнений с 
разрывными коэффициентами [см. (5)], убедимся в справедливости при- 
веденных выше результатов для рассматриваемого случая. 

Заметим, наконец, что задачу (Т) можно решить при помощи системы 
сингулярных интегральных уравнений, но на этом мы не будем оста- 
навливаться. 


Поступило 
9. ХТ. 1951 
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КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе рассматриваются квадратурные формулы, представляющие 
собой обычные употребляемые на практике комбинации из классиче- 
ских квадратурных формул, точных для многочленов данной степени. 
Изучаются оценки приближений такими формулами. 


1. Введение 


Зададим на отрезке [0, 1] систему точек (узлов) 


В в... 1 (1.1) 
и чисел (весов). . 
Ренн» Ру (1.2) 
и составим линейный функционал 


0 


где / — произвольная непрерывная на отрезке [0,1] функция. 
Будем считать, что Г.(]) есть приближенное выражение для интег- 
рала от } (5) на отрезке [0,1]: 


@ 4-Е. (1.4) 


Таким образом, (1.3) есть квадратурная формула, определенная уз- 
лами (1.1) и весами (1.2). 
Предположим еще, что формула (1.3) точна для всех многочленов 


Р‚—1 (5) = а ах... 4,12” * 
степени не выше / — 1, т. е. для них имеет место точное равенство 


Р.1 4х =Г(Р, 1). (1.5) 


0 


Пусть теперь задан произвольный отрезок [%, В]. Будем называть 
квадратурную формулу 


Ев; )= Ур. 1) 
0 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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подобной (соответствующей [«, 8]) формуле Ё(]), если система точек 


о Жо бра Фа В геометрически подобна системе 0, 2%, 21,..., т, 1, 
а веса р, относятся соответственно к р, как длина отрезка [а, В] к еди- 


нице: 


а, =а+ 1, (Ва), р. =р, В —0). 


Легко видеть, что если квадратурная формула (1.4) точна для много- 
членов степени г — 1, то это же имеет место для квадратурной формулы 


1) 4=— У р.) 


0 


8. —®> 


На практике, если требуется приближенно вычислить определенный 
интеграл 


| Ле) аз, 


обычно поступают следующим образом: выбирают ту или иную квадра- 
турную формулу (1.4), например, формулу Симпсона, делят отрезок 
[а, 8] на п равных частей точками 

1597 = а -- = 
и к каждому отдельному частичному интервалу (&, +1) (К =0,1,... 
.... П— 1) применяют квадратурную формулу, подобную ДС: 


- 
\ 14х — Г. (в Ева; Л). 
ы 


В результате получается более сложная квадратурная формула: 


п—1 


(7 ) 4х — ри (Еж, бич; /). (1.6} 


а 


Настоящая работа посвящена вопросу об оценках приближения квадра- 
турными формулами подобного рода в случае различных классов диф- 
ференцируемых функций. 

В $2 дается точное выражение (неравенство (2.4)) для приближения 
посредством квадратурной формулы (1.6) в случае класса функций 
КУ (а, 6), имеющих ограниченную на [а, 6] производную / ®? (1) поряд- 
ка г. Из этого выражения видно, что порядок приближения для всего. 
класса есть О (п-"). При дальнейшем рассмотрении этого вопроса выяс- 
няется следующий замечательный факт. Оказывается, что положительно 
для всех функций класса КИ’) (а, 6), исключая только многочлены сте- 
пени г — 1, приближение посредством квадратурной формулы (1.6), если 
не на отрезке [а,65), то во всяком случае на некоторой его части 
[а, с] (а<с<Ъ5), имеет порядок, строго равный О (п-!). Таким обра- 
зом, если функция }(х) имеет производную более высокого порядка, чем 

— пусть даже она будет аналитической, — все равно при применении 
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для вычисления ее определенного интеграла квадратурной формулы (1.6), 
где Г точна только для многочленов Р,_1, мы заведомо не сможем полу- 
чить лучший эффект в смысле порядка приближения сравнительно 
с тем, который имеет место для функций, обладающих разрывной произ- 
водной г-го порядка. Например, как бы ни была хороша функция," если 
только она не есть многочлен третьей степени, порядок приближения ее 
интеграла при применении формулы Симпсона заведомо не может быть 
лучшим, чем О (п). 

Мы даем также порядок приближения в случае класса И’ (а, Ь) 
функций, имеющих производную порядка г, обладающую на [а, 6] дан- 
ным модулем непрерывности о (2). 

$ 3 посвящен квадратурным формулам для многих переменных и, 
наконец, в $ 4 приводятся некоторые численные результаты; среди них 
два результата получены участником руководимого мной студенческого 
семинара П. Пилико. 


$ 2. Одномерный случай 


Введем в рассмотрение класс КИ’“” (а, 65) функций ], имеющих на 
[а, | производную /” (2) порядка г, удовлетворяющую неравенству 


М @ к. 


Пусть функция } принадлежит пока к классу К И’ (0, 1). {Полагая 
г” (1) =$ (52), представим ее по формуле Тэйлора с остаточным членом 
в интегральной форме: 


7 (2) = Р;‚—1 (2) + В (2), 
где 


' (0 ("—1) (0 ты 
Ри) = О -.+р, 


в оби А 


ге 


Пусть, далее, Г, (/) есть некоторая определенная квадратурная фор- 
мула вида (1.3), точная для всех многочленов Р,„_ степени г — 1. Тогда 
носле простых преобразований, сводящихся к замене порядка интегри- 
рования [см. (1) *], получим 

1 1 4 1 
юг = ) Ка (В = ту \ 904, (4) 
0 0 


© 


* Выражения для остатка квадратурной формулы в интегральной форме полу- 
чал также Милн (з). 
6* 
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где 
Ф(#) = _ ‹, 


В к, (2,—0). 


Ядро Ё({!) полностью определяется выбранной нами квадратурной 
формулой Г (}). 

Введем еще в рассмотрение верхнюю грань 
р 1 
т \ 12 (9 [4 =е,.К, (2.2) 


0 


зар 
16 ку’) (0, 1) 


уае-ьо = 


распространенную на класс КИ’“” (0, 1). Она определяется формулой Ё 
и классом КИ’“” (0, 1). 


Рассмотрим определенную во введении квадратурную формулу 


п—1 


вы АЙ (ь = *) (2.3) 


и докажем для нее следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 1. Для любой ‘функции } Е КИ’ (а, 5) имеет место нера- 
венство 


п—1 


ла Хы вы: р < 


($ —а)`Нс,К 


(2.4) 


тг 


При этом существует функция 1. Е КИ“ (а, 6), для которой оно обра- 
щается в равенство. 


Доказательство. На основании свойства подобия (см. введение) 
квадратурной формулы [Г (в, 41; /) формуле Г (1), имеет место: 


пп = Ва 


Ури а ый 1 4х — Г бь ны р} = 


0 


-1.5} [Львов Буве} (1-2=“. (25) 


Если функция / 6 КИ’ (а, 6), то функция 1 (©, - Ри) от переменной и 
принадлежит, очевидно, к классу ки) (0, 1), и наоборот, а потому, 
на основании (2.2), будем иметь: 


п—1 


уше— У вь вн: |< 


п—1 


У 


0 


\ раз — Гы из №) 


бы |- 


1 


ЗУ -+ вы) аи — Ре №) < 


п—1 


=> 


что доказывает неравенство (2.4). 


— ау 
хп’ Не,К = Я ‚ (2.6) 


ПГ 
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Нам остается показать возможность построения функции }, Е КИ’“” (а, 5), 
для которой неравенство (2.4) обращается в равенство. Это можно сде- 


лать следующим образом. Пусть {% (2) есть функция класса КИ“? (&,, ча), 
для которой величина 


А-а 
\ 142 — Г (в, и; №) (2.7) 


2 


достигает своего максимума, равного й”с,К. Легко видеть, в силу (2.1), 
что в качестве ], (1) можно взять любую функцию }, имеющую произ- 


водную порядка г, у которой почти для всех иЕ[0, 1] выполняется 
равенство 


К” (к + №и) = К’ зв Е (и). 


Положим }, (2) = /› (1) на отрезке (&, Е). 
Если функция }, (2) уже определена на отрезке (&, &) и имеет на его 
конце производные, равные 


не’ 
то положим 


1. () = [» (2) + Р‚-1,к(2) на отрезке (&ь, &++1), (2.8) 


где Р‚ 1,» есть многочлен степени г — 1, подобранный так, чтобы пра- 
вая часть (2.8) в точке & имела производные до г — 1-го порядка вклю- 
чительно, равные соответственно числам 0%, 9,..., ®,_1. Прибавление 
этого многочлена не влияет на величину (2.7) в силу того, что квадра- 
турная формула [ (&&, +1; /) точна для многочленов степени г — 1, но 
в то же время это прибавление обеспечивает то обстоятельство, что 
функция [, (5) в узлах хх» будет непрерывной вместе со своими` произ- 
водными до г — 1-го порядка включительно. Очевидно, построенная та- 
ким образом функция }. КИ’ (а, 6) и для нее левая часть (2.6) равна 
‚правой. 

Теорема 1 дает оценку приближения квадратурной формулой (2.3) 
для всего класса КИ’“” (а, 6). 

Следующая теорема дает индивидуализированную для каждой от- 
дельной функции этого класса асимптотическую оценку. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть функция }(2) имеет на отрезке [а, 6] непре- 


рывную производную р” (<) порядка г, в =а- —® ОЕ = 
.. п 1), /— натуральное число, удовлетворяющее неравенствам 
О 2< пм, ® ({”, й) — модуль непрерывности К” на отрезке [а, 6] в 


1 
Л 


186 С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


Тогда имеет место асимптотическое равенство 


ей 1—1 


К г Я 
\ }4х — УГ и; |) = ([—=“) |. м (2) 42 + Оо (7, »} (2.9) 


где константу, ‘входящую в О, можно взять не зависящей от {1 и модуля 
непрерывности о. 

Доказательство. Снова, как в (2.5), приняв еще во внимание 
(2.1), пишем 


= 1 1 А 
\ лаг — УЬбь ка; л-х \ раз — Г. (вк, +; „| = 
а 0 0 2х 


-ьУ [лывдаь РИьь = 


Г Е. 


Ух ел + №и) аа = №" (а. Е.) (в=°—“), (2.10) 


где 
ь 1-11 11 
= АР (8) 7 в) аи = У 7 ©), 
в. г) (г) 
чи» Е 8 в + Ви) — 9 аа. 
Но 
< 1 
ое -ь |<» | Ио — 56а) о, 
0 Е 
поэтому 
5 
1 = | К? д аг-+О(® (Е, п). (2.14) 
Далее, 
в вы ОИ 
|| чл М) [2 (К, №) аа = р, = 
=О [в (Х”, ^). (2.12) 


Из (2.10), (2.11) и (2.12) немедленно следует (2.9), причем константа, 
входящая в ь 9), не зависит от [, так как не зависят от [ константы, 
входящие в (2.11) и (2.12). Этим теорема доказана. 

Сделаем по поводу асимптотического равенства (2.9) несколько заме- 
чаний. Предположим, что наша квадратурная формула, точная для всех 
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многочленов степени г— 1, уже не точна для многочленов степени г, 
т. е. будем считать, что 
1 


таз А = 


> 


В таком случае, на основании формулы (2.1), примененной к функции 
1(<) =»”, будем иметь: 
а ( а К 
х = 74 — газ |0 
0 


0 


Возьмем совершенно произвольную функцию [(2), имеющую на 
отрезке [а, 6] непрерывную производную 7) (4), тождественно не равную 
нулю. Если бы К” (2) =0, то / была бы многочленом степени г—1. 
В силу сделанного предположения относительно ], существует такое зна- 
чение сЕ [а, 6], что для него 


[ 

2 (2) 45 +0. (2.13) 

а 
Подберем для каждого натурального п такое / = и, что Че. 
В формуле (2.9), примененной для последовательности значений 1 = /1, [.,..., 
соответствующих п=1, 2,..., главный член в скобках правой части 
стремится при п-—> со к не равному нулю пределу и потому вся правая 
часть для таких / имеет при п —> со порядок, строго равный О (п-"). Этим 
мы показали, что для любой функции (5), имеющей на [а,6] непрерыв- 
ную производную порядка г, приближение определенного интеграла 
посредством квадратурной формулы (2.3) (точной для Р‚_—, и не точной 
для Р,) имеет, если не на отрезке [а, 6], то на некоторой его части [а, (], 
порядок, строго равный О (п-"). 

Введем в рассмотрение функцию о (2х), непрерывную на отрезке [а, 6] 

и удовлетворяющую неравенствам 


0<о (5,) — о (2,) <о (1, —2) (@<а < <65. (2.14) 


Функция о (2), таким образом, обладает всеми свойствами модуля непре- 


рывности произвольной непрерывной функции. 
Определим класс (+ > 0) функций, каждая из которых имеет произ- 
водную /“”? (2) порядка г, удовлетворяющую на отрезке [а, 6] неравенству 


179 2+) — ? @) |< о (*] (2.15) 


для всех допустимых хи й. 
ТЕОРЕМА 3. Если квадратурная формула Г,(Р) точна для всех 
многочленов степени т, то для всех функций |6 ИИС) при г>1 имеет 


место неравенство 


о п—1 я $ —а 
(лаз — Ур бьь < 6 — а, "=. (2.16) 


где с, определяется по (2.2). Это неравенство в смысле порядка точно. 
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Доказательство. Если в равенстве (2.1) подставить в качестве } 
функцию 4", то, в силу того, что наша квадратурная формула на этот 
раз точна для 4”, мы получим 


\Р (и) 4и = 0. (2.47) 


Пусть теперь функция 167’. Применим к ней преобразование (2.10), 
где положим & =6. Тогда, заметив, что в них, вследствие (2.17), вели- 
чина с, =0, будем иметь: 


п—1 


(ла Е х Бы: =, (» = =), (2.18) 
гре х 
= о у У (и) [7 (&-- и) — 1 (аи. (2.19) 
Но 
ты 


ИР (п) | (0) в = пйсно (®) = (6 — а) сло (1), 


[| < у т 
0 
что и доказывает неравенство (2.16). 


Чтобы доказать вторую часть теоремы, выделим из отрезка [0,1] 
частичный отрезок [, В] такой, что на нем функция 


Ри" - Зв, #9 


сохраняет знак. Для определенности будем считать, что он положитель- 
ный. Затем возьмем какую-либо функию [, (7), имеющую производную {> 
порядка г, определяемую при помощи равенств 


в (и — а), если а<и<. 


[© 
(и + №) = и ® (® В — и), если ыы Зи < в, 


<> 
0 , если мы и < а, В3и<1 
Бе Фи фон -4) 


Пользуясь (2.14), нетрудно установить, что 14” (2) наотрезке [а, 8] удовле- 
творяет условию (2.15) и, следовательно, принадлежит к классу и). 
С другой стороны, в силу (2.18) и (2.19), 


ь ®—1 р п—1 В 
\/ь4е — У Е бь В-ы /№) = рр Х 7 © + м) — 1? 1 > 


рт а 


2 
Е Рива) а > 
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рт В— а — 
> стл” ( т п) \ Е (и) 4и > 
«ве 
т але ъ“) Оо, ,.), 


и вторая часть теоремы доказана. 

Примечание. В теореме 3 мы считали, что квадратурная фор- 
мула [. точна для многочленов степени 7, в то время как в теореме 2 
предполагалось, что Г, точна для многочленов степени г — 1. 

Это находится в существе дела, так как, если предположить в тео- 
реме 3, что Ё([) точна только для многочленов степени г—1, то это, 
как мы знаем, равносильно условию 


и тогда для функции ], имеющей производную м (2), равную тожде- 
ственно на [а, 6] константе А, в силу (2.10), будем иметь приближение 


ра 


1 3 
№ (6 — а) 
ше" Ув ыы: = о ие В 


которое, очевидно, можно сделать по абсолютной величине как угодно 
большим, если А достаточно велико, в то время как ] при любом А 
остается принадлежащим к И. 

Рассмотрим теперь какую-либо квадратурную формулу Г(], точную 
для любой постоянной А, для которой таким образом выполняется 
равенство 

ь 
\ 442 = (4) для всех А, (2.20) 


а 


и наряду с ней класс И’ (> (а, 6) функций }, удовлетворяющих на отрезке 
[а, 6] условию 


|7 (#2 + №) — 1) |< (й}. 


ТЕОРЕМА 4. Если функция 16 И’ ©) (а, 6), то имеет место нера- 
венство 


В 


ше р (к, ыы; < ( + У] 6—4) ( 


р —а 


} (2.21) 


точное в смысле порядка. 
0 
Доказательство. Допустим пока, что 67“ (0, 1) и пусть 


1 (=) = 1 (0) + 9 (2). 
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Тогда, в силу неравенства 
|2) 1 = 1@) — 10) 1< 4) 
и (2.20), будем иметь 
" 1 за | г ` 
= \э4=— Х реа) <=) (++ Ур, |). 
о ь Е 1 
Если теперь ГЕИ’ (а, 5), то, применяя к этой функции равенство (2.5) 
и учитывая, что 
|7 © + Аа") — 1 В - 1’) | Зои” — и’), Ох хи" <, 
получим 
ъ ®—1 | 1: 
лав Ур, вы: 0 |< АХ К (№ Е и) аа — [11 + №1) < 
с о о 


"—1 / ыы ра 
< У (1+ +»! |.) = 1+ Ур, )&—в= (®), 
о ы о 


о 


и неравенство (2.21) доказано. 
Определим еще функцию }. (5) при помощи следующих разенств: 


МЕРЕ ки 
[® (Ви х,), если х, << -, 


[а (& + №) — ]* (Из, — и), если Стих 


[ 0 ‚ ели ОЗи< ож, хх <ах4 
{—0 1. а 


Легко видеть, что /» (& + Аи) принадлежит к (а, 6) и правая часть 
(1.6) для нее обращается в нуль. Поэтому, полагая х,—х,=4а, будем иметь: 


ь в—1 ь 
\7.4=— УЕ ь ыы; = \ = = 
[3 0 а 

п—1 т "—1 


хь 
=2й У\ Мел ав=А УИ (к Ли) 4 = 
о % 


оо 


п—12< п—12< 
=2^ У \ ® (#5) 40>2% У \ ® (3) 49 > 
оо ос 


> 2ае (а) п = 2(6 — а) ав (ай) = се (ей) > со (=), 


и этим доказана вторая часть утверждения теоремы *. 


* Отеметим здесь работу А. Х. Турецкого (*), в которой даны в некоторых 
частных случаях теоремы 4 более точные оценки. 
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$ 3. Многомерный случай 


Будем все рассмотрения вести для двух переменных. Для многих 
переменных они аналогичны. Кроме того, ограничимся рассмотрением 
‘интегралов вида 


1 (х, у) ах ау. 


э << 
5 -—& 


Возьмем в качестве исходных какие-либо две квадратурные формулы 
вида (1.3): 


Е) = Ур! (®,), бо. = 


(= Ури»), б<у< у, <. Зуи =1, 
0 


‘удовлетворяющие условиям 
т т 
Ув; = Ур. =1. (3.4) 
0 0 


Если на прямоугольнике 0х, у<\1 задана непрерывная функция 
7(, У), то, применяя к ней сначала по у квадратурную формулу Г, а затем 
по х — квадратурную формулу Г, или производя эти операции в обратном 
порядке, получим двумерную квадратурную формулу 


=== 


\У(=, ага — У Уре (0,4; 0,4; Л. (3.2) 


Е=0 1=0 


Пусть эще мы имеем два класса функций $Ф= (5х), заданных ва 
отрезке [0,1]: Н и Н,; положим 


зар |\ 42 — Г. ($) =. 

ее (3.3) 
зар |} 24 — 1 (9) |= с 
ФЕН: о 


Если функция ](5, У), заданная на прямоугольнике — 1 < х, у <, 
обладает тем свойством, что для всякого у по х она принадлежит к Н 
и для всякого х по у принадлежит к Н,, то, в силу (3.1) и (3.3), 
приближение при помощи нашей двумерной формулы (3.2) будет удовле- 
творять неравенству 


т т, 


| ее У) Феи — ХХ рьр/ „|= 


0.0 
т 1 


Пе — | Хр Ле 4+ Хр аа — 


А=о0 
-2> РьРИ (2, )|< о, („у 4+ 
Ё=0 1=0 оо - 
+ Зв | иеь ди — Хи ть у) | <е+а. Гр, | (3.4) 
&=0 0 =0 = 
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или неравенству 


Ш 1 т т т: 
ув, рагу — ХХ ьри(аь у) |6 ХИРИ+е, 9) 


которое получается аналогичным рассуждением. 
Исходя из формулы (3.2) для произвольного прямоугольника а < 2 < 5, 
с <у<а, можно теперь построить новую квадратурную формулу: 


ьа 
| (г, аду Е (аб е а: ре 


= (6 —а) а—в) У ры анивчЕ Ф2ЗОУЫ, 


которую естественно назвать подобной исходной. Наконец, мы можем 
прямоугольник разбить на ру равных прямоугольников 

Зак (37 < У < 1) ЕАО, Чен О 1 
где точки &; и 9, делят соответственно отрезки [а, В] и [с, 4] на равные 


части, а затем к каждому такому прямоугольнику применить соответ- 
ствующую подобную формулу 


ьа ИТУ 
\Су(=, у)агау— У р; О 


ТЕОРЕМА 1. Пусть функция ](%, у) имеет частные производные 
по х порядка г и поу— порядка $, удовлетворяющие на прямоугольнике 
а<1<Ь, < у<А неравенствам 
ее 
д’ 


0$ 
5 |<. 


<, | 
У 


Пусть, кроме того, квадратурные формулы Г, (7) и Г. (} типа (1.3) точны 
соответственно для многочленов степеней г —1 и $ —1. Тогда 


| 


бека) Я ыио) |е-м (Е 


1—1 


1авгау— Х У 1+ (|< 


верим), 


где с, и с; — константы, определяемые по (2.2) соответственно для 1, (}) 


и [4]. 


о— 


Доказательство. Полагая о в = `—“, будем иметь: 
ьа И ит Ут 2-1 "Аа 
ни» 210 х(} } /4зау — 1» (7) = 
ас 


=; ПЕ 


о 

= йе № У {\ ис -- Ли, 1, 59) аи ал — Г, (0,1; 0,1; (Е, НЫ Ли, м, 55}. 
0 0 оо 

(3.6 
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Функция ] ($, -- Ри, у, | 89) имеет по и частную производную порядка г, 
не превышающую по абсолютной величине М’, и по © — частную про- 
изводную порядка $, не превышающую по абсолютной величине №23, таким 
образом, она принадлежит по и к классу МГИ® (0, 1) и по ®— к классу 
М 27 (0,1). Поэтому, на основании теоремы 1, в которой надо считать 
а =0, 6 =1, К = МА’, п = 1, имеет место: 


1 
| \ Р( - Ли, м, - 89) аи — [4 (Е Ам, , + 89) |< <, Ми 
0 


и аналогично 


1 


Гу, лы, м, + во) 40 — 2, м, + 89) [< 6. Ма. 
0 


Заметим, что применение теоремы 1 законно только в силу предпо- 
ложения, что формулы Г, и Г, точны соответственно для многочленов 
степеней х—1и $ — 1. 

Отсюда, вследствие неравенства (3.4), в котором надо считать 
е=е,МИ’, с, = с‚№3*, получим: 


В 


ть 
| \хагау— У У (|< 
1 1 


1». 
Хи ль, мы во) ди ао — 204; 0,4; Е, ь „89| < 
0 0 


У 


р” 

< 1/8 

0 
< ый (ми + сме" > Ру ) [= 


"+, ЭИрым (7: . 


= (6 — а) (а — с) [м (= 


ТЕОРЕМА 3’. Пусть функция (т, У) имеет частные производные 
соответственно порядка г по х(г>.1) и $ по у(5>. 1), удовлетворяющие 
на прямоугольнике аз ть, ‹<у< Ч условиям: 


17а, — ау) < +), 


3.7 
И у) рии, —_ 


где ® и ®, — функции, подчиняющиеся неравенством (2.14). Пусть, кроме 
того, квадратурные формулы Г.(]) и Г (7) типа (1.3) точны соответ- 
ственно для многочленов степеней т и $. Тогда 


и—1 У 1 


Ва 
ааа о У < 


ИХ 


о-в (ры, (= 5]. 88 


0 
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Доказательство. Воспользуемся снова равенством (3.6), но на 
этот раз к членам, входящим в двойную сумму правой части, применим 
теорему 3. Для этого надо только принять во внимание, что функция 
1(Е; + а, т, -- 89) имеет по и и 9 производные порядков г и $, удовле- 
творяющие, вследствие (3.7), на прямоугольнике 0О<и, 9<1 нера- 
венствам 


щи м 9) „|= 
=” | 2 (6 мг, м, + 69) — 2 (Е №’, п, 89) < 
< о (| и —и"|), 0<и"<и<1, (3.9} 
т 98 
| и в, в) и 
ду д 
= 8” | №9 (Е №, 9, 59) — [9 (Е №, м, + 89") | < 
< 23% (в |9’ —9"|), О<у’Ху <. 


Таким образом, по теореме 3, где надо считать а ==0, 6 =1, п=1 
и заменить © (5) на Ито (15), будем иметь: 


1 
| ХС, -- ли, м, Е 59) 4% — Гы, (1 (Е, - №, м, + 9) | Зе (1) (3.40) 
о 


и аналогично 


1 
|, + лм, ч,, + 80) 40 — 1, (+ о, + 89) | Зе, в" (в) 


и, следовательно, из (3.6), на основании неравенства (3.4), полагая в нем 
с = с,Йто (й) и с, = с, 28%, (8), получим 


ое ба | И Ут 


ьа 
|} уакау— Х Хм] Х У | ль во) дав — 
— 20; 0; У, и, ь +89) < 


т 


< рйе (с, с„й’о (№) -- с,8°®. (в р, „| = 


в—а\” [/Ь—а @— 0 Пас 
Е 
ТЕОРЕМА 4’. Пусть функция } (х, у) удовлетворяет на прямоугольнике 
< Ь, с< ух 4 условиям: 
|7 (2, у) — 1 (х, у) | <®(|#—=]), 
|7 (2, у) — 1 (т, У) | За (У —У|) 


и, кроме того, квадратурные формулы Г, (1) и Г. (1) точны для констант. 
Тогда имеет место неравенство 


ИТ УЕ 


|} оьву— ХИ Вы, (=), (ва 


20е А и В— константы [см. ниже (3.12)]. 
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Доказательство. Неравенства (3.9) и (3.10) верны и при г=0, 


т. е. для самой функции }, поэтому, по теореме 4, где надо считать 
а=0, 6 =1, п=1, будем иметь: 


| 
| 


1, №, 1, + 89) Чи — Г. (Е,  №и, ч, + 89)) < (4+ У|р, |} (®, 


ен с. = 


ЛЕ, и, м, - 9) 40 — 1, (1, + йа, ч, + в) |< (1+ У| р |) в, (®) 


и, следовательно, из (3.6), на основании неравенства (3.4), полагая в нем 


е= (1+ У| р» | } « (®), ы = (1+ 12), 


получим 
ьъа И лУ-—1 
| хагау— У У 1 (| < виа (4 © (®) + В (6)) = Ао (1) + Во, (6), 


где < 
А= (6-4) а—9 (1+ Ур, |), 

ой ь (3.12) 
В=6—а)(а-6)У|рь| (1+ Ур. ). 


$ 4. Некоторые численные результаты 


Из предыдущего видно, какое большое значение имеет для оценок 
приближений квадратурными формулами знание констант с,. В моей 
работе (*) приведена таблица точных оценок для простейших квадратурных 
формул. Из нее нетрудно для указанных там квадратурных формул извлечь 
численные значения с, (определенные для стандартного отрезка [0, 1])- 


4 
Так, для формулы прямоугольников 25 = 5_, Ро —1 имеет место 


1 


А 


< 4 1 
Для формулы трапеций хо = 0, 2, =1, р =, Р1 = 5 


Со = 


Для формулы Симпсона (точной для многочленов второй и третьей степени): 


1 1 2 
2% = 0, =>, т: =1, Во РЕ 


Ниже мы приводим еще численные выражения для двух более сложных 
квадратурных формул Котеса, полученные студентом МГУ П. Пилико- 
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Для формулы Котеса с четырьмя (равноотстоящими) узлами 
К 1 3 
2, = 5 (= 0, 1, 2, 3), ПРЕ 


которая точна для всех многочленов третьей степени, 


Для формулы Котеса с пятью узлами: 


5 


К 7 
2, = д (®=0,1,..., 4), Вы, Ру = 2. = 50, Вы —= 


(точной для многочленов четвертой степени) 


4 
65 — 345600 ° 


Сопоставление констант с, и с, особенно интересно, так как обе они 
относятся к формулам, точным для многочленов одной и той же (третьей) 
степени. Мы видим, что формула Котеса, усложненная сравнительно с форму- 
лой Симпсона одним лишним узлом, дает для класса И/’®) ошибку, примерно, 
в двадцать раз меньшую, чем формула Симпсона. 


Поступило 
4. Х. 1951 
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НОВЫЙ ПОДХОД К ОЦЕНКЕ СУММЫ ЗНАЧЕНИЙ у (р 


Работа содержит вывод новой оценки для суммы значений харак- 
тера по простому модулю 4, отличного от главного при условии, что 
аргумент пробегает числа вида р - ^, где ^ — постоянное, а р — простое, 
не превосходящее №. Оценка нетривиальна при М >> 4°?5+*. Даны при- 
ложения к вопросу о распределении вычетов и невычетов степени п по 


модулю 4 чисел вида р - /. 


Обозначения. Примем обозначения: 

с — положительное постоянное, 

= — произвольно малое положительное постоянное, 

9 — простое, 4 > с, где с, — достаточно большое, превосходящее 2, 
х (а) — характер по модулю 4, отличный от главного. 

При (а, 9) =1 символ а’ обозначает число, удовлетворяющее сравне- 
и аа’ ==1(и1о4 4); при (а, 9) =4 полагаем а’=0. Вместо ух (6а’) пишем 
* (=) 

Точка (5х, у) называется целою, если обе ее координаты хи у суть 
целые числа. 

К — постоянное целое, не делящееся на 4. 

р — переменное, пробегающее простые числа. 

Обозначение А<<В при положительном В показывает, что | А| В 
не превосходит положительного постоянного числа. 

Символ У обозначает суммирование, распространенное на указанные 


2 


значения 5. 
Весьма большую помощь в решении вопросов теории чисел может 


оказать уменье оценивать верхнюю границу для числа попадающих в за- 
данный малый интервал значений функции от одного или нескольких 
целочисленных аргументов. Иногда лучшие результаты дает оценка суммы 
квадратов таких чисел, когда одновременно рассматривается много выше- 
указанных малых интервалов. Настоящая работа содержит применение 
этого общего соображения к выводу новой оценки для суммы вида 


У хе. 


р<М 


В отличие от прежней моей оценки (*), нетривиальной при № 0. 
новая оценка нетривиальна уже при всех М с условием М > 4075+*. Эта 
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оценка позволяет вывести новые асимптотические формулы, характери- 
зующие распределение вычетов и невычетов степени п по модулю 4 для 
чисел вида р--Ё. Краткое сообщение об основном результате этой ра- 
боты в менее совершенной форме было дано раньше (?). 

ЛЕММА 1. Пусть Х и ОИ—числа с условием 2<2Х << 4, %—це- 
лое число с условием О0«<3<94, наконец, пусть Х (и) обозначает число 
решений сравнения Ёх' -- ч==и (то4 49) при условии, что х и 1 независимо 
друг от друга пробегают целые числа интервале ИП — Х<=т<Ш0, 
0<з< 5. Тогда, полагая | 


9—1 
= У (и), 
и=0 
будем иметь 
Г< 80 Х4*- Ху вт. 


Доказательство. Очевидно, Г, есть число решений сравнения 


(1—2) + 1, — 1=0 (шо@ 4), 


где х, пробегает те же значения, что и х, а \, пробегает те же значения, 
что и 9. Отсюда легко найдем, что 


[< Хз\ Ту, 
где Т есть число решений сравнения 
К (т, —т)  1=ЕО (шо4 4). 
Нетрудно убедиться, что Т есть также число решений уравнения 
(2, + (#— ЮР = 9 


при условии, что 2, 2, д пробегают указанные выше значения и 2 про- 
бегает целые числа. Часть числа 7, отвечающая данным 7] и 2, очевидно 
<< 4. А так как при данном 9 разность между наибольшим и наимень- 
шим значениями левой части последнего уравнения будет < -?ИХ, то 2 
при данном У может принимать лишь <Х\?0Х (47) "1 < 30 Ха" 1 
различных значений. Поэтому часть числа Т, отвечающая данному \, 
будет < (10 Ха *- 1) 4: и, следовательно, 


Т < (80Х4*-+ 1) 9, Г<Хч + (80х91 9°. 


ЛЕММА 2. Пусть Х., Ох, Г, У, — числа с условиями 2<2Х. «0, <4, 
1<У, <У. < ди путь 


5, =2>4() ху 1, 
х у 
20е х и у пробегают все целые числа с Условиями 


—Х<=<0, Т-— УИ, 


и $(т7) Удовлетворяет условию 0 < (2) < 4:1. Тогда имеем 


хаки ("+ (0) 
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Доказательство. Полагая 


= [450%], 
находим 


1 
Беги уу» (У ® +0(Хот, 94°) < 


1=1 % 


<—У >» Ух + 1+9 |+ Ха" < 
х т У 


и | Ухе+я |+ Хомьа-, 


%=0 


где ^ (и) есть число решений сравнения Ах’ - ==0 (пода). Отсюда 
следует: 


51 о. (и))* у УУхи-и) х(и-У + Ха", 


и—0 9: У 


где х(а) обозначает характер, сопряженный с у (а), и у, пробегает те же 
значения, что и у. Суммирование по и при данных у, и у дает 9—1 


или —1 в зависимости от того, будут ли у; и у равны между собою или 
нет. Поэтому 


< го (4) 47» + №9", 


и=0 


откуда, согласно лемме 1, 


: < (0 оХо9"" *- Хол, + 4“) а’ + Хо. 4 ‘= 
1 
< (0. ХУ. + Хол 9 + 9, + Х т < 
<г (ХУ Уз. + Ус + Х90ь '); 

1 1 1 

Г Че Ее ий \№ я \\ 

ео (её) ых, (ть } 

$ 1 


5, <Х,У а“ (( т. от Е. /) 


Последнее неравенство при Ч <! следует из предыдущего; в про- 
оо 


тивном случае оно тривиально. 


5 
ЛЕММА 3. Пусть 1<И 4, ма, 


5=УУз@® ху, 


ху<М 


где х пробегает все целые положительные числа, не превосходящие 0, 
а Ч пробегает некоторый ряд последовательных целых положительных 
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чисел, меньших 9, причем %(х) удовлетворяет условию 0$ (т) < 4**. 
Тогда имеем 
з й 
4 


5" ((8)'+(%)') 


Доказательство. Очевидно, достаточно рассматривать лишь слу- 
чай, когда 


№? 
И 


1 
Пусть сначала ПО < (№44*)3. Тогда, согласно известной оценке для 
суммы значений характеров, находим: 


1 
т т и Е т МЕТ 
5 < 490 Уч №99" МИ < 9 м (5). 


1 
Пусть, далее, П(`> (№49')*. Тогда, обозначая буквой & наименьшее 
№ 
целое число с условием (27° (№43, будем иметь 


В. о 


= 
где 5’ содержит слагаемые с х<02 °, а 5” содержит слагаемые с 
=: 
х>0И2 °. Согласно только что рассмотренному случаю, имеем 


7 2 пеТ 93 < 
© <. 4* м (5%) к 


Интервал суммирования 027 


интервалов вида 


‘«<а< И суммы 9” мы разобьем на & < шп 


по и и 


где { имеет одно из значений =1,..., 1. 
Рассмотрим часть 65, суммы 5”, отвечающую интервалу и’ т и. 
Пусть 
1 
ты : 
ув ((2 (2) 
Чи 4* 
Очевидно 
№1 : 
а № \= в 
8= (0). если (> Уа; 5= (= )*, если (<УЧ. 
Имеем: 
Е 
и (М4 т 
8. т а 
(№4-3)8 
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а при (< имеем 


Мм № №? и 
ив 2 парта 2 0-Е 


У (№43 48 


Пусть 55 — наибольшее целое число с условием 2 0. Чтобы оценить 
сумму б,, применим способ исчерпывания. Пусть У’ — наибольшее целое 
число, менышее наименьшего значения у, и У” — наибольшее значение у. 
Для суммы 6б,, суммирование распространяется на 
все целые точки (х, у) области, ограниченной пря- 
ВЕЕР С ОО гиперболой 
ху = М, причем точки прямых х=и, у=у к 
области не причисляются. Из этой области выде- 
лим области с номерами 0,1,..., $5, согласно схе- 

‚ указанной на прилагаемом чертеже (причем 
точки прямых, ограничивающих выделенную об- 
ласть слева и снизу, к этой области не причи- 
сляются). Область с номером $ изобразится прямо- 


угольником с основанием (и—и)2 ‘= и? и 
В оу 
высотою порядка < 2 . Оба последние числа, 


как было показано выше, `> 0,5 4". В исключи- 
тельных случаях, когда область прилегает к пря- 
мой у=у или же к прямой у=у”, высота об- 
ласти может оказаться меньше 1. Однако очевидно, 


что общее число целых точек, принадлежащих ЧЕ. 
таким исключительным областям, будет (90 < №?) 
г го 1 Же 1 
а а д, 
«0-м (забит) 


Пусть 6 (5) — часть суммы 65., отвечающая какой-либо из областей 

с номером $, не принадлежащих к числу исключительных. Применяя 
= 8 

лемму 2 (берем © ($), и2 ‚и, Ми 2” вместо 5,, Хо, Цъ, У,), получим: 


о ей наче 
Но при 0 <УЧ имеем 

= (№443) 
а при (> 4 имеем 


В Но 
4 8 


5 (И) 39") 
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и, следовательно, 


Поэтому 
п 1 ре 
зона 
и, следовательно, сумма всех 65 (5), отвечающих данному $, будет 
1 1 
р Ах пав. 
<" (=) + (№). 


Часть суммы 65., отвечающая точкам, не принадлежащим ни одной из 
выделенных областей, численно будет не больше произведения числа 
таких точек на 4*: и, следовательно, будет 


сени (8 ом мн (+) 


Собирая все доказанное, мы и убеждаемся в справедливости нашей 
леммы. 
ЛЕММА 4. Пусть 


жи Е 
5= Ух (5), 
х=х, 


где ж., т», а, 6 — целые числа, причем 90% % <1<9ч и ф-а не делится 
на 4. Тогда 


1 
5 < 9? Ш д. 
Доказательство. Эта лемма есть следствие неравенства [см. (3)]: 


ы 


эта ПХ ть ый 
а д а 
е (Е) <, 


х=о0 


справедливого при любом целом т. 
ЛЕММА 5. Пусть Хь, Оъ, Ух, Г, — числа с условиями 


1<Х<0, 1<7,<УТ,<а 
и пусть х и у пробегают целые числа с условиями 


Пак ИУС И. 
Пусть, далее, 


5: = №3 $ ху +, 
где $ (х) и $, (у) — функции с условиями 
0<(2) < 4, 90% (<. 


Тогда имеем : 


о 
важ, 9" т о. 
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Доказательство. Находим 


51 < Ха“ ХУ и Ух (9, 


и у 


где у, пробегает те же самые значения, что и у. При у, =У в результахе 
суммирования по 5 получим число < Х., а при У, отличном от у, в ре- 
зультате суммирования по х получим число (суммирование по х по полной 
системе вычетов по модулю 4 дает число < 1; к суммированию по непол- 
ной системе вычетов применяем лемму 4) 


24 
к т. + 9 94. 
Поэтому 


пене) адин) 


0 
откуда и убеждаемся в справедливости леммы. 


ЛЕММА 6. Пусть 495 <0<М, 00,5; «(< <0,50, 


5=У\» (а), хе я, 


ху<М 
где х пробегает целые числа с ус- 
ловием ПИ, << 0, а у про- 
бегает все целые положительные 


числа, причем $ (5) и ф, (у) — функ- 
ции с условиями 


0<+ (2) < 4; 0% (<. 
Тогда имеем 


ОРа 0в 
э < №9. он а + г 


Й —0,5 
Доказательство. Достаточно рассматривать случай А < 4—°»5°, 
так как в противном случае ‘лемма очевидна. Пусть $, — наибольшее 
целое число с условием 


ел. 
Имеем 


о 


Для суммы 5 суммирование распространяется на все целые точки обл асти 
ограниченной прямыми х =И —И., #=0, у=0и гиперболой ху = №, 
причем точки прямых х=0 —И, и у=0 к области не причисляются. 
Из этой области выделим области с номерами 0, 1,...,5%, согласно схеме, 
указанной на прилагаемом чертеже (причем точки прямых, ограничиваю- 
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щих выделенную область слева и снизу, к области не причисляются). 
Область с номером $ изобразится прямоугольником © основанием 7.2" 
и высотою, имеющей точный порядок МИ`"2`°. Применим лемму 5 (заме- 
няя 5, Х», И, на 6 (5), 02°, М0 "2 *, где 5 (5) — часть суммы 5, отве- 
чающая выбранной области с номером $). Тогда получим; 


ЕЕ мае 1 
5 (5) < а №2 и М0 ы а << М9 2 П РН а ф% 


‚Поэтому сумма всех © ($), отвечающих данному $, будет 


0,5 
—0 5: 9 
к. ра +. 
Наконец, часть суммы 5, отвечающая точкам, не принадлежащим ни 
одной из выделенных областей, будет 


< 402 у < М4“. 


Собирая все доказанное, мы и убеждаемся в справедливости нашей леммы. 
ЛЕММА 7. Путь ев, <0,1; 6 > с; < 1<1—8—в; Р — произве- 
5 
дение простых чисел с условием р < №. Тогда, полагая 


шк 


+= 
р= гп), РМ, 
делители 4 числа Р, не превосходящие №, можно распределить среди 
< 2 совокупностей, причем для каждой совокупности существует свое ф 
с условием, что принадлежащие этой совокупности значения 4 удовле- 
творяют неравенствам 


Ф < а = фе, 


Для некоторых совокупностей имеем х < №", для каждой из остальных 
совокупностей существуют целое положительное В и 0ве возрастающие 
последовательности чисел х и у такие, что все значения х удовлетворя- 
ют ие равенству 


и. И 


причем все числа рассматриваемсй совокупности, взятые каждое В раз, 
и только эти числа, получим, если из всех произзедений ху выберем лишь 
удовлетворяющие условию (т, у) =1. 

Доказательство. Эта лемма есть лишь незначительное видоизмо- 
нение леммы о, гл. [Х моей книги (“). 


В / с 2 
ЛЕММА 8. Нусть при о с №«Н< №", 3— наименьшее 
п р 
целое число с условием В > тр, Р — произзедение простых чисел с усло- 


вием р«Н, О — произведение простых чисел с условием Н<р<М. 
Пусть, далее, $ (1) — функция с условием, что для всех целых положи- 


Е. аж 


ОЦЕНКА СУММЫ ЗНАЧЕНИЙ ХАРАКТЕРОВ 205 


тельных т, не превосходящих М, имеем | (5) | <Т, и теть 


5= У (р), 
р<м 
о и 
а,\Р т, >0 а; \Рт,;>0 
ат,...азт; <М 
Тогда при некоторых в1,..., а, с условиями а, <1,..., и, <1 имеем 


= ИИ, ...- аз Ив + О (ТАЫ 


Доказательство. Легко убедимся, что 


№, = У... УФ...) (1) 
у. 9 у. \9 
М 


Действительно, правая часть может быть представлена в форме 


и ОО. 


у,>0 У; >0 а,\(и,, Р) аз\(и.:,Р) 
Уд» У; <М 


Отсюда, собирая вместе члены с одной и той же системой значений 
4;,...,4:, мы и получим выражение для И’., указанное в формулировке 
леммы. 

Нетрудно видеть далее, что среди произведений у,...у., входящих 
в выражение (1) для И’., имеется 1 и < МН“ произведений, делящихся 
на квадраты простых делителей числа 0 (при данном М, делящем О, 
равенство 9,...7.; = М выполняется < 1 раз). Среди оставшихся произ- 
ведений у,...7. данное 2, являющееся произведением й различных про- 
стых сомножителей, встретится 5” раз, так как каждый его простой 
сомножитель может входить в 9/1, ..., И. Из сказанного следует, что 


ООВ 58 а о и, ВО (МЕ, 


где 
вул к 2 Ф (2р) 
2<М 
Отсюда, полагая $ =1, 2,..., 6, получим: 


5-5, +. 5 =, + 0 (МН, 


и 


СВР СИС 


р, -- 25-Е... 965 = Ив + 0(ТМН-1. 
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Определитель 
ое 
О 
ИВ 


есть целое число, отличное от нуля. Отсюда, замечая, что 5 =5,-+ О (ТИ), 
мы и выводим указанное в о в выражение для 9. 


ТЕОРЕМА 1. При условии 94 < М =м* имеем 


3 
1-=(® 4“ 4 
Хим" (4, |" 


р<М 


Доказательство. Положим в лемме 8 


1 
Ф(р) =х(р-+®), Н=а“. 
Тогда будем иметь Т =1 и, следовательно, 
У хр ®) = И", + - + -- ав И/в -- О (МН). (2) 
р<М 
Мы остановимся далее лишь на оценке И’в, так как И/’.,..., Ив 
оцениваются аналогично. При каждом ]=1,...,8 мы значения а? 


разобъем на совокупности, как указано в лемме 7. Значения т; мы так- 
же разобъем на << ш М совокупности так, что к одной и той же сово- 
купности будут принадлежать значения т, лежащие в интервале вида 


М,<т<М, М,<2М.. 


Оценим часть Ув суммы И’в, отвечающую области вида 
о ть Е®, ре ‚о а Е®), = 9%, 


М, т, <М,,...,Мь тв < Мь. 


Очевидно 


31 =| 53. ‚Ух @т,...авть + №) 


4,т,...автв<М 


где суммирование распространяется на область (3). 
Пусть сначала одно из чисел М,,...,Мь будет >Н. Не нарушая 


общности доказательства, можно предположить, что Мь>Н. 
2 


Пусть Мв >93. Тогда, согласно известному закону распределения 
характеров, замечая, что произведение 4,...4зт,... тв пробегает числа, 
не превосходящие МН“, и каждое из них << М№“* раз, получим: 
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1 
ь ре г Шах 
[Из | < МН" Уч т 9 << М4 4 5 м4 (=) ” 


2 
Пусть теперь Мь < 43. Тогда, применяя лемму 3, находим: 


Е а и 
р г” амнН-1 4 3 \8 г” 4 \4 
Ив | << № (( т | и } < м Е 


Пусть, наконец, все без исключения М,,...,Мь будут <Н. Мы огра- 
ничимся лишь случаем 


з 


3 
РФ. Ма Ме, 


В противном случае очевидно имеем 


31 
4 4 
>. Е 
рам (&* )* 
Предположим сначала, что 


ВАА ИН 
ой < Ма о < №198 Н" :). 


Пусть ] — наименьшее число с условием 


а 
2 5 


$0... 9®М....М;> №4 


Пусть х пробегает различные значения произведения 4;...4зт,...ту, 
а у пробегает различные значения произведения т; ...тв. Каждое свое 


значение х пробегает << №* раз и у пробегает также < М№"* раз. При 
этом 1х удовлетворяет неравенствам 


1) 8) 2 8) \ 1-е 97 
мои. м 
и, следовательно, лежит в некотором интервале вида 


МЕ Е 


8 < т №М№?48. 
Последний интервал можно подразделить на << ш М интервалов вида 
ПО ПО, 05-05 


к каждому из которых можно применить лемму 6. Получим: 


3 ВА и ея 
у, << М [^ о т гам И 
Зе - 
Предположим теперь, что 
Ф@.. .9®)> №20 Е: 
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Тогда, определяя 1 равенством 


мы будем иметь > М и, следовательно, согласно лемме 7, суще- 
ствуют целое положительное В и две возрастающие последовательности 
целых положительных чисел д и у с условием 


№ << МН 


такие, что все значения 4; выбранной совокупности, взятые каждое В 
раз, получим, если из всех произведений 2у выберем лишь те, которые 
удовлетворяют условию 
(У =1. 
Положим 
д=а:, 0 Фа ды зоне о 00 


Очевидно, имеем: 


[Из | = 


Ув) УХУ Ух (тие + | 
К 


[2 


где с пробегает целые положительные числа (не превосходящие |/ М), а Е 
и 1, при данном с, пробегают частные от деления на с чисел хи у, 
одновременно кратных с. Пусть № определяется сравнением о?А‹ == (то@ 9). 
Тогда часть И’ (5) суммы И’в, отвечающая данному о, будет 


< Ух Ух ито + |. 
р Кик 


Но каждое свое численное значение х, произведение иЁ пробегает << №® 
раз, равным образом каждое свое численное значение у, произведение зо 
пробегает < М№* раз, причем 


Е = — 
О А р ЖЕ 
и вместе с тем, согласно определению т, 
а т: 
Ми Мам. 

Но последний интервал можно разбить на < ш М интервалов вида 

П-П << 0, 

о Ох, 

Ие0. 
Применяя к каждому из этих интервалов лемму 6 при 


Ве 


№? 4391 >. 43, 


получим: 
и 4 ЕЗ 1 З 1 
И Е о м 
О ЕЕ 5 2 
У а Ма [99 Е И | ем (5 
2.8 


М" а 
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Если 


ней и 
2 2 


з 1 
а* Я 
№248 < 42, т.е в Г 
то тривиально находим: 
УИ (<) << М. 


Отсюда, суммируя по всем с, получим: 


За ь 
И” МЕ 9 ы . 
в, < ву 
Ввиду всего изложенного, находим: 


За 


(4) [оса \4 
1--= 4 
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Точно такие же оценки получим и для И’,,..., И’в_1. А тогда из 


ормулы (2) и будет следовать наша теорема. 
рму \ р 


ТЕОРЕМА 2. Пусть п — делитель числа 4 — 1 с условием 1«п<49—1 
и пусть $ — одно из чисел 0,1,...,п-—1. Тогда для числа Т. чисел 


вида р- Ё с условиями 


р<мМ, ша(р-+®)==з (тодп) 


имеем неравенство: 


3 
- (4) [о4 \4 
Що м ме ( . 


Доказательство. Имеем 


тр" па (р-5Ю) 8) 
© т == уу е п ь 


р<М 


При т = 0 имеем 


а при т>>0, согласно теореме 1, имеем 


З-1 


(4) Гоа \1 
1+ = Ч 
—». |) 


Отсюда теорема 2 следует непосредотвенно. 
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Н. М. КОРОБОВ 


О НОРМАЛЬНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе выводятся необходимые и достаточные условия, при кото- 


рых на произвольном множестве п-значных чисел возможно построение 
нормальных периодических систем, 


Пусть п, 4, 81, ..., 0: — целые числа, удовлетворяющие условиям 
Е М А 


Будем называть величины 6, знаками, а системы знаков 8„...5, 
п-значными числами. (Знаки будем иногда обозначать также через В, В’, В..} 

Рассмотрим множество Ё„, состоящее из х п-значных чисел. Среди 
чисел, составляющих Ё„, могут встречаться и одинаковые, т. е. такие, у 
которых все знаки соответственно совпадают. Будем говорить, что на 
множестве Ё»„ возможны нормальные периодические системы, если суще- 
ствует такая последовательность знаков 


5,5.03 ... 16 ид и-аби-а #1 5.5, РУ НЕЕ (1) 
что получающиеся из ее соседних знаков т П-значных чисел 
Ой, НЕТ, О «диз, ... у 5.51 оне 


овпадают с множеством и-значных чисел, составляющих Ё»„. Последова- 
тельность (1) называется нормальной периодической системой или систе- 
мой р,. 

Системы р, нашли применение при решении ряда вопросов теории 
диофантовых приближений с показательными функциями [см. (*), теоре- 
ма 5; (?), теоремы 2—5; (3), теорема 3]. Легко видеть, что построение 
нормальных периодических систем возможно не на всяком множестве Е. 
В (?) содержится исследование систем р, для частного случая, когда 
множество Ё„ состоит из всех различных пИ-значных чисел в системе 
счисления с основанием 4. В настоящей заметке рассматривается общий 
случай, когда множество Ё„ состоит из произвольного числа < произволь- 
ных п-значных чисел. Основная теорема содержит необходимые и доста- 
точные условия, при которых на множестве Ё„ возможны нормальные 
периодические системы. Доказательство теоремы дает также общий ме- 
тод построения систем р. 


212 Н. М. КОРОБОВ 


Назовем системы знаков В;...Вити В,...В» п — 1-значными числа- 
ми, входящими в И-значное число В,В,... Ви 18». Назовем, далее, 
п — 1-значное число входящим в Ё„, если оно входит хотя бы в одно 
п-значное число, принадлежащее множеству Е». 

ТЕОРЕМА. На множестве Е» тогда и только тогда возможны си- 
стемы р„, когда выполняются следующие условия полноты и связности: 

1. Для всякого п — 1-значного числа В... Вил, вродящего в Е„, число 
п-значных чисел вида В,...Ви_18 и В'8В,...В„—1, принадлежащих множе- 
ству Е„, одинаково. (Условие полноты.) 

2. При любом разбиении множества Е» на 0ве непустые части 
у и Е, найдется хотя бы одно п-1-значное число, входящее в каждую 
из этих частей. (Условие связности.) 

Доказательство. Докажем сперва необходимость условий. Пусть 


на множестве в. возможна система би: 


И ии севере (2) 


Всякое п—1-значное число 8В,...Ви_1 = 08,:...6„_1, входящее в Е„, встре- 
чаясь в последовательности (2), каждый раз дополняется до п-значного 
числа как знаком, примыкающим к нему справа, так и знаком, примы- 
кающим слева. Число 8,...5„_: встречается один раз в начале и один 
раз в конце последовательности (2), порождая п-значные числа 81...6»_10 
и 8-4,...0,_1; в остальных случаях (когда 8,...6„_1 вотречается внутри 
последовательности (2)) снова каждый раз получаем два и-значных числа 
нужного вида. Таким образом, условие полноты выполняется для каждо- 
го п — 1-значного числа, входящего в Е». 

Для того чтобы убедиться в выполнении условия связности, разобьем 


/ А 
множество Ё„ на две произвольные непустые части В, и Е». Пометим в 
последовательности (2) штрихами те знаки, которые являются началом 


п-значных чисел, принадлежащих множеству Е». Так как не все х и-знач- 
ных чисел принадлежат И то в последовательности 815,...0„_10....0. най- 
дется пара соседних знаков 6:0:1., из которых только один будет помечен 
штрихом. Рассмотрим два п-значных числа, начинающихся с этих знаков: 


9441 ... и И 1 ... и и. (3) 


{Если Ут, ТО бу = бд = в; 1<У<п- 14.) 

В соответствии с выбором знаков & и 8:4, одно из чисел (3) принад- 
лежит множеству Е’, другое — множеству Е». Но п— 1-значное число 
0:41...б%4и—1 ВХОДИТ в каждое из п-значных чисел (3), а следовательно, 
и в каждое из множеств ни Ё,, чем доказано выполнение условия 
связности. 

Перейдем к доказательству достаточности. Пусть оба условия теоремы 
выполнены. Выпишем какое-нибудь принадлежащее Ё„ п-значное число 
0:0....0и и будем приписывать к нему справа знаки бь1, био и т. Д. 
Выбирать новые знаки будем произвольно, но так, чтобы возникающие 
при этом и-значные числа 6,...641, 03...12 ... совпадали каждый 
раз с каким-нибудь из еще не выписанных чисел множества Е». Пусть, 
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из-за невозможности выбрать очередной знак, процесс приписывания 
оборвался на знаке Ч 


© © 9 © & © 
91... би—10пби т... бт. 0,41 к, От -и-1 . (4) 


Такой обрыв возможен лишь в том случае, когда в последовательности (4) 
уже выписаны все числа вида 0.,41...6.4и_18, принадлежащие мно- 
жеству Е». В силу условия полноты, число чисел вида 0.41... д 1—1 В, 
встречающихся в последовательности (4), должно совпадать с числом со- 
держащихся в ной чисел вида 8’5. 1. ..бодп—1, ЧТО ВОЗМОЖНО ТОЛЬКО В 
случае выполнения равенства 


© 
81 ма тЫ 0... бт. (5) 
Таким образом, последовательность (4) может быть записана в виде: 
А ори (4) 


Назовем циклическими перестановками последовательности (4’) после- 
довательности, имеющие вид: 


© © © р © х © © 
О ОИ ль бе би бп, 


6.0 О 9-0 6,5 
304 + - - била 0-2. - : бл,0т.. . биби-т, 


Очевидно, что при переходе н циклическим перестановкам совокуп- 
ность И-значных чисел, образованных соседними знаками последователь- 
ности (4’), остается неизменной. Из равенства (5) следует, что в поеле- 


довательности (4’) выписаны все и-значные числа множества Ёи, в которые 


входит и-значное число 6,...6и—. Допустим, что среди п—1-значных 
чисел, образованных соседними знаками последовательности (4’), есть 
число В,...В»—1 такое, что не все п-значные числа вида 8,...8„_1:3, при- 


надлежащие Ё„, содержатся в (4’). При помощи перехода к циклической 
перестановке добъемся того, чтобы число В,...В»_: оказалось стоящим 
на конце последовательности (4’), после чего продолжим приписывание 
новых знаков, пока это будет возможно. Повторение указанного процесса 
приведет, наконец, к образованию последовательности, каждое п—1-знач- 
ное число которой будет встречаться в ней максимальное возможное чис- 
ло раз. Обозначим через Е, множество п-значных чисел, содержащихся 
в построенной последовательности. Допустим, что Е» не совпадает с мно- 
экеством Ё». Тогда множество Ё„ можно разбить на две непустые части 
Е» и Е». Рассмотрим произвольное и—1-значное число 3. ...В»_1, входящее в 
множество Е». Согласно методу построения, в Е, содержатся все п-знач- 
ные числа множества Ё„, в которые входит В,...Ви_—. Но тогда число 
В:. Ви ‚ но может входить в множество Е, и, следовательно, у мно- 
В и Е, нет ни одного общего входящего в них п—1-значного числа. 
Последнее утверждение противоречит условию связности, откуда следует, 
что Е, совпадает с Ё,, т. е. что построенная нами последовательность 
представляет собой нормальную периодическую систему. 
Приведем некоторые примеры и следствия. 
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Пример 1. Рассмотрим множество Ёз, состоящее из следующих ше- 
сти трехзначных чисел: 


{104, 000, 002, 010, 200, 020}. 


Легко проверить, что условие полноты здесь выполняется. Однако нор- 
мальные периодические системы на этом множестве невозможны из-за 
невыполнения условия связности, что видно, например, из разбиения: 


(101, 010}, 1000, 002, 200, 020}. 


Пример 2. Следующее множество Ё., состоящее из трех четырех- 
значных чисел 


{0100, 0100, 1010}, 


обладает свойством связности, но не обладает свойством полноты. На этом 
множестве нормальные периодические системы также невозможны. 


Пример 3. На следующем множестве Е., состоящем из семи трех 
значных чисел 


{242242212 АА ььлаь 22а 


выполнение свойств полноты и связности легко установить непосредствен- 
ной проверкой. На этом множестве нормальные периодические системы 
возможны. Примером может служить такая система рз: 


дсаь фо роаинии ви: 4% 


СЛЕДСТВИЕ 1. На множестве Ё„(4), состоящем из всех различных 
п-значных чисел в системе счисления © основанием 4 >22, нормальные 
периодические системы возможны *. 

Действительно, выполнение условия полноты для множества Е» (4. 
очевидно. Допустим, что для Ё„(4) не выполняется условие связности) 
Тогда множество Ё„(4) можно разбить на две непустые части Е» и 
Е„, не имеющие общих п— 1-значных чисел. Рассмотрим произвольное 
п — 1-значное число 8,...б,_1, входящее в Е„. Согласно допущению, все 
п-значные числа, в которые входит 6,...6„_1, должны принадлежать 
множеству Е». Обозначим через В:8....В» произвольное п-значное число. 
Очевидно, в о содержится п-значное число 0,0,...0„_1В.. Но тогда 
п — 1-значное число 0,...0„_18, входит в Е» и, следовательно, в Е» со- 
держится любое п-значное число, в которое входит 8,...0„_:3:. В част- 
ности, в Е„ содержится и-значное число 0503... би_18182. Продолжая этот 
процесс, получим, что ЕЁ» содержит число 8:В2...В», и, следовательно, 
любое п-значное число принадлежит множеству Е». Но тогда множество 
Е»„ должно быть пустым, что противоречиво. 

Итак, для множества Ё„ (4) выполняются условия полноты и связно- 
сти, и, согласно теореме, на нем возможны нормальные периодические 
системы. 


Рассмотрим разло»ления натуральных чисел в суммы членов ряда 
Фибоначчи: 


и ты. Е [53 
Ио ==, Ид == 3; обуб, ща, 0, ан, Е, 


* Известно несколько различных доказательств этого утверждения [6м., на- 
пример, (*), (°), (4) и (5)]. 
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Например, для первых натуральных чисел получим: 


ВН. 9 = и. Э=и, + и, 

2 =, 6 = и; и, 10=м и, 

3 =иц., Уи и, 144 = фи,, (6) 
4=и, Ни, 8=щ,, 12 = ии ши 


(в разложениях (6) не допускаются суммы членов, индексы которых отли- 
чаются меньше, чем на 2). 


Аналогично тому, как в двоичной системе счисления под п-значным 
числом 8,5,...0„ понимается сумма 


8,2. ди, 


будем в «системе счисления и„» под п-значным числом 8,6,...8» пони- 
мать сумму 


бил - био + бы. 


Тогда разложения (6) запишутся в виде пятизначных чисел в системе 
счисления и». Добавляя пятизначное разложение нуля, получим: 


1— 00004, 5— 01000, 9—10004, 
2— 00010, 6— 01001, 40 —10040, 
3— 00100, 7-= 01040, 44 —10400, к) 
4— 00104, 8—10000, 12—10404. 


0 = 00000, 


Заметим, что совокупность пятизначных чисел (6’) может быть полу- 
чена из совокупности всех пятизначных чисел в двоичной системе счис- 
ления отбрасыванием чисел, содержащих рядом стоящие единицы. Анало- 
гично и в общем случае все п-значные числа в системе счисления и» 
можно получить из п-значных чисел двоичной системы счисления отбра- 
сыванием чисел, содержащих соседние знаки, равные единице. Каждому 
натуральному числу будет при этом соответствовать единственное разло- 
жение в системе счисления и». 

Легко показать, что в случае »>2 на множестве Ё„ всех п-значных 
чисел в системе счисления и„ не выполняется условие полноты и, сле- 
довательно, нормальные периодические системы невозможны. Действитель- 
но, в ЕЁ» содержится два п-значных числа вида 10...08 и только одно — 
вида 810...0 (так как для В возможны значения 0 и 1, а для В’ —толь- 
ко 0). 

Исключая из множества Ё„ некоторые п-значные числа, получим воз- 
можность, как это показано в следствии 2, строить нормальные периоди- 
ческие системы. 

СЛЕДСТВИЕ 2. На множестве Ё„, получающемся из множества всех 
п-значных чисел в системе счисления и„ исключением чисел, у которых 
и начальный и конечный знаки равны единице, нормальные периодиче- 
ские системы возможны. 

Действительно, обозначим через а: и а„_з произвольные п — 1-и 
соответственно п — 3-значные числа в системе счисления и». Числа а 


о* 
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могут иметь вид: 0а„_з0, Оа„_з4, Ла„_з30 и 1а_з1. Из способа образова- 
ния множества Ё„ следует, что число принадлежащих ему чисел вида 
Оа„_з08 и В’Оа,_30 одинаково, так как каждая из величин Ви В может 
принимать по два значения (0 и 1). Число принадлежащих ЕЁ» чисел 
вида Оа„_з18 и 8’Оа„_з1 снова одинаково, так как и Ви В’ может рав- 
няться только нулю. Так же проверяются остальные виды п-значных 
чисел (1а„_з08 и 91а„_з0, 1а,-313 и В1а,_31). Таким образом, условие 
полноты выполняется. Пусть, далее, множество Ё„ разбито на две не- 
пустые части Ели Е». Допустим, что эти части не имеют общего вхо- 
дящего в них п — 1-значного числа. Выберем ту из частей (для опредс- 
ленности пусть это будет Я) которой принадлежит п-значное число, 
состоящее из одних нулей. Обозначим через 8,8,...В» произвольное п-знач- 
ное число, принадлежащее ЕЁ». Так как п-значное число 00...00 при- 
надлежит множеству Е,, то п— 1-значное 00...0 входит в Е,„. Отею- 
ца следует, что всякое п-значное число вида 09...03 принадлежит 
Е» (иначе множества Е и Е» имели бы общее входящее в них п—1- 
значное число 00...00). В частности, множеству у принадлежит и-знач- 
ное число 00...03,. Но тогда п — 1-значное число 0...03, входит в 
Е,, каждое п-значное 0...03.8 принадлежит Е» и, следовательно, 
У: . 08.8 Е Е». Последовательно получим теперь: 


0... 08.8, ЕЯ; —..., ВВь. Ви Ен, 


уе а 
Таким образом, множество Ё»„ совпадает с ЕЁ, и Ё„— пустое множе- 
ство, что противоречиво. Следовательно, условие связности также выпол- 
няется, и на Ё„ возможны нормальные периодические системы. 
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К ОПРЕДЕЛЕНИЮ РАДИКАЛА КОЛЬЦА 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе при помощи присоединенного умножения и присоединен- 
ных идеалов определяется и изучается радикал кольца в смысле 
Вто\уп’а и МеСоу’я. Приводится новое доказательство теоремы, обоб- 
щающей известный результат Гонкинса о нилькольцах. 


Введение 


Как известно ('), радикал кольца 9% в смысле Вто\мп’а и МеСоу’я 
есть множество М всех таких элементов а кольца %, что любой элемент В 
из идеала (а) принадлежит двустороннему идеалу 


С (а) = [ах == ры Хау — > зи: › 


гдо 1, у, 2, принадлежат кольцу %, а суммы конечные. В работе (*) до- 
казывается, что М есть пересечение определенного множества двусторон- 
них идеалов и, следовательно, ЛМ есть двусторонний идеал. Позднее, 
в работе (2), как следствие из одной общей теоремы для групп с опера- 
торами доказывается непосредственно, что / есть идеал, т. е. показы- 
вается, что если элементы а, 66 №, то иа—6ЕМ, и если аЕ №, то и 
ах, ха 6 № для всякого элемента х из кольца 3. Известно также (1), что 
в определении радикала № идеал С (а) можно заменить идеалом 


#(@)= {ах —я-+уа—у- Улау, —- Уши} : 


В нашей заметке радикал Вго\п’а и МеСоу’я определяется и изу- 
чается при помощи присоединенного умножения 


а ор =а-- р — аб 


и присоединенных идеалов [см. (3]]. 

В $1 доказывается, что элемент а кольца \ принадлежит идеалу 
Е (а) тогда и только тогда, когда он порождает двусторонний присоеди- 
ненный идеал, совпадающий © кольцом 9. Этим еще раз доказан тот 
результат (4), что радикал Вго\п’а и МеСоу’я есть присоединенно-про- 
стое кольцо в смысле Курочкина (“), т. е. кольцо, в котором не суще- 
ствуют двусторонние присоединенные идеалы, отличные от кольца %. 

Далее вводится понятие обобщенно-радикального идеала как такого 
двустороннего идеала, который, будучи рассматриваем как кольцо, яв- 
ляется присоединенно-простым кольцом. Доказывается теорема о том, 
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п Е в 


что сумма двух обобщенно-радикальных идеалов есть обобщенно-ради- 
кальный идеал, что дает возможность определить радикал М как объеди- 
нение всех обобщенно-радикальных идеалов. 

В $2 передоказывается теорема о том, что если кольцо не есть при- 
соединенно-простое кольцо, то его радикал № есть пересечение всех таких 
максимальных двусторонних идеалов М”, что фактор-кольцо %/ М* со- 
держит единицу. < 

В $3 доказывается теорема о том, что присоединенно-простое кольцо 
с условием минимальности для левых идеалов будет нильшотентным. 
Этим обобщается известная теорема Гопкинса о том, что нилькольцо 
с условием минимальности для левых идеалов нильпотентно. 


8$ 1 


В дальнейшем присоединенный двусторонний идеал, порожденный 
элементом а в кольце %, будем обозначать через 9% с а° 1. Это есть мно- 
жество всевозможных конечных сумм вида 


У (ис аи, 


где \; — целые числа, удовлетворяющие равенству А: + 

Определение 1. Элемент а кольца % будем называть обобщенно- 
радикальным, если порожденный им двусторонний присоединенный идеал 
совпадает со всем кольцом, т. е. если 


У оеа «Ч = %. 


Обобщенно-радикальный элемент является обобщением понятия квази- 
регулярного элемента в смысле Джекобсона (5), так как последний мо- 
жет быть определен равенством а ‹ (=, где а ›  — правый присоеди- 
ненный идеал, порожденный элементом а. Следующая теорема показывает, 
что обобщенно-радикальные элементы в точности совпадают с Р-регу- 
лярными элементами в смысле Вто\т’а и МеСоу?я (°). 

ТЕОРЕМА 1. Элемент а кольца % будет обобщенно-радикальным 
тогда и только тогда, когда а является Е-регулярным, т. е. когда 
аЕЕ(а), где 


Е (а) = {еб уа-у+ Ужаи — Хау}. 


Доказательство. Пусть элемент а является обобщенно-радикаль- 
ным, т. е. 


оао =. 


Следовательно, существуют такие элементы и1, и»,..., Ин и %,, %,,... Фи, 
что 


п 


где р \; =1. Переходя теперь к обычному умножению, получаем: 
$=1 
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п п 


У (и са °:) = У м(ш-а — ша) оо; = 


1 $=1 


п 

т 

= > 7.5 (и; а — ша 9; — и; — ао; + ша) == № чи: + а— 

$=1 ; 
&=1 


у т п п т 
— о Ла № 759; — о Жи: — У ао; -- № Лао: = 0. 
$=1 1=1 {= $=1 $=1 
Из последнего равенства находим: 


п п п т п т 
а = _ № мо!) == р №9: ( 2 Эн) (ИА 717 —- № 749; = м зао, 
$=1 * $=1 $=1 &=1 


$=1 $=1 


те 2еЕ(а). 


Пусть теперь аЕР (а). Покажем, что элемент а является обобщенно- 
радикальным элементом. Действительно, так как а ЕР (а), то, следова- 
тельно, существуют такие элементы 1, у, У,, У»,..., У, И 21, 2%,..., 2, 
что 


п 
а=ах— д уа —у-+ У, (9:42, — ул). 
=1 


Переходя к присоединенному умножению, получаем: 


а=а-1—а ‹х— хрту+а-узда-у- 


о (у, ау, а) —у-—в Е \ оз] = 24а аох—уза- 


$ =1 


О 


ах Уи а-и\ га-- 2, — У; 94 — бод; РУ ао, — Иа, РУ о 4,), 


у т п 
ад —а-уса-— па -- Уи -а-+ У а о, — Уи; $ @о2; = 0. 
$=1 ® $=1 


Замечая, что сумма коэффициентов в левой части последнего равен- 


ства сесть единица, получаем, что ОЕ са ‹%, а следовательно, 


ЭГ о а › 1 =. 

Из теоремы 1 получаем следующий результат Курочкина (“): 

Следствие 1. Кольца, совпадающие со своим радикалом, и только 
они являются присоединенно-простыми. 

Двусторонний идеал кольца % будем называть обобщенно-радикал- 
ным идеалом, если каждый его элемент есть обобщенно-радикальный. 


Имеет место следующая теорема: 
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ТЕОРЕМА 2. Сумма двух обобщенно- радикальных идеалов есть также 
обобщенно-радикальный идеал. 

Доказательство. Пусть Л, и У, — два обобщенно-радикальных 
идеала и пусть элемент а принадлежит их сумме, т. е. а=а, -- а», где 
а, ЕЛ, и а, 6Ф,. Так как Л, — обобщенно-радикальный идеал, то суще- 
ствует конечное число таких элементов 2; и у,, что 


Ул (а ‹ а, > 9) =0, (1) 


где А = 1. Рассмотрим теперь сумму о. (2; а у,). Имеем: 
А, (т, ой о 9; = р [х; о (а, — а,) °9,] = 
=>, в, са. +1, са, —1) су] = 
= У (а ва у: 1; са, уп, И) = 
= У с у), (а, а, фм 3, 


или, учитывая (1), 


У» (2; а =, (за, у 8, ЗУ) = Ха, 


где а, =2; са, °у, —- 1, о у,. Но легко заметить, что элемент а; при- 
надлежит идеалу /,. В самом деле, 


а = (т, На, — 2:0, оу що у =, а, — ха, Ру, — у; — 
— ау, Гааз, — 1 бу т цу, =а, — ща, — ау; - ау,  Ль. 


Следовательно, элемент Ум (д; сасу,) принадлежит идеалу /›. Так 
как У. — обобщенно-радикальный идеал, то существует такое конечное 
число элементов 2; и {;, что 


УХ, В о УЕ га °у,) в =0, 


где Хль, —=1, или, что то же самое, 


ХУьл, (а, о; са зу; ° Е) =0, 


причем 
УХУ, = (Х»,) (У ›,) ы 


Таким образом, элемент а является обобщенно-радикальным элементом. 
Следствие 2. Если 9% — произвольное кольцо, то сумма всех обоб- 
щенно-радикальных идеалов есть обобщенно-радикальный идеал. Этот 
идеал будем называть радикалом кольца % и обозначать через М. 
Замечание 1. Очевидно, радикал М№ есть совокупность всех таких 
обобщенно-радикальных элементов а, которые порождают обобщенно-ради- 
кальные идеалы, т. е. для любого элемента а, из идеала (а) имеем 


Уса; «=. 


Юй. Моби, соль бя 


в а аня > 
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Если М =%[, то кольцо % есть присосдиненно-простое кольцо. Если же 
№ =0, то кольцо 9, как обычно, называется полупростым. 

ТЕОРЕМА 3. Если М — радикал кольца %, то фактор-кольцо 
УМ = полуп росто. 

Действительно, пусть элемент а принадлежит радикалу И фактор- 
кольца 9%. Тогда найдется такое конечное число элементов 1; х в коль- 


це УТ, что 


где Ум =1, т. е. 
Е а 9) = 06, 


где т, а, у, — некоторые прообразы элементов х,, а, у,. В силу того 
что 66 М, найдется такое конечное число элементов $; и {;, что 


Ув, 6 $; 9651) =0, 
где = т. ет 
ХУ ьл, 6, о 


где > ьа, = 1. Следовательно, элемент а есть обобщенно-радикальный 


элемент. Так как множество всех прообразов а элементов @ из № обра- 
зует идеал, то ясно, что этот идеал есть обобщенно-радикальный идеал 
и поэтому Зое в №, т.е. а@ М и, следовательно, а=0. 

Замечание 2. Если обозначить через М’ радикал в смысле Джекоб- 
сона, то, очевидно, М’ С М. Так как № содержит все правые и левые 
нильидеалы кольца (5), то этим же свойством будет обладать и ради- 
кал №. Следовательно, полупростое кольцо не содержит левых и правых 
ненулевых нильидеалов. 

Замечание 3. Легко показать, что элемент а принадлежит ради- 
калу М тогда и только тогда, когда ас: №. Действительно, из а{ с: № 
следует З(а9( < №. Обозначая теперь через / правый идеал, порожденный 
элементом а, получаем . 


73 с Зах с- М. 


Следовательно, в полупростом кольце % = %{/ № идеал Л нильпотентен 
а именно, /3=0, откуда, в силу замечания 2, 1 =0, т РИА п 
образом, а6 ХМ. 

Замечание 4. Очевидно, радикал № ненулевого кольца % не со- 
держит единицы кольца, если она существует, так как {о 1 о =1. 
Можно также показать, что радикал Л ненулевого кольца % не содер- 
жит правой (левой) единицы, если она существует. Действительно, пусть 
кольцо 5% содержит правую единицу ©. Тогда для любого элемента 2 
из %® имеем 26 =, и так как % — ненулевое кольцо, то е == 0. Перейдя 
к присоединенному умножению, получаем д ое =е, т. е. 


УЕ ° (2) 
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Предположим, что еЕ №. Тогда Зое ‹% =\% и в силу (2) получаем 
е °‹9{ =9([. Следовательно, существует такой элемент у в У, что ес у = 0. 
Умножая присоединенно слева последнее равенство на е и учитывая, 
ЧТО е ое ==е, находим: 


ео О=е ое. у=е 8) =0, 


т.е. е = 0, что: противоречит соотношению е = 0. 


$2 


Пусть кольцо % не является присоединенно-простым. Легко видеть, 
что в таком кольце существуют максимальные двусторонние присоеди- 
ненные идеалы. Действительно, пусть а — такой элемент кольца %\, что 


3 с аз % ==. 


Тогда ОЕ ‹а ‹. Обозначим через М максимальный присоединенный 
идеал, содержащий З[Гоа °%[, но не содержащий 0. Ясно, что М будет 
максимальным присоединенным идеалом в кольце %. Обозначим теперь 
через М” отмеченный идеал [см. (6)], соответствующий присоединенному 
идеалу М, т. е. множество всех разностей а—6, где аеМ и 6ЕМ. 
Так как М — максимальный присоединенный идеал, то и М" будет макси- 
мальным идеалом в %, причем, как известно (3), фактор-кольцо %/ М* 
содержит единицу. Имеет место следующая теорема: 
ТЕОРЕМА 4. Если кольцо % не присоединенно-простое кольцо, то 
радикал № сесть пересечение всех таких максимальных идеалов М*, что 
фавктор-кольто | М* содержит единицу. 
Доказательство. Покажем сначала, что Мс ПМ*. В самом деле, 
пусть а ПМ*, т.е. пусть элемент а не принадлежит по меньшей мере 
одному максимальному идеалу М*. Тогда (М*, а) =% и всякий эле- 
мент т из присоединенного идеала М, который соответствует М”, может 
быть записан в виде 
т =т" | а,, 

где т" 6 М* иа, Е (а), т. е. 
т=е—а-а, 

где си 4 принадлежат М. Следовательно, а, = т —с + АЕМ и поэтому 
У оа СМ, 


а это, в силу замечания 1, означает, что а М. 

Докажем теперь, что идеал П.М” обобщенно-радикальный, т. е. что 
ПГ" СМ. Для этой цели предположим, что элемент а принадлежит 
идеалу ПЛ/“, но не является обобщенно-радикальным элементом. Следо- 
вательно, присоединенный идеал Гоа °\З[ не совпадает с кольцом % и 
его можно включить в некоторый максимальный присоединенный идеал М 
кольца 3, т. е. 


3 оаз {С М. 


Из последнего включения, в частности, вытекает, что аохЕе М для вся- 
кого элемента х из 3. Так как а6 М", то а=с-— 4, где с и 4 принад- 
лежат М и, следовательно, (с — 4) °%ЕМ, или 
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сот—а + х=тЕМ, 
откуда 
х=т—сох-+ а схЕМ, 


т.е. М =%, что противоречит максимальности М. 


$3 


Как известно (7), Гопкинсом была доказана теорема о том, что всякое 
нилькольцо с условием минимальности для левых идеалов нильпотентно. 
Позже эта теорема была обобщена Джекобсоном (5), который доказал, что 
она остается верной и для радикальных колец. Наконец Вго\п и МеСоу (!) 
доказали аналогичную теорему для радикала №. Мы приводим новое 
доказательство этой теоремы. 

ТЕОРЕМА. Радикал М№ кольца % с условием минимальности для ле- 
вых идеалов нильпотентен. 

Доказательство. Предположим, что теорема неверна. Как из- 
вестно [см. (8), стр. 171—180], из условия минимальности для левых 
идеалов следует, что кольцо % обладает нильпотентным радикалом Л, 
причем фактор-кольцо % = %/ В есть прямая сумма простых колец с еди- 
ницей Д;, т. е. 


=, А, +... + 4». 


Рассмотрим естественный гомоморфизм ®, отображающий кольцо % на 
фактор-кольцо 9%. В силу нашего предположения, В =Е №. Следовательно, 
образ №ф есть ненулевой идеал в фактор-кольце %, т. е. 


Мо ИО. 
Обозначим через ф;, гомоморфизм, отображающий кольцо %[ на А,. Так как 
№ = 0, то существует по меньшей мере один такой гомоморфизм $Ф‚, что 


идеал №, кольца а отличен от нулевого, т. е. Мф, = 0. Отсюда, в си- 


лу простоты кольца А„ получаем №, = А,, т. е. 


Следовательно, радикал М гомоморфно отображается на ненулевое кольцо 
с единицей А;. Прообраз единицы при этом отображении, как известно (3), 
будет нетривиальным присоединенным идеалом в кольце М, что, согласно 
следствию 1, противоречит присоединенной простоте радикала №. Этим 
теорема доказана. 


Поступило 
15.ХП.1951 
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ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ И ПРЕДСТАВИМОСТИ 
ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком М. В. Келдышем) 


В статье при помощи теории бесконечных систем линейных уравне- 
ний исследуются некоторые вопросы единственности и представимости 
аналитических функций, принадлежащих к тем или иным классам, при 
задании последовательных производных функций на произвольном мно- 
жестве точек. 


Вопросы единственности аналитических функций при задании 
значений их последовательных производных на некотором счетном мно- 
жестве точек {о„! впервые были изучены в исследованиях В. Л. Гонча- 
рова (1). Им были введены интерполяционные ряды (ряды Абеля-Гонча- 
роза), причем установление критериев разложимости функций в ряды 
такого вида по заданным значениям {{К”) (и„)} ее последовательных про- 
изводных на множестве точек {и} сводилось к оценке некоторых кратных 
интегралов. 

Указанным методом В. Л. Гончаровым был получен ряд тонких тео- 
рем, дающих количественные оценки распределения последовательности 
точек {о„} на плоскости, при которых обеспечивалась разложимость, 
а следовательно, и единственность тех или иных классов функций по 
значениям {/“”) (а„)}. 

В статье (2) аналогичным методом была рассмотрена задача о един- 
ственности аналитической функции при задании ее последовательных 
производных в двух точках. Таким образом, задача решалась при двух 
существенных ограничениях: первое — условия накладывались на все по- 
следовательные производные функции и второе — значения производных 
задавались лишь в двух точках. 

В настоящей работе мы подходим к решению задач о единственности 
и разложимости аналитических функций в интерполяционные ряды, при- 
влекая методы бесконечных систем линейных уравнений. 

Это позволяет, во-первых, поставить задачу о единственности для 6бо- 
лее общих классов аналитических функций и, во-вторых, рассмотреть 
случаи, когда все последовательные производные функции не заданы. 

Приводится общий критерий единственности, необходимость которой 
доказывается при некоторых дополнительных предположениях. 

Как непосредственное следствие теоремы единственности удается уста- 
новить разложимость рассматриваемых классов целых функций в интер- 
поляционный ряд типа Абеля-Гончарова ($ 1). 
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Далее приводится ряд следствий из общих теорем единственности и 
разложимости, которые показывают, что достаточные признаки единствен- 
ности, данные В. Л. Гончаровым, в случае, когда на аргументы после- 
довательности {а„} не налагается ограничений, могут сильно отличаться 
от необходимых условий ($ 2). 

Наконец, аналогичные результаты устанавливаются для функций, ана- 
литических в круге конечного радиуса ($ 3). 


$ 1. Теоремы единственности и представимости для целых функций 


Отнесем к классу А)» (0, 3) все целые функции порядка о и типа < в, 
которые в окрестности начала координат представимы рядом Тейлора 
вида 


аж» тм, (А) 


где {/^„} — произвольная возрастающая последовательность натуральных 
чисел. 

Заметим, что в силу известной связи, существующей между ростом це- 
лой функции и коэффициентами ее разложения в ряд Тейлора [см. (3) 
идиь ПИ 


Ап 
с Г | &. 
; © п 
Шт зар Аи и = < (вре) *°, 
п—> со т 
имеем: 
= —1 Ап в 
Ща вари м. И [С (ве) ес (В) 
п>< 
Таким образом, если обозначить 
ре А 
4 == (вре) °е-1 и х, = (ах, 5) ах, (С) 


то всякую функцию класса А) (0, 3) можно будет представить в виде 


По м н (2) 


Из соотношения (В) следует, что последовательность {5„} ограничена 
(даже больше, она стремится к нулю, как некоторая геометрическая про- 
грессия). 

Пусть р, — любая последовательность натуральных чисел, связанная 
с последовательностью {\„} условиями вида 


<< в: (П=1,4....). (Е) 


Назовем последовательность комплексных чисел {а„} (среди которых 
могут быть и равные) множеством единственности для класса функций 
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А) (6, с), если для всякой функции /(2), принадлежащей этому классу, 
из условий 


1) (и) =0 (п=1,2,...) (Е) 


следуег, что 


1°. Общий критерий единственности. 


ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы {и} было множеством единственности 
для класса функций А, (3,0), достаточно и, вообще говоря, необходимо 
выполнение условия 


И А О 

Хи п —А) 
ом 
=. (2. °)} Е ь 


В этом пункте приводится доказательство достаточности условия тео- 
ремы; необходимость его будет установлена лишь в п. 3° после изложе- 
ния результата о существовании целой функции класса А) (с, р) с задан- 
ной системой значений ее производных на множестве единственности этого 
класса. 

Доказательство достаточности. Выше было отмечено, что 
всякая функция } (2) 6 А, (с, р) представима рядом Тейлора вида: 


где {7„} — некоторая ограниченная последовательность комплексных чисел 
Условия (Е) для функции } (2) запишутся в виде: 


ра и 
и (аз) = № ОН 9 *.—*=0 = 10. (1.2) 
= п-+А я 


Таким образом, для доказательства достаточности условия (1.1) теоремы 
следует показать, что единственным ограниченнным решением {хи} беско- 
нечной системы линейных однородных уравнений (1.2) будет тривиаль- 
ное решение. 

Переходя к доказательству последнего утверждения, обозначим левую 
часть выражения (1.1) через 1 — 9 (031); тогда при А >. № 


( 1-> ^т-+А 
Чи ) 


сити ттт: обучает |0 
АА > Анк — в! Го 


ер 


л АХ с 
о. (1.3) 
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Предположим, что система уравнений (1.2), которую мы напишем 
в виде 


1— — \Аи+® 
(ит ) № Ав 2 
АЕ ДНЯ ВЕ и = АРАМ" а (1.4) 


имеет нетривиальное ограниченное решение {2*}. Обозначим т [2.1 =0 
> 


и покажем, что предположение О `>0 противоречит условию (1.1) теоремы. 
Выберем А, > №, таким образом, чтобы 


>20 (1—-); 


тогда из (1.4) при =, в силу (1.3) получаем двойное неравенство: 

| 9 
что противоречит предположению О`>0. Таким образом, 2; =0 при 
и: 


Отсюда и из (1.4) следует, что для неизвестных ху, 1< ЕЕ -—1, 
удовлетворяется следующая система однородных уравнений: 


/ ы ‚| 
(1-2) < 


ИА, 
В а (2 ' Я Ия А+ —Ак 
д и х* Е Жы = ...,о— 2 
} ( —_ 2 п иь— М —. а 
Во 
А 


= 0. 

Нетрудно видеть, что определитель этой системы равен единице и, 
следовательно, система имеет только тривиальное решение. 

Таким образом, достаточность условия (1.1) теоремы доказана. 

2°. Переходим к вопросу существования целых функций с заданной 
системой значений ее производных на множествах единственности. 

Здесь и в дальнейшем обозначим 


я 
> (ар 
У А 


ты и (Аль — цы! 
а», 


а ы 


и (2.1) 


ТЕОРЕМА 2. а) Если Ша впр 1» (4,) < 1 и {5%} — произвольная по- 
А> с 


следовательность комплексных чисел, для которой 


: (А — м! В, | 

1 

СЯ к < + о, (2.2) 
(№ °) Г, | ^ ь 


где 90% 4, < 4, то существует функция } (2) 6 А» (ч,6р), удовлетворяющая 
условиям: 


1 (д) =6 (=1,2,3,...). (2.3) 
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Ь) Если о пр 1х (4) < -- ©, то для любой функции }(а) Е А, (3,0) 
имеем: 
тк (мз,) 
В (ЖИ ® (9%) | 


1 
>< АА х 
—6 
(2, .) Газ ® г 


= о. (2.4) 


Доказательство. а) Выберем №, таким образом, чтобы при #> &, 
имело место: 


1,1) <1—8 @8>0. (2.5) 


Рассмотрим бесконечную систему линейных уравнений 


ы (А, — м! Е 
о 1-1 2 бык ь 
Е 
(к — вл)! 
о и АИ...) (2.6) 
[в , °) АИ 


Из условия (2.2) теоремы следует, что свободные члены этой системы 
ограничены, а неравенство (2.5) означает, что система вполне регулярна. 
Из теории бесконечных систем линейных уравнений известно [см. (4), гл. 1], 
что такая система имеет единственное ограниченное решение {1%}, А > Ё.. 

Определим последовательность {а»,} (>. &,) из’ равенств 

(иг?) 
а, = Ч Ак Сь (> №); 
тогда, в силу ограниченности {5„}, имеем: 


1 ^ 
зы У 


Бы зори У, <а,. (2.7) 


п> со 


Отсюда следует, что функция 


со 


Ат й 
Е (а) = Ут ам 


п=Ао 


— целая и принадлежит к классу А) (5,0). 
При А > А, имеем: 


(. ее >) Аи 
А, й р 
1°п-+А о п ИА (2.8) 


со а со 
Ап АА 
Е» (а) = Не а 2 : 
( х) > (^ й м п--® (4-х Е. мк)! 


пр — и 
Из (2.6) и (2.8) следует, что 
ВЮ (1) = (> №). 


Для построения целой функции, удовлетворяющей всем условиям (2.3) 
теоремы, рассмотрим полином 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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удовлетворяющий условиям: 
Ре» (2) = — Е®® (а) (<<). (2.9) 
Нетрудно видеть, что функция 
1 (2) =Р(2) + Р(2) 


‘удовлетворяет всем требуемым условиям. 
Очевидно, что эта функция единственна. 
Ь) Пусть 1 (2) 6 А» (в, о) и 


(=, 
со ал е ) 
п х 
7 (2) Е Ти и ие 
пП—=1 и 
тогда, обозначая пр {|2,|} =, имеем: 
1— 1 Ап--ь 
) (© е (в и ^ и 
Дек п ен т-- НС 
ар п (Ад! 73 › 


я (> 1 и 
|7 Дея) (&)| < 9 1 ит [АА 


к — а). 


1— - Ах Е 
(ыы 
(,— в»)! 


В силу условия Па зар Г» (4) < -{ со из (2.10) следует неравенство (2.4). 
А—>со 


= {1+ 1» (@)}. (2.10) 


3°. Необходимость общего критерия единственности. 
Переходя к доказательству утверждения теоремы 1 о том, что условие (1.1), 
вообще говоря, необходимо для единственности, положим, что в этом пункте 


ок Е 
Е ь и ) (3.4) 
( К 


ТЕОРЕМА 3. Если при Ё-> со 
1» (а) —1< 49% (0<ч<\) (3.2) 


где А — постоянная, то существует функция }(2) 6 А) (с, в), отличная от 
тождественного нуля, для которой 


№) (&)=0 (=14,2,...). (3.3) 


Доказательство. Рассмотрим целую функцию порядка р и типа 


© 


Л: (2) 


[ 
м 


(3.4) 
где 


а, = (с, ре) ре * < @. 
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Из (3.4) и (3.1) имеем: 


( п ху! ( т мы 
ат р ЕЛИ 
(и) МИ 1 и А--А-ИЕ — топ Аи 
АТВ. ааа 
откуда следует, что 
а 
а — 
ПА У рт] .5) 
п= 
Но из (3.1) следует, что 
| (г р р 
—в о 14, РЕ 
а вы Гы [Е 
г | оке. 


Из неравенств (3.2), (3.5), в силу последней формулы, имеем: 


— 1 № —_ 1) А 
о ыы ты 
ы (к — их) | (к — в) | Е 


Обозначим 
Е 
тогда из (3.7), в силу того что 0<49< 1, следует, что существует такое 
с. < с, для которого 
^,— 1 [6 
и Го ПЫЛИ < + ©, (3.8) 
а е) а | ^е-и* 


где 


1 
4, = (вре)® е < а.. 


Нетрудно видеть, что при выбранных а, 
04 
Ва) < + Я 1, 
откуда, в силу (3.2), 


Низ зир 1% (4,) < “< 1. (3.9) 
А—>со 
Из условий (3.9) и (3.8), по теореме 2а), следует, что существует 
целая функция /, (2) класса А) (1, р), для которой 
Дея) (<) = 5, (А Е"). 


Функция 
7 (2) = 1» (8) — 1 (2) (3.10) 


3+. 
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принадлежит к классу А) (, р) и отлична от тождественного нуля, так 
как }, (2) порядка р и типа с, о, а },(2) порядка р, но типа < ч;. 

Очевидно, что функция (3.10) удовлетворяет условиям теоремы. 

Замечание. Нетрудно видеть, что при выборе {а„} по (3.1) суще- 
отвуют последовательности {Ли} и {р»!, для которых выполняется условие 
{3.2) теоремы. 

Рассмотрим следующий простой пример: пусть \»=2” (&=1,2,...), 
А, —в, < М, где М не зависит от #. Из (3.1) по формуле Стирлинга 
‘имеем: 


во 
О ео 
Далее, из (3.6), в силу того что 
р: 
Ан Аи — А =, 
имеем при # > © ип> 2: 
— 1 Аи 
1 Е. 
(в хз | Же ) А, ) о 1) Ах в 
Аи — №)! Ат 
— 1 Аи АЕ 1 
х Е & | в ) де } о Ах 
. р-н БЫ ^ Ап — 
1 ААА Е 
( еа , а ‚) Е ^, ) 1) Аь # 
Аа — № / Аи р: 
ь е: 1 2 
о 5) (2 (- ) 42 : 14| | р 
| з 
а = "2" С 
< ь ати и, (3.42) 


так как, по (3.11), 
|: 
А ва2 ? | Й 
оС >) ь | Ра т. 


эсли > й.. 
Из (3.6) и (3.12) следует, что 


ьа-1<4 (5) < 4 (1), 


п 


т. е. условие (5.2). 
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о 
4. Две леммы о бесконечных системах линейных урав- 
нений. Рассмотрим бесконечную систему линейных уравнений спе- 
циального вида: 


т, = м а, Ча в =4,.2,...), (4.1) 


а=А-1 


где свободные члены {т,} ограничены, |1, | <Р, и 


Х [4:11 0294 рр...) (4.2) 
Е 


а для 1 Ар —1 ряды сходятся. 

Из общей теории бесконечных систем линейных уравнений следует, 
что при таких условиях система (4.1) имеет единственное ограниченное 
решение [см. (4), гл. 1]. 

Рассмотрим для любого № укороченную систему линейных уравнений: 


М--р—1 
2) = р вирь, 3 МВ ре 2), 
9-1 
4.3 
а = Тира в 
Из (4.2) следует, что при любом фиксированном > р 
Ни 209 =4,. (4.4) 


№М—>с 


ЛЕММА 1. Существует константа М, не зависящая от №, такая, что 


[|< М @=р, р-+1,....М-+р-\1). (4.5) 
Доказательство. Обозначим 
зир {|2„|} = 4; 
тогда, рассматривая последнее из уравнений (4.3) совместно с уравнением 
бара = У бы аури 
1—=М-Ер 
в силу (4.2) имеем: 
== 29| < А о | Ч м-р—ф1, 1 |<4(—3). (4.6) 


=М-р 

Докажем, что вообще 

|2, — 29| <А(1— 93) 

(4.7) 

(р, ре \,..., М-р- 1). 
Для этого, в силу (4.4), достаточно предполагать справедливость нера- 
венства (4.5) при р<Е=й, &-1,..., М р—1 и доказать его для 
а=А— 1. 
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С этой целью рассмотрим следующие уравнения соответственно из 
систем (4.1) и (4.3): 


(ее) 
= А ар, РТ 


*=А 


М-+р—1 


м м 
2%, РА У а. 2 Ис Та? 
+=А 


откуда имеем: 


М-+р-—1 
1 2 | < > 14, Мс я 
+= 
М-+р—1 
= | Ч 1: ° |2, |< А (1 — 3) РЯ а: + 
$=М-+р = 


РА № 4; < А У14,—,:1<4А(1 9 


= М-р $=А 


Таким образом, соотношение (4.7) доказано, откуда в силу ограничен- 
ности {х„} следует утверждение (4.5) леммы. 
ЛЕММА 2. Система уравнений 


(Е =1,2,..., М+р—2) (4.6) 
= Тр 
имеет определенное решение, причем 
Па 2 = =; (1=1,2,3,...), (4.7) 


№М-—><о 


где {х,} — решение системы (4.1). 


Доказательство. Заметим, что из специальной структуры нашей 
системы следует, что 


А = = р, Р+1,..., М+р-\). (4.8) 


Как было указано в (4.4), из (4.2) следует, что И 1(№) =, при 
№М—> < 


#>р. Таким образом, достаточно установить справедливость (4.7) при 
1<1<р-—1. 
С этой целью рассмотрим уравнения 


№ М1 й 
(М) — № 
Тр , Я. ых . ых Тр 


4=р 


со 
И: а, - —=1, $ то Та: 
4+=р 
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Имея в виду (4.8), получаем при ОМ р—1: 


я 9 
| и |2; — 20° | + 
1=р 


М-+ р -—1 со 
о быка НЕ Ув =, А, 
$=©-1 4=М-+р 


В силу неравенства (4.5), 


го 


В, АИ) У |@рьи, 


+=О- 
откуда, выбрав О достаточно большим, будем иметь: 


В, < 


о 


где => 0 произвольно. Но тогда в силу того что М + р> 0-1, полу- 
чим также, что В <. Учитывая (4.4), выбираем № настолько боль- 


шим, чтобы иметь В. 5. Таким образом, при М > М (®) 


ЯрШ— Ра [< г. 


Следовательно, для установления (4.6) при всяком &, 1<1<р-—1, 
достаточно положить, что оно доказано для 1 <1=&,..., р—1, и дока- 
зать его для =А— 1. 

С этой целью рассмотрим уравнения 


М-р—1 ть 
№ Яра 


4=® 


в 


(©. 
Ть-1 = У бифь а 1 


1=1 


тогда для разности их левых частей имеем оценку: 


| 2—1 — Ры |< р | Чл, || 24 — 2) НЕ 


у 
ь. (№) о. (№) 
я У а-ь [24 — 24 ЕЕ №) [Чана — 2 [- 
4=р =О-1 


+ № [аа || 21| = В А, + АА, (+1 МР. 


*=М-Ео 
В силу (4.5), находим: 


со 


В <А(1-8) У |}, 


$=0-1 
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откуда, выбирая О достаточно большим, имеем 


= 


—— 4 ) 
где =>0 произвольно. Тем более справедливо будет неравенство 
В = тт я 


Далее, если Л достаточно велико, то, в силу нашего предположения 
) = = 
и соотношения (4.4), будем иметь также 1 и а. 
Таким образом, 


м м < при № > М (©, 


и лемма полностью доказана. 


5°. Теорема разложения в интерполяционный ряд. На 
основании результатов, приведенных в предыдущем пункте, мы устано- 
вим общую теорему о разложимости функций класса А» (, 0) в интерпо- 
ляционный ряд специального вида. 

Пусть для последовательности {а„} имеет место достаточное условие 
единственности для класса А) (о, 0): 


ие ое 

А (2. а 

Па зар — а В 5.1 
К—>со р ев (Арк — в)! |9 | < в.5 


[С 5) ла 


Пусть полином Ор (2) степени Х, представйм в виде 
а 
О» (2) = Уаз ь 
= 


и удовлетворяет условиям 


0 при = 224 р— 1, 


044%) (е,) = (5.2) 


1 пря &=р. 

Из условия (Е), которому удовлетворяют последовательности [.} и 
{№,} легко следует, что полином ©, (2) определяется из (5.2) единствен- 
ным способом. 


Нетрудно видеть, что в явном виде полином Оз (2) напишется в сле- 
дующей интегральной форме: 


р. о и —2 ‘и —1 м 
О (®) = |} = | 92 ох \ Ча 1 \ Ча, \ Ча... 
0 [о 0 <, 0 
Я —2 ы— 24 
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Заметим, что в частном. случае, когда 


Мы, = —1 (&=1,2,...), 


полином ©» (2) представляет собой известный в теории интерполирования 
полином Абеля-Гончарова 
2. 


оо ааа... |. 


А р—1, 


(5.4). 
ет , [#2 —1 
удовлетворяющий условиям: 
О, = е при 1<Е<р-—1, 

1 при Ё=р. 

Полином 
й 
= У 50; (2) (5.5} 
=1 


очевидно, — степени Л» и удовлетворяет условиям 
Р® (0) =0 (@=),), Ра) =Ь (р=12,...,В. 65.6) 


Пуеть ] (2) — произвольная о класса А) (с, р); тогда полином 


Рь (а = 5 +) (4) 0 (8) 


удовлетворяет условиям: 


РР) (ар) = [т (а) (р=1,2,..., Ю. (5.7). 
ТЕОРЕМА 4. При выполнении условия (5.1) для любой функции 
7 (2) © Ал (в, 


6) имеет место равномерно сходящееся во всякой замкнутой 
части плоскости разложение по полиномам {0, (2 


)} вида 


1) = У 4) 0, (9. (6.8 


Доказательство. Обозначим 


( г 
(А — ма)! (4, 8). в 
а, & = "- о . Те ой № (5.9} 
а "=, 
(шл.) 
(А — ыЛ (%%) 
ета йе ° (5.10) 
(4 = ) Ли 
№ 72 


Замечая, что функция } (5) представима рядом вида (Д), 


не ра, = м 
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тде последовательность {1;} ограничена, имеем 
11% 
И 5 °) ") Я Е (5.14) 
Е ра * (^; — и)! Ё Й ...- . 
Из (5.9), (5.10) и (5.11) следует, что ограниченная последователь- 


ность {7„} удовлетворяет следующей бесконечной системе линейных урав- 
‘нений: 


ЖЕ = > ат +1, &=12,...). (5.12) 


$=А-1 


Из условия (5.1) следует, что если р достаточно большое, то 


Хх |4: | < 1—5, ор (0<3<\, 
а 


‚а при значениях 1 «А «р —1 эти ряды, очевидно, сходятся. 

Из обозначения (5.10), условия (5.1) и теоремы 25) следует, что по- 
следовательность {1,} ограничена. 

Таким образом, для системы (5.12) справедливы заключения лемм 1 
и 2 предыдущего пункта. 

Рассмотрим укороченную систему уравнений 


м Ме (м 
ды У +, (&=1,2,..., М+р-—2), 
а (5.13) 
В о 
М-+о—1 1 М-р—1* 


Покажем, что 


2№. (5.14) 


1=1 


и имея в виду (5.9), (5.10), мы легко заключаем, что система (5.13) 
эквивалентна уравнениям 


р 


которым, как ‘было отмечено выше, удовлетворяет и левая часть (5.14). 
Так как полиномы Ам-+,_1 (2), Ри+р-—1 (2) оба степени Амр, то они 
‘тождественны, т. е. (5.14) доказано. 
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Составим разность 
1 


71 (®) — Риз (2) = За т СХ 


$=1 


М+Р—1 (2 ПН .( а 1 
о - У а 2'= 
1=о-1 =М-+р 
=О, (2) НОЦ. (2) 0. (2). (5.15) 


Пусть |2|< А, где А произвольно, но фиксировано. Выберем 
9>р—1 так, чтобы 


й 
р А 
> Е 
5=09+1 

тогда при |2|<А имеем |П, (2) |< 5 ь 

Но по лемме 1 (п. 4°). 

[2 — 21| <А(1—9) (< <М+р-1, 
следовательно, при |2| < А, 
| 0, (2) 5 г ` 
Так как по лемме 2, 


Пт а (=1,2,...), 
—> с 


и Оу нас фиксировано, то можно выбрать № так, чтобы при |2| < В 


10, (2) |< — . 
Таким образом, при |2| < А 
11 (2) — Ры+р—л (2)|<е, если М> М, (©), 

что завершает доказательство теоремы. 

Следствие из теорем 3 и 4. Если {а,} определяется из (3.1), 
а последовательности {№} и {р.} такие, что при Ё-> со 

1. (а) —1< 44% (0<%9<\), 

то существует функция }, (2) 6 А» (°, р) такая, что ассоциированный с 
нею интерполяционный ряд 


—® ( (2 ) Ок (2 


т 


К=1 


р 


в любой замкнутой части плоскости равномерно сходится к функции 


Ь (Л (2). 


Действительно, пользуясь обозначениями п. 3°, можно взять 
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А 


и 
ге! а, афункция }, (2) © А» (1, о) и удовлетворяет условиям 


Я («,) Е рев (а) (А —=41,2,.. +) 


где 4, = (510) 


Так как 
ша зир 1» (4) < < 1, 
Е—>со 
то, по теореме 4, 
(= УГ (@,) 0,4) = УГ (0,8, 
К=1 Е=1 


и очевидно, что }, (2) = }; (2). 

Таким образом, достаточное условие разложимости, приведенное в тео- 
реме 4, вообще говоря, и необходимо. 

Заметим, что в случае, когда 


м С. 


интерполяционные ряды вида (5.8) для целых функций были детально 
изучены в исследованиях В. Л. Гончарова (") совершенно отличным мето- 
дом. Полученные им достаточные условия разложимости, например, 
в случае, когда не делается никаких предположений об аргументах по- 
следовательности {а„}, могут сильно отличаться от необходимых условий. 

В последующем будет показано, что для некоторых случаев, рас- 
смотренных В. Л. Гончаровым, теорема 4 дает более сильные достаточ- 
ные условия разложимости. 


$ 2. Некоторые следствия из общего критерия единственности 


В настоящем параграфе приводится ряд следствий из общего критерия 
единственности, данного в $1 (1°), при частных предположениях о рас- 
пределении последовательностей {^„} и {№}. При этом сохраняются все 
обозначения $ 1. 

Из результата $ 1 следует, что каждой теореме о единственности для 
класса А) (с, р), являющейся следствием из общего критерия при тех 
или иных дополнительных предположениях о характере последователь- 
ностей {№} и {ри}, будет соответствовать теорема о разложимости функ- 
ций указанного класса в интерполяционный ряд рассмотренного в 8 1 
вида. Поэтому в дальнейшем изложении будем формулировать лишь тео- 
ремы единственности. 

1°. Случай, когда {)„} и {№} представляют собой ариф- 
метические прогрессии. 

Предположим, что последовательности {и} и {№„}, начиная © некото- 
рого п, представляют собой арифметические прогрессии с одной и той же 
разностью р. Именно, пусть 


ии = рпг (0 


Ре (1.1) 
№№ = ри--а ("<а<р+’- 1); з 


тогда имеет место 


ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ И ПРЕДСТАВИМОСТИ 241 


ТЕОРЕМА 5. Если для последовательности {а„} 


у < р” $ (1.2) 


20е тр — корень трансцендентного уравнения 


—1 4 Е 2р а—” 2 | 
в а т («=еР'), (1.3) 


$=0 


то {т} является множеством единственности для класса функций А, (с, р). 
Доказательство. По теореме 1, {а„} будет множеством един- 
ственности для класса функций А) (5, 0), если 


1—2. (+) а 
(=! с Мречюча? ых 
и Е. т 1 А-а >. (рп а — г)! | <’ 18 (1.4) 
[ («+ а) °| 
Пусть 
[0 | 
Пш зар - о 0. 
Е—> со а 


тогда при всяком фиксированном М будем иметь: 


| Щ_ 1 риа 
а (иЕт) 4(р®-- Ю а) ® рт _ 
р ОВ РА (рп + а—!) |9 = 
О 
и м] 
(ре). : 
(9—7)! И (рп + а—")! й и 
„Докажем, что 
| ыы? (и--^)--а 
ее —^)! < 9(2@= +9) в 
ны . — не г ее т = м 
о 


(1.6) 


Обозначая через А» (№) выражение, стоящее под знаком двойного пре- 
дела в (1.6), при достаточно большом Ё имеем: 


т, Е Е 
со р (и) 1 я Е ы. о"? 


{ , 
В ны те 
п=М-Ы 
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Если р<1, то отсюда следует: 


с 5 
С: 
ВМ ЗАВ Мире, 


п=М-+1 


и после предельного перехода получаем (1.6). 
Пусть о > 1; тогда из неравенства 


РИО тр о пр” 
в < (рп) 


справедливого при п>2 и А >.2, получаем по формуле Стирлинга: 


1 - пр 1 
со а е рп В ны ср 
В» (М) <а-э У (ре вена 
ПМ п=М+1 пе 


где А и с, — постоянные, не зависящие от М. Отсюда опять получаем (1.6). 
Из (1.4), (1.5) и (1.6) следует, что при 


1 
со 1 —7рп 
с4 (ре) 2] 
—/ «1 
Е и = 
П=1 
{я„} будет последовательностью единственности. 
Теорема доказана, если иметь в виду формулу 


—1 
арта 1 


р ил 


$=0 


Замечание. Для корня \» трансцендентного уравнения (1.3) имеем 
1 
(Р+9— 7)! |р 

< { (а— г)! ) м з (1.8) 


и если Ит (9—7). р" = т, то 
р->оо 


0<1<1. (1.9) 


т 
> бра! -и-ЭГ, оо 
П=1 


откуда и следует (1.8). 
В случае же существования предела 


Пи (9—Юр*=т 


р—><о 


по формуле Стирлинга из (1.8) получаем 


Пт \Р-, Тр < (1 т ыы 
ф->< ее 


(1.14) 
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Далее, из (1.10) следует неравенство 


1 т ие 
(а— г)! м (Р-+9— и! ЕЕ 


е”Р. (1.12), 


Имея в виду (1.11), легко убеждаемся, что предел второго слагаемого 
в правой части (1.12) равен нулю. Следовательно, из (1.12) получаем 


р — (ау) 


Па . 
У 


р-—><о Р еу 
‚что вместе с (1.11) дает нам (1.9). 
Укажем теперь некоторые следствия из приведенной теоремы. 


Следствие 1. Если }(2) — целая функиия порядка р и типа «с, 
удовлетворяющая условиям вида К” (в) (п =0;1,2,...), ‘еде 


105 : 


Пл зар рт а |= (1.13) 
А—> со 


(орд 
то ] (2) ==0. 


Действительно, достаточно заметить, что при р = 1 трансцендентное 
уравнение (1.3) примет вид е” = 2. 

Заметим, что при р =1 этот результат был ранее установлен другим 
способом [см. (5)]. 

Случай любого р > 0 был рассмотрен В. Л. Гончаровым методом раз- 
ложения функций в интерполяционный ряд (Абеля-Гончарова). 

Предположим, что 
= 


1 
Ни а, | 
А—>> со 


и последовательности {а} и {@а+:} лежат соответственно на лучах 
пк 
агро 2 =, агр 2 = —ф (<<). 
Нетрудно видеть, что в данном случае 


п 
У жа 

5 
< = По —— т 
п-—> со = 
п? 


= 2ср эт $. 


По критерию В. Л. Гончарова при сделанных допущениях единствен- 
зость для целых функций порядка р и типа < с имеет место, если 


|= 


<< (362) >, т.е. если 


| 1 


На ас < (ее т) — (4.14) 


А—> < ты 
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—ддцкцкддцдцд 


Сопоставляя (1.14) с (1.13), мы видим, что при 


1 — 
зто > (2ре? 10в 2) : 


критерий (1.13) сильнее. 
Следствие 2. Если }(2) — целая функция порядка р и типа < в, 


удовлетворяющая условиям: 


д” (0) Ре РЕВ (а„) = (п =: 0, 1, А ыы 


(1.15) 
О (р о ЕО, 2.) 
где 
Е = юЕ (2-1 ИЗ) ое — 
Бир А а < Ее > ь (1.16) 
А—>со 
(ср)° 
то }(2) ==0. 
Действительно, в обоих случаях уравнение (1.3) примет вид 
ее *=—4, 
откуда 
= 1юс (2 + УЗ). 


Следствие 3. Если при тех же предположениях условия (1.15) 
заменены условиями 


ОР 0 
или реа) 
роке (0) =. узы (а„) и 0, 
где 
о Е = 
Ни зар *|а,|< — 2", 
Ас В 
(с) 
то [(2)==0; при этом д — корень уравнения 


т 


е' —е "= 41. 

Наконец, отметим, что при существенном дополнительном ограничении 
би = (п=1,2,...} иа=гв случае р =1 аналогичная задача раесмо- 
трена и в работе (?). При этом, когда р достаточно велико, приведенное 
там условие единственности «< г совпадает с результатом, который 


следует из теоремы 5 в силу (1.9). 
2”. Случай, когда Ла — № —> со. Приведем следствия из 
общей теоремы единственности, предполагая, что Па (\4: — Л») = со. 
Е—>со 


ТЕОРЕМА 6. Если 


у, | 1 


< т (2.1) 


—-—1 > 
а а — На) (ре)? 


Па зар — 
Е—>со 
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то {0.} будет множеством единственности для класса функций А) (5, в} 
при р<1. 

Доказательство. В данном случае в обозначениях $ 1 (формула 
(2.1)) имеем: 


Е 
(. аж | А+ 
(Але — у! -- 


{ а. 


Ть (@) <. (+ — в)! У, 


п 


1 


с ИИ 
< (р — из! их у ыы ах ©.) 
Ут (^ Ех а “а — № | 
о р 
Но нетрудно видеть, что 
(0 — и)! ви 
ГНА (2.3) 


= АИ 5 
и: Г 2 
Ут 4 — Ш) 


где А — постоянная, не зависящая от А. 
4 


Если теперь заметить, что 4 = (сре) ®е—!, то для любого 4, > а, в силу 
(2.1), при > № будем иметь: 
е4 | «| й 


а. (2.4) 


Ана Овна 4) 


Из (2.2), (2.3) и (2.4) при >. имеем: 


со 


И и о. 
и—1 


7/4 Аз 


откуда следует, что Иш Г» (4) =0 и, по теореме 1, можно утверждать, 


Ао 
что }(2) =0. 
Следствие, Если 
3 


Иш зар : 
->со А-1 


г (2.1 


по для единственности достаточно иметь 


О а 2 (2.6) 


А—> оо о 58 
№+ 1 (ре) 


При более сильных требованиях относительно роста последователь- 
ности {^„} можно указать простой критерий единственности для класса 


функций А) (с, р) при р> 1. 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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Предположим, что 


: тЫ Ах 
0<о< Па ш 
А—> < 


^ 


< Иша зар - 
#+1 Ко #+1 


<Я. (2.7) 
Из условия рх < Лк рл+1 (& =1,2...) следует, Что 


ы в : 
Пт зар —^_ < Ца зир : 
>< &+1 >< &+1 


(2.8) 
В случае, когда в (2.8) не имеет места знак равенства, допустим, что 


1 зар 
К—>со 


зы (2.9) 
А-+1 


Пусть, далее, А =5, если в (2.8) не имеет места знак равенства, и 
А = О, если он имеет место. 


При сделанных предположениях и обозначениях докажем следующую 
теорему. 
ТЕОРЕМА 7. Если 


Е ь а | (р-1) а 
то зар т 1—2 „Па, (2.10) 


Ас 55 — 
+1 (евр)? 


тс {=} будет множеством единственности для класса функций А) (с, в) 
при р>1. 
Доказательство. Заметим, что если > в, то 


Ра 


ия 1 
т т =. - а 1 га 
о ИА) 
я 
№ п 
а <” (1-12...) (2.11) 
Далее, 
Акт — № > п (Ар+1 — №») (р> А), (2.12) 
где 


Ар+1 — Ар = пт (441 — №) («А+ тЬ-1). 
Из (2.11) и (2.12) имеем при > А, 
д (1-1) _ мае АИ 


^ Ак+п-А Ар+4-А Ел ы 
кт \ Ат № 2+1 Ар Ар-1— Ар #11 
( ^ ) < ® < & <® 


®. (2.13) 


ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ и ПРЕДСТАВИМОСТИ 247 


Из выражения 


Е 


ААА 
к |6 НЕ 

ата 
2— бич [И 


в силу (2.3), (2.11) и (2.13), при > № имеем: 


ы деи, |х \^М + № 
Г» (а) <> о 


п-=1 


№1 — 4) 
Но по условию (2.10) теоремы выражение 
4е| ах 
| 


— 
1 @—А) 
при А > Ё,. Следовательно, Пш 1» (4) =0 и теорема доказана. 
А—>>< 
8 3. Теоремы единственности и представимости для функций, 
голоморфных в круге конечного радиуса 


Отнесем к классу В» (В) функции, голоморфные в круге радиуса, 
большего А, и представимые рядом Тейлора вида: 


На) = У, „2, (А’) 
п=} 


где, как всегда, {\„} — произвольная последовательность натуральных 
чисел. 


Таким образом, 
7) 


Ни зар И |<, (В) 
п>> со и В 
и если обозначить 
Чо =: 5. Я”, 


то всякую функцию } (2) с В; (В) можно будет представить в виде 


1 (2) = 5 ть =. (С) 


Из (В’) следует, что последовательность {хи} ограничена (больше того, 
она стремится к нулю, как геометрическая прогрессия). 

Как и в начале $1, предположим, что {р„} — другая последователь- 
ность натуральных чисел, для которой 


ел бы ть (Е’) 


Наконец, последовательность комплексных чисел {о„} мы назовем 
множеством единственности для класса функций В, (В), если для всякой 
функции } (2) с Вх (В) из условий 


{ею (&)=0 (п=1,2,...) (Е) 
будет следовать, что } (2) =0. 
4+ 
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Способ исследования единственности и разложимости в интерполяцион- 
ный ряд, развитый в $ 1 и $2, может быть применен также для функ- 
ций класса В, (В). При этом большинство теорем доказывается аналогич- 
ными рассуждениями и выкладками. Поэтому в настоящем параграфе 
нами приводятся лишь формулировки главных результатов для функций 
класса В, (В) и только в некоторых случаях даются этапы доказательств. 

1°. Теорема единственности и существования для 
функций класса В, (В). 

ТЕОРЕМА 1'. Для того чтобы {и} было множеством единственности 
для класса функций В,(В), достаточно и, вообще говоря, необходимо 
выполнение условия 


(0 и. Ч —_ а, | р 
1: а о. 
ети | 2 а — в)! 


= (1.1) 

Доказательство достаточности условия (1.1) при помощи представления 
(С’) проводится вполне аналогично теореме 1. 

Для установления необходимости условия (1:1), а также с целью по- 
лучения соответствующего результата о разложении в интерполяционный 
ряд доказывается следующая теорема. 

Пусть 


с хи о ый И —- 
Ть (В ь ‹ 
& ( ) = #2 1 Оиыь — Г шк)! (1 2) 
ТЕОРЕМА 2’. а) Если зе зар 7» (В,) <1 и {5} — произвольная после- 
— со 
довательность комплексных чисел, для которой 


Ах 
А—ы,)! В| 
Пт а № 


А—> оо Ак! | “у Е 


[Вх |< + оо, (1.3) 


где В, >В, то существует функция }(2) с В‚(Ё), удовлетворяющая 
условию 


1% (аз) = 6, (&=1,2,...). (1.4) 
Ь) Если т зир.7х (А) < -- <, то для любой функции (=) © В\ (В) 
—>< 
имеем: 


$ (^, —в;)! В 
Пт зар | 
Хо Аа и 


1 < во (4.5) 
Эта теорема доказывается аналогично теореме 2. 
В качестве следствия из теоремы 2’ доказывается, что условие (1.1), 
‘вообще говоря, и необходимо. 
Именно, если 
И.Г Е 
ААА 
а [еб 1.6 
бе ри ‘ в 
то имеет место. 
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ТЕОРЕМА 3'. Если при Ё-> со 


А о (1.7) 
то существует функция }(2) < В) (В), для которой 


1%) (а) =0 я 
причем } (г) Е 0. 


Эта теорема доказывается аналогично теореме 3, причем в качестве 
примера последовательностей {\„} и {ии}; для которых выполняется усло- 
вие (1.7), можно указать случай 


Ли == ва = 2” = 4...) 


Наконец, используя результат п. 5°$ 1 о бесконечных уравнениях, 
мы доказываем теорему о разложимости функций класса В, (В) в интер- 
поляционный ряд, рассмотренныи в теореме 4. 

Если последовательность полиномов {0О,(2)} удовлетворяет условиям 
п. 5° 61, то имеет место 

ТЕОРЕМА 4’. Если для последовательности {и} 


Пт 5ир 1 (А) < 1, 
А—>< 


то для всякой функции }(з3) с В.(В) имеет место разложение в ряд 
вида 


ЕТ 60, ©), (1.8) 
ф—=1 
равномерно слодящееся в каждой замкнутой части круга |з|< В. 
Заметим также, что при 1ии зар 7» (А) =1 разложение (1.8) может не 
Е->о ‘ 


сходиться к соответствующей функции. Такой пример строится аналогич- 
но примеру из 8 4. 

2. Случай арифметической прогрессии. Предположим, 
каки ви. 1°6 2, что последовательности {)и} и {ми}, начиная с некоторого 
п, представляют арифметические прогрессии с одной и той же разностью р: 
Именно, пусть 


ри --то (0<57р—\), 


(2.1) 
"= рп-+9 ("<9<р+!- 1). 
ТЕОРЕМА 5’. Если для последовательности, {вп} 
а зар | | <А^?, (2.2) 
&—> о р 
где тр, как и в теореме 5,— корень трансцендентного уравнения 
2" 
Р-Р ем", = 2:3 
$ ;: (а—г)! —^)! | Ё ) 
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то {а} является множеством единственности для класса функций 
В, (В). 

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 5, но 
мы отметим его основные моменты. 

В силу теоремы 1”, {х„} будет множеством единственности для класса 
функций В) (А), если 


" г ре ю а! (19| \" 
Е +9)! ри (рр -+а— г)! ( В ) =: Р. 


Пусть Пи зир | ох | = Ас < Ас;; тогда при всяком фиксированном М 
Е—><о 


будем иметь: 


[Р®+Ю а 4 о (ср)Р 
ЕО Е (рта-пг ы- ны р (2.5) 
Обозначим 


оао [Рю а а 
Нь (№) — (реаг И" (рп -+а— г)! Е 


и заметим, что по формуле Стирлинга при п> М +1 и > А 
[р (п + Ю- а! ( 1 и 
ЕР (рк- а)! (рп 4-4 — г)! <4А[ ой Ч», )] ; 


Выберем теперь № и А, так, чтобы 
1 1 
|| < -, се (мт +2) <1<1; 


тогда получим: 


0 < Па А, (№) < А т ыы У 2 0. (2.6) 


№ 
м п=М-- 


Из (2.4) и (2.6) следует, что при 


(ср) 
Ч! У та <! 
п 


имеет место единственность. Теорема доказана, если иметь в виду фор- 
мулу (1.7) $ 2. 

Следствие 1. Если } (2) голоморфна в круге |= | р (>В) и К (<) =0 
(п= 0, 1,2,...), где 


И зар А |0» | В < 1082, (2.7) 
>< 


то } (2) ==0. 

Этот результат другим методом был ранее получен Какеуа (°). Для 
его установления надо заметить, что при р=1 для 1» получаем уравне- 
ние е* = 2. 
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Следствие 2. Если } (2) голоморфна в круге |8| “ве >В) и 
РО = Г" в) =0 
пли по 2...) 28 
АО 1 (ан) =0, 


г9е р зир | а» | < 2 1ов (2 + УЗ), то /(2) =0. 
>< 
Действительно, в обоих случаях уравнение (2.3) примет вид 


ет ем = 4, 
откуда имеем 
ч = 108 (2+ УЗ). 
Следствие 3. Если при тех же предположениях условия (2.8) за- 
‚менены условиями 
1” (0) = К” (а,) = 0, 

али ЕО п=0 2.) 

И (0) = (в) =0 


где Пт зар || Е т, то }(2) =0; при этом Ч — корень уравнения 
#—> оо = 
е" — ет = 44. 
3°. Случай, когда Ж№- А+ ->00. Переходя к случаю, когда 
А+: — №-—>с00, предположим, что последовательности {)„} и {р„} удовле- 
творяют неравенствам (2.7), (2.8), (2.9) из п. 2° $2. Сохраняя обозна- 
чения, принятые нами в п. 2° $2, имеем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 6’. Если 
о 


1 зир | ях | < А (1— А) 9-й, (3.4) 
Е—> оо 


то {а„} будет множеством единственности для функций класса В» (В). 
Доказательство. Пусть число х выбрано так. что при > № 


[9 


|: |=В < В (1 — А); (3.2) 


тогда по формуле Стирлинга имеем 


а 
Ни ГЕ кв! 
пП—=1 
ив со а 
ыы Арк АНе-м  Гным (33 
_ г» о ‚(== . (3.3) 
АВЕ п \ Ак № 


Ум (А, — 4) 
Но, как было отмечено в 62, п. 2`, выражение, стоящее в правой 
части неравенства (3.3) вне знака суммы, ограничено. 
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Далее, 
ани (3.4) 
-— А п р о а. 
л А, ^ г 
п-ЕК А--1 итп в = . 
а а о о ® и. (3.5} 
Ань ^ мы — И № Г. 


з (3.3), (3.4) и (3.5) имеем: 
Е Акт ЛЕ 
Неа 2 
№ А ле. : (3.6) 
| А-а — № 


Замечая, что р>.Ё, в силу принятых нами обозначений можем утвер- 
ждать, что при А > № 


р В <АУ 


7—1 


и Аж м Ар 5. ы 
а о (8.7) 
| 
Аа 1 1 3.8) 
^441 — Н% ыы Ы А 
Аа 
з (3.6), (3.7) и (3.8) заключаем, что при > А, 
> у Аа № 
А 5 [5 
отсюда и из (3.2) следует, что Пт Г, (В) =0. Теорема доказана. 
А—>> < 
При дополнительных ограничениях и, =^,, а, =41 (й=1,2,...), но- 


торые существенны для метода, примененного в работе (?), приведен дру- 
гой критерий единственности, причем не установлено, является ли он 
критерием разложимости. 


Сектор математики и механики Поступило 
Ак. Наук Арм. СССР 43. ХИ. 1951 
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Г. И. БАРЕНБЛАТТ и Б. М. ЛЕВИТАН 


О НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ТУРБУЛЕНТНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе изучается разложение функций, заданных в интервале 
(0, <>), в интеграл типа интеграла Фурье по собственным функциям 


уравнения у’ 1 ы 30 (2) у=0 в предположении, что функция 4 (=) 
удовлетворяет условиям 1) —5) $ 1. Полученные результаты применяются 
затем к решению уравнения теплопроводности или диффузии в турбу- 
лентном потоке. 


В настоящей работе рассматривается уравнение 
д 0В 98 
2+ [4 , |= =, 


приближенно описывающее стационарные процессы переноса в турбулентно: 
движущейся жидкости, обтекающей цилиндрическую поверхность. Здесь 
В — температура или концентрация диффундирующего вещества; 2 — коор- 
дината, отсчитываемая по нормали к обтекаемой поверхности; { — координа- 
та, отсчитываемая вдоль поверхности; А (2) = + О (2), где Х — коэффициент 
молекулярного переноса, (2) — коэффициент турбулентного переноса, 
р (0) =0; и (2) — средняя скорость потока. 

( 43 
А (2) 


Поля х= \ ‚ 9(2) =и (2) А (2), приведем это уравнение к виду: 
0 


9?В 98 
ЭР 9 г, 


который и будет изучаться в дальнейшем в предположении, что {> 0, 
0 << сю. В работе будут построены решения некоторых краевых задач 
для этого уравнения при определенных предположениях относительно 4 (2), 
а также решения краевых задач для соответствующего неоднородного 
уравнения. 

Представляет интерес также следующая форма рассматриваемого урав- 
нения. Полагая ау=Уч(@) ат, приведем последнее уравнение к виду: 


зу (Уз® зу) -Уз@ =. 


Это уравнение, если рассматривать у как координату, а { как время, 
можно истолковать как уравнение теплопроводности для стержня пере- 
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менной теплоемкости и теплопроводности, однако такого, что его коэф- 
фициент температуропроводности постоянен и равен единице. Такое пред- 
ставление позволит нам физически интерпретировать ряд свойств рассмат- 
риваемого уравнения. Упомянутый стержень в дальнейшем мы будем 
называть «эквивалентным стержнем». 


$1 
1. Положим в уравнении 


9*В 
д5* 


=) (1.1) 


Вр, д = у, ем" "м; 
тогда для у(х, р) получим уравнение: 


у" 9 (а)у=0. (1.2) 


Рассмотрим некоторые свойства уравнения (1.2) в предположении, что 
4(х) удовлетворяет следующим условиям, которые мы будем считать 
выполненными во всем дальнейшем изложении: 

1) 9(2)>.0, 4(1) может обращаться в нуль лишь при д = 0; 

2) 94(1) имеет непрерывную вторую производную везде, кроме, быть 
может, точки 5 = 0; 

3) Вблизи начала координат 


9 (х) = =" (1 + р(2)), р(0)=0, т>0; 


со 


4) Уса =; 


5 ее есь 
9* (=) 44? (=) 
Пусть у=ф, (2, в) — интеграл уравнения (1.2), удовлетворяющий 
условиям 
4Ф. (0, в) 


Фа (0, в) =зша, — 9. = 003а. 


Рассмотрим его асимптотическое поведение при х->с<о. Для этого пре- 
образуем переменные следующим образом: 


т т+2 г 
4 


5 2=9“ Фу; дз * = Иа. 


0 


к 
а 


Уравнение (1.2) при этом перейдет в следующее: 


4*2 
де РР" $" = В (5) 1, 


т 1 5 547 (2) а (®) 
Де 


(1.3) 


Считая правую часть уравнения (1.3) известной, ищем 2 методом вариации 
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произвольной постоянной: 


т-2 т--2 


Е=АаУю т, [569 * |+ ВБИ юУ , [2569 * | 


т-2 т-2 


пена о-тоде на 
т-2 


жа 2 
А (5) = та —-, по) ) 2 (3) Ув / - [5563 * 4, 
‚ тв 
НЫ = 
ВЕ ЕАлогоуя. и. [55 (вз) аз. 
Можно показать [см. (°)], что 
т ‚п 
Июл [пез * | 
1 та 
ограничено. Покажем, что 
т Е 
52=4“ (ву 


также ограничено. В самом деле, имеет место `[см. (№)] 
ЛЕММА. Пусть в интервале 0 <:<Х }(2) непрерывна и неотри- 
цательна, 8 (т) интегрируема и неотрицательна и пусть 


1) <С+\/@) 8 @) 4=; 


тогда 


(2) < Се" 
Предположим, что 


т-2 


НО о а 
а5* у №5 2/ 1 [25 (2.5) 2 р 
— та 


т тез 


а | 


|. 


М = тах 


Пусть рр > 0; тогда 


т т-2 


512 < Аба $ Ув Л. о |+ 
Е 
Е ‚5 ма 
ВОИН, [259 * || <М146)| +186) < 


т-+2? 


м (1+ =) т м 26 |126) 
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По лемме отсюда следует, что 


ое Е 
м [|3 28 (5) 


не 7 С. 
|921 М (1+ --)е ь 


Но из условия 5) вытекает, что 


15 21 ($) 148 < оо; 


т 


поэтому |5'2| ограничено, и притом равномерно по № при и р>>0. 
Используя свойство 5), мы можем теперь показать, что при т-> < 
интегралы в выражениях для А(5) и В(5$) сходятся. В самом деле, 


например, 
: ры Го Е: | ЗЕ 9 
а\ 8 (9) 28) У - |5 (5) ы |4: | < м * В ($) 145 | < 
0 т-2 0 
<мМм\|$ *1(5) |4, 


0 
т 


если |5'2|<М; таким образом, имеем при 5 -> со: 


Га ‚ зв 
5) = (5) Ноа [25 9 * |+ 


т-2 


т-2 


Во) ол, [59 * | 
та 


Используя свойство 4) и асимптотические представления бесселевых функ- 
ций при больших значениях аргумента [см. (9)], получим при х-—> сю: 


он = ИЕ *[Меев * (Удав 


где 


Окончательно получаем искомое асимптотическое представление для 
у= $, (<, р) при х— оо: 
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та ^ 


гв (м день * У+ 


не 
4 


Я 
увь=у "= 


т-2 


и, р ® ( , . 
+ М (м) эт, и дао (1 } (1.5) 


2. Изучим, далее, асимптотическое поведение решения ф. (2, №) и его 


аф„ (х, |) 
ах 
равен нулю. Тогда легко видеть, что 


А (5) = зто 0(--), В (5) = 0(*=). 


Из формулы (1.4) поэтому следует, что при в —> со 


производной при № —> со. Пусть = 0 и зто сперва также не 


т-2 


(5, в) =азта Из / | [5 48) *. ](@4+0(2))+ 
т 2 


т-+2 
2 
от 5+2 | 
Пользуясь асимптотическим представлением бесселевых функций при 
больших значениях аргумента, получаем: 


=). 


т т о т-2 р .) 
АЕ В, а т 
{< зпазш 259 * Наири” +0(.))+ 
т-? 
Ел =] 
Ш 
Таким образом, асимптотическое представление для ф„(х, р) при р —> со 
и ЗО имеет вид: 


где 


: 4 1 
Р (+) = азтазт ву ®+0(-- ] 0) ата нт+0( 


Вполне аналогично получаем, что при р —> 0 их+ 0 


1 т-а х 


а Г ой > т —_. Е. 
ты и) ие Фь* {Рзть 2 Иа + 
ы 0 


+0 (5) о0зь *_ Ида»). @.л) 
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ь Ы 
Пусть зм я=0. Тогда легко видеть, что .=0(=), 


49=0(%), в®= ==+0(5), 


и мы получаем: 


т о оо. ай 
ие" 9 “ь * еоз [25 (9) * — 


И Е Ш 
Е -@ь {5 соты х \Уа= Те ть ы \и а. 
п . 
ь аз 
где 
4 4 г 4 А 
Я оон +0 (+) т у =+0(=) 
4% ( 4. УВ РЗ 
м | бфзть * (У + 
о 
та 
4- Т (+) созь 2 Ида»). (1.9) 
0 


3. Займемся теперь вопросом о разложении по собственным функциям 
уравнения (1.2) в полубесконечном интервале (0, со). Используя метод, 
предложенный в работе (*), мы будем вводить фиктивный конец #=6ф и 
рассматривать пределы соответствующих разложений на конечном интер- 
вале (0,6) при 6 —> с. 

Рассмотрим в связи с этим задачу Штурма-Лиувилля на конечном 
интервале (0, 6) для уравнения (1.2) и краевых условий: 


1 (0, 11) созя — у’ (0, в) па = 0, 0О<а<5, (1.10) 
у(6, в) созВ — у’ (6, )зтВ=0, О<В<о. (1.11) 


Рассмотренное выше решение у=ф, (т, в) удовлетворяет условию (1.10); 
из условия (1.14) определяются собственные числа |. 

Для любой непрерывной функции ](5) имеет место равенство Пар- 
севаля: 


‚ м=\афовь,) 42. 


2 
п 0 
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Подобно тому как это делается в работе (?), можно показать, что суще- 
ствует монотонно-неубывающая функция р(»), не зависящая от 7 (+), так 
со 


что р, (№) стремится кр (р) при 6 -> оо, и если ТА (1) 4 (т) 4т существует, то 
0 


оо дае = к) 5), 


ь 
Е (р) = 14. |4 (@)/@) 9, (©, в) 42. * 
—>< о 


_ Отсюда следует, что если 


Е (в) $. (<, в) ар (р) 


Ф-—>8 


сходится равномерно в каждом конечном интервале, то 


со 


1 (8) = \Р (в), (в, в) 46 (в). (1.12) 


0 


Действительно, пусть 8 (2) — непрерывная функция, равная нулю вне 
интервала (0, п). Из равенства Парсеваля следует, что 


ава = 1 Ре ч, а] 


В силу равномерной сходимости, можно изменить порядок интегрирова- 
ния, и мы получаем, что 


п со 


908 (9 [169 — \Р()з. (2, в) 4) 42 =0. 


0 0 


Интеграл в правой части равенства (1.12), в силу равномерной сходи- 
мости, непрерывен. Отсюда, из непрерывности ] (2) и произвольности 2 (5) 
мы получаем (1.12). 
Докажем теперь лемму, которая будет использована в дальнейшем. 
ЛЕММА. Пусть 0 <а<ьЬ< оо. Тогда при хЕ (а, 6] 


со ь 
(5), (2, в) 4) =0, (2) = \9(2), (©, в) 42. 


а 

Положим а =0иб < со и введем`функцию йь (2) = [14 (0 <<), 0(1>5]]. 
Если мы покажем, что при 2 [0, с] (с — любое число < 6) или тЕ [4, о] 
(а — любое число >65) интеграл в ‘левой части предыдущего равенства 
сходится равномерно, то из равенства (1.12) будет следовать, что 

® 0, 

Е х, н)а = 
ее. [0 еСЬ, 


0 


* Знаком 1.1.01. обозначается предел в смысле сходимости в среднем квадра- 
тичном. 
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О ЕЕ А, Зи 


Комбинируя функции й„ (7) и /ь (2), легко докажем лемму полностью. 
Рассмотрим 


Е = 96), (2, в) 42. 


В силу уравнения (1.2), 


26, и) Ф (0, и) „Ш 104) 1 
ие | и | а и | 


о | 


т т-2 ит ит ^ 


Пользуясь асимптотической формулой (1,7), получаем 


а а т? ь 
24*(5) в.“ Е ет 
вЫЕ-И" ЕТО {-Рызть * Узы + 


0 


Отсюда следует, что 


со 


со р Е пе 
еее в) = | — тета [99 “@)в|—Рэть * \Уда= + 
0 


и 


т-? 


Ь х 
-- Осозь * Уз | Роозв : \Усаг+ 


т-? 


ь пах ева 
— Осовы * уч Руса " Ифая РО ый аа ый 


Равномерная сходимость отброшенных членов очевидна. Так как 
Р, О=0(1), то получающиеся интегралы сводятся к интегралам вида 


со Е т-2 Ь а т-2 х 4 

` | } А а. 

Ува (. : из =) 605 ( : из т) т ? 
0 0 


а эти последние — к интегралам 
55. т--2 9 
я (, -® \ ам 
феов (вв * 4, 
[2 
где |5] превосходит некоторое &`>0, в силу предположений относительно 
т--2 


интервалов изменения $х. Пусть У —= в В ‚ тогда 


сое т-Е2 о» 
Хе 2 10 а 
\ 5 2 Пу \ у У 


со 9 Ао 
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что и доказывает лемму, так как этот последний интеграл сходится 
равномерно в рассматриваемых интервалах изменения х. Если зта =0, 
то доказательство без труда модифицируется. 

Будем называть спектром оператора 4“! (2) Я: Множество точек роста 
функции р (р). Построим р (и) и одновременно докажем теорему: 

ТЕОРЕМА 1. Если функция 4 (х) удовлетворяет условиям 1) — 5}, то 
спектр оператора 4! @) = непрерывен. 

Рассмотрим определитель Вронского двух линейно независимых реше- 
ний уравнения (1.2): 

у=Ф. (я, в) и у=х „(ь). 


а 
2 


Этот определитель должен равняться единице, но при х-—>со он, как 
нетрудно показать, равен 


(ММ, — М.М} +0(4), (1.13) 


где М,, №, соответствуют М, № для ® „(т ). Отсюда следует, что 
ев 


2 


ММ, — М.М = = р Е? 
и, таким образом, М и № не могут обратиться в нуль для одного и 
того же значения ци. 
Введем второй конец х=ф и на нем условие (1.11). При Ь-—> со это 
условие запишется в виде: 
а а я 
9%} (+) созр ? Учат + 9) ть 2 \Ил92 =о(\,, (1.14) 


0 о 


те 1 
5 (+) = М7 (р) с058 + М (5) у в * 96) М4) шв. 
т-Е2 в 
9) = №46) со38 М (4) +в 9 М) 56. 


Очевидно, что одновременное а в нуль 3% и % влечет за собой 
одновременное обращение в нуль М и М и, следовательно, невозможно. 


Положим поэтому: 
р | х 
Иер: = По (2), Уже = 503% (11); 
тогда условие (1.14) запишется в виде: 


ис ь 


5 [в уз до (р )| = о (1). (1.15) 
Пусть р, и р, — последовательные корни уравнения (1.15); тогда 
т-2 ь т 
8 Улаго(ы, )= о, (1.16) 
0 


$5 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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где / — целое число. Для следующего за р,_, корня р, либо справедлива 
формула 
от 
вы? \Ид42 + (в) = = 0 (4) 
0 


с тем же [, что и в формуле (1.16), либо формула 


т-2 


ь 
и Ут о) = (+ =+0(1. 


Первый случай невозможен *. В самом деле, если бы он имел место, то, 
9% 
в силу теоремы Ролля, =. обращалась бы в нуль для некоторого ц., 
удовлетворяющего формуле (1.16), или, так как 9(2) 0 при 2+0, 
1 


‘, 
Е обращалась бы в нуль. Покажем, что это не так. Для этого 


продифференцируем уравнение (1.2) по р»: 


д 
то 


4? (д д 
д (52) + в" 29 (2) Е = — (т - 2) "1 19у. 


д 
Применяя метод вариаций произвольных постоянных и учитывая, что Эь 
удовлетворяет начальным условиям 


ду (0, в) 4 (ду (0, в) 
Ио о ах |. — 
(так как у\0, р) = япа, _ ый 


== ©05 “), мы получим: 


=9'@) 9. (6, в) т 2)" Ца). 6 ве, _ 26,94 — 
5 2 


ды 
24 @) 9 _ к, в) т 2) "(9 6) 92 (5 в) 45. 


Подставляя в это выражение асимптотическую формулу (1.5), получаем: 
1 
94“ Фа _ (т + 2) 
и ^^ в ". 


$(х) 
(2) Ф. (т, в) \“ (5) (ММ, с0525 (5) ММ, 25 ($)} — 


0 


> |= 


<=) 
(, в) \ 4 ($) {М? соз? < ($) + № 102 (5)} - О (4) = 


0 


1 
А 
де _ 


и 
2 


вов +0) = 


ММ ММ 
О 


ео 
щи “(т-+2)? Г с 
ее {ММ, — М, М} {— М з1пб (2) - М соз6 (2)} © (2) + 0 (1), 


22 


* В монографии (?) доказательство этого не рассмотрено. 
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где 
пез 
св * (У) 4, 
0 


а М,, М, соответствуют М и № длях _(5, в). Так как при х->со 
ен 


2 
5 (2) > со, то, пользуясь формулой (1.13), получаем окончательно: 


1 3 
1 04%. (=, в) тт +2)? 
в сы М © ЕМС ©) 001) = 
22 
ы т-2 


Им +) +0). 


т — 
= Е Ум? - № соз (в 
22 о 
Отсюда видно, что если р удовлетворяет уравнению (1.16), то 


з 


8? 
94°. (ти) 1 Ре 2) о 
Сы" т У 
2: 


что и требовалось доказать. 
Легко видеть, что при 6 -> со 


Пе а == 0 (1); 


отсюда и из непрерывности ® (р) следует: 


та та = в 
Е = ее °[[\ Уа га й 
0 


28 


) Учат 


0 


Построим теперь функцию р (р). По определению, 
1 


рь (# А) — р, (р) = У» ь 
ичии ИА [4 (2) 92 (2, ии) = 
При х—> со 
я 
ф2 (2, в„) = [(М -- 0(1)) оз (2) + (М - о(1)) зб ("24 (2) * 
- Е 2 2 
В р [ММ м — Ма 0(1)] 60525) + 


п 


+ [2ММ + о(1)] эт 2 (9). 


Очевидно, что 
[2] 


р 2% (2) ИУчах =0(1. 
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Отсюда следует, что 


п 


[2] 
(о а "Ро Е г м" Ура» +04) 
0 


() 
В силу последних соотношений, при 6 —> > имеем: 


1 


Бе -0= У 


р 
и<ии<и-А | 4 (2) 92 (х, ип) ах 
0 


ь т 
(ера) | Уаал-ь* 
6 Е 
=», т-2 т-Е? Г» 
о 2 ь 
ых +2 2 
а = (ма ++ №) Уча 


+4 
(и ры. Н Ипа 
=Уетлоннио +9 = | име. 


Окончательно получаем: 


Р(ы + А) —р(р) = \ М №, 4 (в) = уе - 


Таким образом, множеством точек роста функции р (р) будет вся полу- 
прямая (0, со), что и доказывает теорему. Мы видим, что при условиях 
теоремы 1 р(р) не зависит от условия на конце х=6б, устремляемом 
в бесконечность, т. е. от В. Далее, очевидно, что при невыполнении усло- 
вия 4) независимо от условия 5) спектр рассматриваемого оператора 
будет дискретен, а о(») будет зависеть от условия на конце х=б, 
устремляемом в бесконечность. Это значит, что в задаче Штурма-Лиу- 
вилля на интервале (0, со) для уравнения (1.2) и условия (1.10) функ- 
ция р (р) определяется неоднозначно. Физический смысл этого нетрудно 


определить, пользуясь эквивалентным стержнем, так как интеграл 
со 


\У 4х означает полную длину стержня. Теорема 1 и утверждает, что 


0 
при бесконечно длинном стержне и выполнении условия 5) дело обстоит 


качественно так же, как в случае бесконечного стержня в классиче- 
ской теории теплопроводности (4==1). В случае конечного эквивалент- 
ного стержня мы просто получаем задачу на конечном интервале, где 
спектр дискретен и существенны оба краевые условия. 

4. Дадим некоторые асимптотические оценки для р (в). Пусть эта = 0. 
З этом случае 


Ма М = Ао) + Бао) +24 (55) В (со) абыш" А. т = 


ое? „) 
а? бий "+0(% х 
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Поэтому при и -—> со 


м пиано (и анте (+05). 
[3 


Отсюда следует, что 
ты 
— т 
р (в) (ть -- 1) 42 912 & О ). 
Точно так же можно показать, что в случае зта = 0 


т-3з 


о (в) — Г. 9". 


$2 
Для дальнейшего нам понадобится формула, аналогичная формуле 
Пуассона, известной из классической теории теплопроводности: 


(50. если хЕ[а, @], 
ь _ (5) | ® а , если д =а, 
И Е (2.1) 
> 


о - и ее 


о (2—0) 


‚ ели тЕ(а, 6). 


Именно, справедлива следующая 
ТЕОРЕМА 2. Пусть при <<1 


ь со 
— \7С, <) 4 (© а С (1, р) Ф, (& в) 40 (1), О<а<Ь&ю 
а 0 


где }(х, #) — ограниченная, кусочно-непрерывная по х и непрерывная 
по 1 функция. Тогда 


Ви 5 = 0 при 2Е[а, 6], 

> 

Нш 5 = 5/0, 9 при &=а, 

1—1 

Па 5 = 21 —0, 1 при #==0, (2.2) 
= 

ВНЕ 2. о ) при +6 (а, 6. 

1 


Положим сперва /(х, #) ==1. Докажем (2.2) для 2Е[а, 6]. Имеем: 


ь со 
2 \1 0 4 ) ета) (д, р) Ф, (©, в) о) = 
0 


2976) 3. 6, 04, 


где 
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Перемена порядка интегрирования законна, так как при << { внутрен- 
ний интеграл левой части сходится равномерно по 5. Покажем, что при 
х—>{ Ни =0. В самом деле, для любого М справедливо равенство: 


М со 
= фея Е (ы) ф, (6 в) ар (в) + Ди") ф, (в.в) 46 (). 
0 м 


Оценим величину второго слагаемого. Пусть с ={— <; тогда 


ее" В (ве, (в, в) 4 ®) = 


М 
—=с | ти) {269,6 в.) ао (р ) вт р -- 
М М ей 
еее дз, С, 42} 
м и=мМ 


Второе слагаемое обращается в нуль. Далее, в силу леммы $ 1, 


со 


\Р (в) 9, (в, в) 46 (#) 


0 


сходится при хЕ [а, 6] к нулю. Ноэтому 


Е (р) Ф, (2, 11) 40 (в) 


=— = 


при достаточно большом № и всех в>М становится по абсолютной 
= — 
величине меньше любого сз > 0. Следовательно, 


о ее" (т 2)" 


\ Е (ре, (© в) 42) 4 < 
м М 


г] о 


Выберем М так, чтобы 


<- 


М 
\Р (9) $, (в, в) ар (в) | <>, 


что, по предыдущему, возможно. Возьмем с столь малым, чтобы 


ем" < Ре в). (2, в) [46 (р). 


0 


Тогда 


М 
еее р () фр, в) 46 (9) |< 
0 


м ; 
Р (9$. (2, в) 42) + 


<>. 


Е: 2 


М 
И -е и" "5 Е (в) 9, (®, в) 46 (#) 


Это показывает, что Ито =0 при с->0, что и требовалось доказать. 
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Покажем, что при О малом А 
х+А 


и } еее (т, р), в) 4) = 5. (2.3) 


Положим х==0, а также эта +0. Тогда, воспользовавшись асимптоти- 
ческой формулой (1.6) для $Ф (5, р) при р->с0, а также тем, что при 


1“ 
и —> © 
еси 


а? зт? о - О (=) 
м 


4 (р) = 


можно привести внутренний интеграл в левой части равенства (2.3) 
к виду: 


= —— и. Е 
\ ВЕ 2955 2 п Ё 2 \ Ус ах —- а ы Я Ё 2 \ У сах + 
0 


о 0 


а 
=! 


:. Е а? зто О [- и) 
Ата)“ Газта+0 (1 - 


Главный член интеграла (2.3) равен 


ней 2 та Е 
1 = ) 9* (а 1 (2) 4 (= ит- 20 из бов [ы ) Уч |1 м. (2:4) 


х 0 


Выберем Д столь малым, что если Ё6 [х, х + 4], то 
9 ВВ 
1) а* @=9* (2) (1 +”), |[7|<=; 


2) | Узч+ У Е—2) (1+9), [51<.. 


Тогда 


1 
и 1 
В ый 4 о == 42 с0з [2 Иа (@®) УЕ ия = Е. 


Таким образом, при достаточно малом Д этот интеграл сколь угодно 
близок к — Как легко видеть, остаточные члены при с -—>0 стремятся 
к нулю. В самом деле, эти остаточные члены суть величины порядков: 


х+А т т-+2 ЕЁ 
\ ИВ | о, 08 |ь 2 | Уз | 
х 


х-А со и. та 
а ее вт +? Фе 


где Ф (т, ) 0 при х=ё. При нашем выборе Д и с —>0 эти величины 
стремятся к нулю. 
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и ЕЕ ГЕНОВ а 
Рассмотрим теперь случай зто = 0. В этом случае асимптотическое 

поведение функции ® (т, №) при в—>сю дается формулой (1.8), а 


С. 


ар (р) = $2 Г 1 
в 0 () 
Внутренний интеграл в равенстве (2.3) принимает вид: 
со т ры х та & 
\ геи" +20 „3 08 | Уча — я "| с05 ре ) Иа: — 
0 0 


$2 1 
_т+ 4. а. 
— Ат+2) ты р 


Главный член интеграла (2.3) в этом случае совпадает с выражением 
(2.4), и доказательство заканчивается так же, как в случае зта = 0. 
Случай д =0 легко доказывается непосредственно, и мы можем счи- 
тать формулу (2.3) доказанной. 
Перейдем к общему случаю. Пусть хЕ (а, 6), 


[2] со х—А 36 х+А ь 
Ре ое ее, (р, ве, © Вар) = ++, 
а 0 а х—А х х+А 


где Д будем предполагать удовлетворяющим высказанным выше требова- 
ниям. Заметим, что внутренний интеграл в последнем равенстве положи- 
телен, поэтому если |}(х, #) |< А, то 


х—А 
© 904 


фелто ф, (, в) Ф, (&, в) 46 (в) | < 
х-+А г 


е-и "+2 


А } 40% 


а 


°Ф, (т, р) Фи (6 в) 46 (р) 


а величина справа, по доказанному, при достаточно малом с меньше, 
5 
чем. Далее, 


х+ А и 
1= \ 16, о оф (2, в) Фи (6 в) 46 (р) = 
х+А со 
=Уе-0, д } ча "то о (в, в), ©, в) ар (в) + 
х+А 


+ } (6 9 —/@-+0, 9] 9 204 |= о о (в, в) 9. , в) 4р (в). 


0 


Первое слагаемое при достаточно малом с отличается от т мень- 


й 5 
ше, чем на о а второе слагаемое выбором достаточно малых А и с 
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ЕЕ ЕЕ Е ЕЙ Ы еде ем 


Е 
может быть сделано меньшим по модулю, чем в. Таким образом, 


Вполне аналогично покажем, что при достаточно малом с 


С, Эч че | "Но, (в, в) о, ® в) 46 (2) а 


х—А 0 
ь со 
) 1(6, <) 4 (© 4 \ оф (т, в), (© в) ар (в) <. 
х+А 0 


Этим формула (2.2) для случая хЕ (а, 5) доказана. Пусть теперь д = а. 
Тогда 


: о а-+А ь 
1 76 Эа "оо, в, ве, © д) = |+ |. 
х о а а+А 


Подобно предыдущему, х сно показать, что в этом случае 
Пш 7 = (ан 0, 2) 
1—1 2 


Аналогично доказываются и все остальные случаи формулы (2.2). 
Формула (2.2), таким образом, доказана полностью. 
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Перейдем к рассмотрению различных краевых задач для уравне- 
ния (1.1). Рассмотрим прежде всего следующую краевую задачу для 
этого уравнения: 


В (0, д соза— 20,9 зша=0, О<ах т, (3.1) 
В(х, 0) = ] (<). (3.2) 


Нетрудно проверить, применяя обобщенную формулу Пуассона (2.2), что 
решением этой краевой задачи будет: 


со со 


В(р, ) = |194 4 Де", (в, в), ©, в) 9). (3.3) 


0 0 


Отсюда следует, что «основным решением» для уравнения (1.1), т. е. 
решением рассмотренной краевой задачи, отвечающим такому началь- 
ному (т.е. при 1=^) распределению (5), что }(л) =0 при х=Ёи 
со 


\ 1 (4 (&) 4 =1, будет: 


9 
со 
Фррьу= "9, (р, в), © в) 46). (3.4) 
0 
Физически это решение означает температуру в момент & в точке 
х 


У = \ Учах эквивалентного стержня, если в момент т температура стержня 
й 
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Е 
везде равнялась нулю, кроме точки \ = \ Уасах, где была сосредоточена 
0 
одна единица тепла. 
Перейдем к построению решений уравнения (1.1) при неоднородном 


граничном условии: 


в © 2) 


В (0, 1) соза — п 9 = (1) (3.5) 


и при условии (3.2). Пусть сперва зтасози = 0; дело сводится, таким 
образом, к решению двух следующих краевых задач для уравнения (1.1): 


8 (0, д =$(0, — Не 0 =) (3.6) 
— = 90, 19,0 =10. (3.7) 


Положим В@) = В) + 2%; В® = В + В®, где В® удовлетворяют 
‘уравнению (1.1) и условиям: 


8? (0,0) =$(0, ИЕ = о, (3.8) 
8? (0, ) =0, Е (ш, 0) = 1 (4), (3.9) 

98“? (0, +) $ 

—5—=—%(), № (00 =0, (3.10) 


дв) (0, г) 


а В, 0) =7(). (3.11) 


Из предыдущего ясно, что 


В (®, ) = | /@90@) 4 \ "ТЕ, (р, в) фа (6, в) ар» (в), 


о о 
ВР (г, 0 = | ОЧ ее, (в) в © в) 46, ), 
0 0 


где ф, (2, р) — решение уравнения (1.2) такое, что х, (0, в) =1, фи (0, в) = 
$» (2, №) — решение этого же уравнения такое, что ф» (0, р) = 0, Фы« (0, в) = 
ри (№), 0» (№) — соответствующие им функции р (в). Покажем, что 


1 со 

ВР 0) = (9 (9) 4 ( ее" ф, (д, р) 46, (в), (3.12) 
0 

ВР (о, 0) = | 99) 4 | ее" 9 (д, в) ар (). (3.13) 


В самом деле, обозначим левую часть (3.12) через / (х, . Очевидно, что 
1 (5, {) является решением уравнения (1.1). Очевидно, далее, что 1 стре- 
мится к нулю при #—>0 (5-Е 0). Рассмотрим поведение / (2, 1) при х->0. 
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Как легко видеть, при 2-0 


т-2 1 т 
В 2 ее 
фе (т, Е : [о * (2) 5 +°®, 
1 2 
(=) ВЕ 
т-2 т +2 — т--2 
(т + рее 0 
Далее, 
1 
р» (р) = (1 НЕ 0(,)) 
и? 
Отсюда следует, что при х—0 
1 т 1 т-2 
О т (1—1) 1/ле 2 а бы 
У (т, 1) =9 ый в 5 (25) 2 + 
1 © г Бе р) 2 
+0 | ф (<) ах \ ЕЕ с и Е (р5) ? | тм = 
о 0 т--2 


со 
ее тенччеим. 
0 0 
1 т 

Множитель 0 1 (1) 54 при х>0 стремится к единице. Как будет пока- 
зано в $ 4, первый интеграл при х->0 сгремится к $(4). Третий инте- 
грал — величина ограниченная и при х—>0 все третье слагаемое стре- 
мится к нулю. Оценим второй интеграл. Не уменьшая общности, можно 
полагать ф (1) > 0. Очевидно, что 


со ы т--2 

\ е-и" +) Ул з [5 (5) ? 8] ве], 
+2 

0 т-а. 


в силу ограниченности НА 1 › Меньше, чем 
т-2 


сео уртьтаь 
0 
2т- 3 
где С — некоторая константа, т. е. меньше, чем С. Уз(—^) "+. Стало 
быть, второе слагаемое не превосходит 


|’ 
0 (2-е лет+: 


Ясно, что при ->0, т. е. при $->0, оно также стремится к нулю. Таким 
образом, /7 (х, #) удовлетворяет условию (3.8). Отсюда следует, что В@) 
(1, 1) =/ (5, #), что и требовалось доказать. 

Вполне аналогично можно показать, что В®) (х, #), определяемое фор- 
мулой (3.13), удовлетворяет уравнению (1.1) и условиям (3.10). 


[55 
—1 
> 
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3. Построим решения уравнения (1.1) при общем неоднородном усло- 
вии (3.5) (51тясоза = 0) и условии (3.2). Будет указано два способа 
решения этой задачи. 

Первый способ. Положим В =А,-+В,, где В, и В, удовлетво- 
ряют уравнению (1.1) и условиям: 


В, (0, 1) соза — 


28: 9) 5па=0, Я, (%0 =), (3.14) 


ЭВ, (0, . В, (со, | 
К, (0, 1) сова — 29 зша=е (0, В, (2,0) =0, 9—0. (3.45) 


Решение уравнения (1.1) при условиях (3.14) В, (5, 1) дается формулой 
(3.3). Построим решение В, (х, 0. 
Пусть — —= —Ф(1), пока неизвестному. Зная Ф(1, мы можем 
определить В, (т, #) по формуле (3.13): 
|: со 
В, (в, 0) = } Ф (9) 4 | сч" е-9Ф, (в, в) р, (в). (3.16) 
() 


0 


Построим уравнение для определения Ф (1. При х =0 имеем: 


: со 
В, (0, ) = \ ® (5) 4 | си" 94, (в). 


0 0 


Подставляя это в первое уравнение (3.15), мы получим для Ф (1) инте 
гральное уравнение Вольтерра второго рода: 


ФО Фо | ео, (6) = 50), (3.17) 
0 9 
й = а, $= зы 


СИИ 


Решив это уравнение, мы получим А, (х, #) по формуле (3.16). 
Второй способ. Положим В = А, + В,, где В, и В, удовлетворя- 
ют уравнению (1.1) и условиям: 


дв, (0,0 . 
В, (0, д сова — №9 зта=0, — В, (2,0 =7 К, (3.18) 


дв, (0, Е Е Е › (© ? 
В, (0, 2) соза — С зто (0), В, (п, 0) =К, 0, (3.49) 


где К — некоторая константа, пока неопределенная. Строим решение 
В, (т, (). Пусть В, (0, 1 = (1), пока неизвестному. Возьмем К = Ч (0). 
Тогда, пользуясь формулой (3.12), имеем: 


1 со 
Вь (п, ) = 1 (0) | № (<) — 9 (0) 4 с" - ф, (в, в) 4, (). (3.20) 


0 () 
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Рассмотрим выражение 


со 
0 (9 = |} 9) 1, © д — (0) 4, 
0 
которое представляет собой количество тепла, притекшее внутрь эквива- 
лентного стержня вследотвие изменения температуры на его нулевом 
конце. 


Чтобы вычислить 0 (1), введем фиктивный конец 5 = и на нем усло- 
ЭВ, (5, &) 
дх 
соответствующих выражений на конечном интервале (0, 6) при 6-> со. 


Для конечного интервала (0, 6) можно показать, что 


вие —=0. Выражение для О (1) мы получим как предельное для 


В, (в, 9 = 10) №) — 104 | "4-9, (р, в) 4, ©), 


ь 


90 = 9® 8, © 9—0) 4 


0 
здесь $,(2, в) дополнительно удовлетворяет условию Ф,„(5, р) =0, а 


ь —1 
== У {9 в) 
о<«ри«р. ^0 

{ри — собственные числа). 

Изменяя порядок интегрирования в выражении 0 ({), возможность чего 
будет следовать из дальнейшего, имеем 

{ со ь 

= (© — 404 | ео [Де в) & Чо, (р). 


() () () 


Но 
н 5. 1 
\9 (9 Ф. (Е, в) 4 = Пита [Фх (0, и) — о» (6, 1)] = пи , 
0 
так как $, (7, в) удовлетворяет уравнению (1.2), поэтому 
' мет 1 
90 = 9 — 90144 | ее у ар» (6). 
0 0 


Устремляем теперь 6 к бесконечности. В силу теоремы 1, предельная 
функция р. (№) не зависит от условия на конце, устремляемом в беско- 
нечность. Поэтому 


1 со 
99 = т -1 0 | "а ры. (3.21) 
С |2 5: 
() () 
Но 
40 _( ав, _ ЭВ, (0,0) 
о а: = ры 


Для вычисления —_ подвергнем формулу (3.21) некоторому преобра- 
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ди й фит-2(+— 22 и 
5=\4з\е ити. 
1 0 г 


Полагая 3 ={!— в, легко получим, что 5 зависит только от разности # — т. 
Интегрируем в формуле (3.24) по частям: 


1 == 
9(0= \1 9) — 9 (015 = №0) — 1 015 —— 


1 2 со 

в: Е! дк \ ас | е-и"- (в) 4рз (в) 
А ит я 
0 1 0 


49 5 вое вито) Ч (и) )] Е 
= 


А ит ат И 
я 0 
45 45 
Но = — д; таким образом, окончательно имеем: 

40 ов, (0,0) _ Га+ ›_@5 ат, г 

49 _ _ ов, ©, 4) г а. 

Ри ОТАР Е - а=\ о а. 

0 0 0 и 


Подставляя это в первое условие (3.19), придем к интегродифференциаль- 
ному уравнению для ЧФ (1: 


(О ое: 


Решив это уравнение, мы получим У (1), а следовательно, и Ф (0), и мо- 
жем построить решение Л, (5, {) по формуле (3.20) и решение В, (х, #) по 
формуле (3.3). 

Пользуясь оценками для функций о(р), данными в $ 1, мы можем 
получить оценки для ядер интегрального уравнения (3.17) и интегродиф- 


ференциального уравнения (3.22). В самом деле, интегрируя по частям, 
имеем: 


ит 4 
+21) ты =р(), й=ша р= АН. (3.22) 


ии С05 & 


о 


со 


-- 


0 


со 
ыы и 2 
ен ара (ыд = ее" р (6) 


> 


тт 


о) вне ав) М) тв 


е-и”" (о) Ч» (в) 28" © 
ит+2 м5 ит 


©» (м) 


- 


Ф—8 


0 


- Е 
4") <, -— 3) 7, 


0 
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где М, и М, — некоторые константы. Эти оценки и упомянутые оценки 
для р, (№) и р» (№) делают законными все операции п. 3. Они могут быть 
полезны при оценке сходимости метода последовательных приближений 
для решения упомянутых уравнений. 

4. Построим решение краевой задачи для уравнения 


92 В 
52 = 9 (2) 5 — О(е, 1) (3.23) 


при условиях (3.5) и (3.2). Пусть О (5, #) удовлетворяет условиям теоре- 
мы 2. Положим В =В,-- В,, где А, удовлетворяет уравнению (1.1) при 
граничных условиях (3.5) и (3.2), а НВ, (1, 1) — уравнению (3.23) при 
условиях: 


ОВ. (0, 
ВО о = 


мия 0, А, (2.0) =0: (3.24) 


Решение А, (5, {) получается по методу пи. 1—3. Покажем, что 


1 со 


Ну (в, 0) = 45 ОС, 9) Е | с", (6 в), © в) 46 (®). (3.25) 


В самом деле, выполнение условий (3.24) очевидно; нам надо показать, 
что А, (1, #) удовлетворяет уравнению (3.23). Имеем: 
92В 1 со со + 
Ш ТИ и } = 
о = 45 О За | На -9 ф. (, в), @, в) 4) = 


0 0 0 


1 со со 
= —\4< | 9, 94 | вне", (в), ©, в) 4 в), 
0 0 9 


9 = Нм \ ОЕ 4: \ ет) (2, р) Фа (6 в) 46 (р) — 


0 0 


1 со о 
#. [4 \ О *) Е +2 е-ит (1) 2. (т, р) 9. (Е, в) ар (р). 
0 


0 0 


ОВ :. 
—;.› по обобщенной формуле 
‚ что и доказывает требуемое. 


Но первое слагаемое в выражении для 
О (2, 1) 
4 (2) 

5. Рассуждения пп. 2—3 можно значительно обобщить. Именно, 
рассмотрим уравнение (3.23) при условиях (3.2), (3.5) и одном из сле- 


дующих условий: 


Пуассона, равно 


В; 
дх 
в точке х = разрыв данной величины о (1), а во всех остальных точках 


непрерывна; 
2) в точке х=ё решение В, (х, {) имеет разрыв данной величины 


д 
1) решение В, (х, {) всюду непрерывно; производная его имеет 


98 
ф({), в остальных точках оно непрерывно; его производная —. везде 


непрерывна. 
Легко свести решение этих задач к решению краевых задач, рас- 
смотренных в пи. 1—4, и к решению уравнению (1.1) при условиях: 
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В, (0, 1) соо — ее ы8 
В, (, 0) =0, (3.26) 
ав ЕО ‘ов, вю 
ВЯ 
или при условиях *: 
В, (0, 1) соо в. == ©, 
В, (х, 0) =0, | (3.27) 
В, 0, — В, &— 0, =%(®. ) 
Покажем, что решениями этих задач являются соответственно: 
. С 
Ве, = 24 |" -9Ф, (в, в) Ф, ©, в) 46 (в), (3.28) 
0 0 
3 — 
В = (5 а | ен" (в, в) о", ©, в) 4%). = (3.29) 


о о 


То, что оба эти выражения суть решения (1.1) и удовлетворяют первым 
двум условиям (3.26) и (3.27), очевидно. Проверим выполнение третьих 
условий. Заметим при этом, что достаточно проверить это для решения 
(3.28), отсюда будет сразу же следовать выполнение третьего условия (3.27) 
для решения (3.29), так как А, (5, [) = — м 
Рассмотрим величины: 


1 


0, = \9(0)4: \ (© 4 \ ее" -9е, (> в), © в) 4), 
С 0 


о 


с вия 2—9, (С, 1) 9. (5, в) 4 (#). 


© 
= 
| 
о 
3“ 
— 
>. 
чу 
о 
-6 
з 
>. 
1 
==—:8 


Физический смысл этих величин — общее количество тепла в части экви- 
Е 


валентного стержня соответственно за точкой 9 = \Уз 4х и перед этой 


0 
точкой. Рассуждениями, подобными проведенным в п. 2, можно показать, что 


40, ` 9100. 40; эще-ой оно 
А дл } р д дх 2 
так что 
9В, Е —0, 6) 08, (Е О, 8) _ а0, — 40. В, (0, #) 
дх Ох ВЕ Ги 39 дх 


и = - 08 
* Нели бы решение было непрерывным с непрерывной производной —5= › То из 
х 


нервых двух условий (3.26) и (3.27) легко следовало бы, что В ==0 (теорема един- 
ственности). 


УРАВНЕНИЕ ТУРБУЛЕНТНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 277 


Но 
ао ( „ С т 
де а ео, о, 60 — 
[) И 
со Ё со 
= 0% $ (5) 4 о (С, м). (Е, в) ар (в), 


Е > 
ре \ч0 4 (5) \ ео (С, р) Ф, (Е, р) 40 (9 — 


0 = 


пеи" Но ‚ и) 2 (5, и) р (в). 


2—5 
ры] 
= 
ух 
— 
>, 
Уу\ 
Ф.—>.- 
-6 
чить, 
а 
— 
>. 
< 
=—>8 


Первое слагаемое в обеих последних формулах, по обобщенной формуле 


Ф (2) 


Пуассона, равно 5 . Поэтому 


98, (Е — 0, #) В, (Е + О, 1 
д не = 


со + со 
240% | вне", (<, в), 6, в) + ИСО. 
о о 0 


Вводя (как это мы делали в п. 3) фиктивный конец х=ф и на нем 


98, (6, #) 
условие —", ^^ =0 и устремляя затем 6 к бесконечности, можно получить, 
что 
ЭВ 0 со [ со 
1 | ` 5 — Е 
О ао (9 аа | вне" Нач, (5, в), © в) 4) 
0 о 0 


и, таким образом, показать, что третье условие (3.26) действительно 


выполнено, что и требовалось доказать. 
Решения (3.28) и (3.29) играют для уравнения (1.1) ту же роль, 
что потенциалы соответственно простого и двойного слоя для уравнения 


„Лапласа. 


$4 


Рассмотренные в $ 3 методы построения решений краевых задач для 
уравнения (1.1) предполагают известными решение уравнения (1.2) и коэф- 
фициенты его асимптотического представления М и М. В ряде случаев 
эти величины могут быть определены. 

Разберем, например, построение решений краевых задач при неодно- 
родных граничных условиях для важного частного случая 4 (т) ==”. 

Можно показать [см. (')], что 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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ММГ) +2). "Н (&=5). 
4 2 ПЕРА 
мм (55)т+2) "в @=0, 
= ты 
\ ев" ар (в) = ИА 
| ЕНУ 
т ит-2(1—-) ба 4» (№) ое {т ра 
"ри? Й ЕВ 
0 Г (= — та 
ре 2 т-2 
фа (2, в) = аа [5 [5 (22) т 


т-2 

ъ м 2 т-+2 

фз (2, в) = Ува [+59 к 
т-2 


| 


Согласно формуле (3.12), решение уравнения 


92В ОВ 
ао р 


при условиях 
20,1) =950, В(,0-=90 
будет равно: 
Н (1, = 


т-1 1 
д (т + 2)? 


ЕЕ Це 


С еее рта 
к иче-ь Рау 1 | Е 5 (в5) ? 4+. 4.2 
ЕВ 
Согласно формуле (3.13), решение уравнения (4.1) при условиях 


а8< (0, 1) 


»—=-—$@), Е (0) =0 
будет равно: 
(= 
ИЕ со 
ут? |” жа 2 та 7 
А [та вы 
т 2) о 0 . 


Внутренние интегралы в формулах (4.2) и (4.3) представляют собой обоб- 
щение известных интегралов Пуассона классической теории теплопровод- 
ности, получающихся при т = 0. Вычисление их проводится в точности 
по той же схеме [см. например, (?)], и мы получаем: 
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С 3 1 а И 
+2 _ й 
ВНЕ ко ВР 2 та е (ИУ) 
|. а В [5262 - а, 
у [(т + 2) (#— *)" 


г т А 
а т-2 — ба —) 
ета” дз] [5 те ] ОИ 
) = и т-+2 (2) Ч т 
у [(т + 2) (#— т)" +2 


Окончательно имеем: 


а Й г а 
КФ (в, = р т (+ ()4(—3) "ве бу @-9, (4.4) 
т- т 
па) 
(1 Е ЕЕ Е 
Е | $) 4 (1—3) Не ну @-9. (4.5) 
гы) "+2" 


Справедливость этих формул может быть усмотрена непосредственно, 
совершенно так же, как в классической теории. 

Перейдем к рассмотрению неоднородных граничных условий (3.5) 
при произвольном о. 

Интегральное уравнение (3.17) в данном случае имеет вид: 


} т-1 ини 
ИЕ я т- 
Фо - \Фб) (—*) т-2 д — $ (1, о= — (4.6) 
0 го 2) 


В несколько ином виде это уравнение имеется у Саттона (8); он строит 
его решение методом последовательных приближений: 


Ф() =Ф, (1) + оф, (@- --- + "Ф, (0 + --., (4.7) 


т-1 


Ф, (2) —=5 (1), .оу Ф„ (1) А \ Ф„-—, (<) (1 = ) та т, 


В этой же работе изучается сходимость ряда (4.7). 
Но для рассматриваемого частного случая второй способ п. 3 часто 


оказывается удобнее. Интегродифференциальное уравнение (3.22) для 
данного случая принимает вид: 


# ЕЯ 
о (9 "Нк =, > (4.8) 
о та 


Пусть р(1) может быть представлено в виде ряда по степеням не 


Г 
р(@) = а 
В 
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(3 — целые положительные числа). Положим УФ = Уаз и, во тде Чтв 
удовлетворяет уравнению: 
1 1 В 
О = тр т-2 
ы . ‚ В т-2 > 
Ты 
0 
Будем искать Ф„,в в виде ряда по степеням р: 


Чт, в (1) == Ф. (1) а 
Мы получаем: 


в Е 1 
т? 4, _ та 
Е... О-о "На 
0 
Таким образом, 
РЕВ 1 
т Е "= 
=: не: (1 — -) Ре 
0 
[бий 8 т 1 
он ЕЕ 
ТЕ РЕ Е Е РВ 
ри 
Чечни () =0,..., Ч» (() =0 (> 1) 


> 
Это показывает, что Ф„.в суть полиномы по степеням {"*?*, а именно 


г 


в г иг (5) вр 
РИ ЯВ \т-2 т 2] т 
Чт, в (1) = т-2 т А-В й НЕ 
Г та 


Ре пнег (а ео. 


т-+2 т +2 
Построение решения при неоднородном граничном условии этим способом 
значительно проще, чем применение интегрального уравнения (4.6). 
Поступило 
1. Х1. 1951 
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Ю. В. ПРОХОРОВ 
НЕКОТОРЫЕ УТОЧНЕНИЯ ТЕОРЕМЫ ЛЯПУНОВА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе показано, что хорошо известное асимптотическое разложе- 
ние (1) сохраняет силу (с небольшим ухудшением остаточного члена) 
для обширного класса дискретных распределений ЕЁ, (2). Распределения 
этого класса образуют в некотором смысле «общий случай» среди 
дискретных распределений (см. замечание к теореме 1). Пример 4 из $ 5 
показывает, что для исключительных (не входящих в общий случай, 
рассмотренный в теореме 1) дискретных нерешетчатых распределений 
функция Р, (х) вообще не может быть аппроксимирована с точностью, 


существенно большей, чем О ы функциями С, (2) с ограниченными 
п 


производными. 


$ 1. Введение. Пусть Е — случайная величина. Обозначим через Р {А} 

вероятность события А и через РЁ’; (5) — функцию распределения Ё: 
Рё (1) =Р(Е <). 

Все встречающиеся в настоящей заметке случайные величины & пред 
полагаются имеющими конечное математическое ожидание МЁ и конечную 
дисперсию 

ГЕ = М (&— М%):. 

Функции с ограниченным изменением мы будем обозначать прописными 
латинскими буквами, а их характеристические функции — соответствующими 
строчными буквами, исключая лишь так называемую нормальную функ- 
цию распределения 


Ф® == \ е 42. 


Определение 1. Распределение Ё+ (2) удовлетворяет условию (С), 
если для его характеристической функции ]. (7) 

В |7: (|< 1. (©) 
|6 |-><° 

Замечание. Условию (С) удовлетворяют, например, все абсолютно- 
непрерывные распределения Ё» (2). 

Определение 2. Назовем распределение Р*(х) решетчатым, если 
существуют такие постоянные а и й_>0, что с вероятностью единица $ 
принимает значения вида а-- Ай, где № пробегает все целые числа. 
Величина Й называется шагом распределения. 

Замечание. Известно, что каждое решетчатое распределение имеет 
один максимальный шаг й, т. е. шаг, который больше или равен любому 
другому шагу распределения. 
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Рассмотрим теперь последовательность независимых случайных вели- 
чин {„}, имеющих одну и ту же функцию распределения Ё (5), и составим 
последовательность «нормированных сумм» 


= 61 + &» + --- 8, — пМЕ, 
Чо У", | 


Функцию распределения Ё,„(х) будем для краткости обозначать РЁ» (2). 
Известно, что при Ма < + о 


зар | Е» (2) — Ф (5)|->0 при п сю. 


Предположим теперь, что МЕ, < +- ©, у>3, и рассмотрим отдельно 
три случая: 
1) Для нерешетчатых распределений при у =3 и для распределений 
Е (х) со свойством (С) при у>3 равномерно по т 
Е 1 
Е А, - 


7=1 2 


п 
где Р; (— Ф) — линейная комбинация производных функции Ф (5) с коэф- 
фициентами, зависящими только от моментов распределения Ё (5) [см. (1) 
и (). 

2) Для решетчатых распределений оказывается целесообразным перейти 
на «локальную» точку зрения и изучать асимптотическое поведение вероят- 
ностей: 


рю р ("+ МЕ, ЕР) 


1  УжБЕ : 
[см. (1), $ 48]. Распределение Ё„(х) имеет в этом случае разрывы порядка 


——, так что представление (1) невозможно. Более того, каковы бы ни 
п 


были функции С„(х) с ограниченными в совокупности производными, 


__ зар | Е, (х) — С, (=) | 


3) Нерешетчатые распределения Ё (х) с 


Ша |/ (0) =1 


# |-> © 
составляют предмет изучения настоящей заметки. 


$ 2. Теоремы. В случае 3) могут встретиться разложения типа 1), 
как показывает 


ТЕОРЕМА 1. Предположения: 
а) М | “< + оо; 
6) Е (1) можно представить в виде 
Е(#) = Е, (2) + 9, (о), 
где р>0, 9>0, р+9=1, Е, (х) и Е, (2) — функции распределения; 
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в) Р, (1) —дискретное распределение с возможными значениями 
2, 20, 21...20 (121); 


5 д 
#— 3 
г) величины №, =——_,1 <<, таковы, что неравенство 
— 


20 —5 


тах 
1<А<и 


№» 


АЯ мо ° 0 (3) 
1+ г 
5105.5) 1% 


5 


имеет лишь конечное число решений в целых гр и $. 
Утверждение. В высказанных предположениях равномерно по 
2 при п со 


Ф 7 (— Ф) 1 | аи 
Ри (в) = Ф (а) + о ) () 
1—1 п? п 2 аа / 


где р = шт {у — 2, р}, а =’ может быть взято любым при условии з’>е. 

Замечание. Известно [см., например, (3)]; что множество точек 
{7.,,...^„), координаты которых удовлетворяют (3), имеет в и-мерном про- 
странстве полную меру (т. е. его дополнение имеет лебеговскую меру 
нуль). 

Порядок остаточного члена в (4) не может быть существенно понижен, 
как показывает 

ТЕОРЕМА 2. Предположения: 

а) Случайная величина принимает значения 


0, 4, 1,4... м (21) 
с вероятностями, равными соответственно 


Р› Роз Ра -› Ри, 


и 
6) р>0, р,>0 (0<8<ь, Уыьтр=Е 
&=0 
в) неравенство 
- Й Е 
тах | }х < - я я (5) 
1<<и, ы 1 


имеет бесконечное число решений в целых числах гк и 5. 
Утверждение. Каковы бы ни были е>0 и функции С»(х) с 
ограниченными в совокупности производными, 


р (6) 


Замечание. Точки (7..,...,^»)с координатами, удовлетворяющими не- 
равенству (5), образуют в -мерном пространстве множество полной меры 


(см. (8). 
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Из 1) следует, что для нерешетчатых распределений КЁ: (2) с М |< хм 
имеет место: 


РФ =} 


Уп Уп 


в # \ 
В $5 для любой функции % (п) = о т указываются: 
ъ 
(а) сингулярная непрерывная функция распределения Ё (5); 
(6) дискретная функция распределения Ё (5х), у которой все попарные 
разности возможных значений соизмеримы, причем указанные распределе- 
ния имеют все моменты конечкыми и 


эйр] Е, (2) —@, (+) 
Пт ы ф (п) = = ©, (7) 


п1—> 05 


каковы бы ни были функции С,„(т) с ограниченными в совокупности 
производными. 


$ 3. Доказательство теоремы 1. 
ЛЕММА 1. Пусть А, Т ие>>С - постоянные, Е (т) — неубывающая 
функция, С (х) — функция с ограниченным изменением. Если 
1. Е (— со) = (— °°), ЁЕ(- оо) =@ (+ ©), 
ых ИР (2) — © (2) |4 < + ®, 


3. @’(х) существует при всех хи | С’ (2) | <А, 


+т. 
в МЕ. |4 = в, 


то каждому числу К`>1 соответствует конечное положителное число 
с (К), зависящее только от К, такое, что 


12 (5) —С (2) |< СА. = + с (®). т 


ЛЕММА 2. Если МЕ |< - со, >, 3, то при 


Уп (РЕ, )"* 


= РГ = - 
нь 8% (М |Е, — МЕ, *)** 


имеет место неравенство 


{° 
). > У и 
м НИ 


|/* (6) — ил (0 |<“ 


где и, , — характеристическая функция для 
У—3 го) 
Гоа (8) 


ел не. 
ы. 


с; (У) зависит только от у, а 8 (п) — только от п и На 8 (п) = 0. 
п-—>>со 
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Цоказательство лемм 1 и 2 можно найти, например, в (*), $$ 32 и 41. 


ЛЕММА 3. При р 9=1, р>0, 9>0 


х? 


Ух сть 9, || «пр. 


| т-пр | >х 
Доказательство леммы 3 можно найти в (4). 
ЛЕММА 4. Пусть 


т (= р рей + > рые, 


А—1 


А— 


и пусть функция $ (т) удовлетворяет условиям: $(х)>0, х9(х) моно- 
тонно убывает с возрастанием х; далее, пусть, начиная с достаточно 


больших целых $, при всех целых т, выполнено неравенство 


7% 

` Х 
тах |)» — — | Ф (5). 

1<<п > 


Тогда пов |1|>0`>0 


[9 (0151 — (111+ ]+(ПИ-1)))?-, 


где [2] — целая часть числа 3, ах зависит только от 0, \1,...,)м, Ра»... 


Доказательство. Каково бы ни было К, 1 Аи, 


19 (9 [< | р - рае" + руб | 1 — (р+ р + р). 


Далее, 
| р -- роб + ре р = рз | ра -- ра -- 2рр, с032=ё + 
++ 2рр, ©03 2=^, 1 + 2р.р,с03 2кё, (Х, — 1) < (р-р, + 
-- 2Рр, (08 21 — 1) + 2рр, (03 2/4 — 1) = 
Аррь 310? па -- Арру 910? Хула 

Е 2 

= Фр ( (РР + Рл* }. 
Поэтому 


о 


2р-тт (Ро, Ру 


Е и [9112 ^ё-- зп?) мй. 
о 


Если {2} обозначает расстояние от 2 до ближайшего целого, то 


5112 = 12 {2]. 
1 
Но {2} <, следовательно, 


эт? х {2} > (= ‚т {2} — 4 {2}. 


(9} 


(10) 


› Рп- 


(11) 
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Принимая во внимание неравенство (а + 6)? < 2 (а? + 5), а>0, 6>0, 
находим 


5102 кё-- 911? Ак > 2 (8 0}. (13) 
Если {В + 0) >, то 


1? к -Р 9112 Ак > = ь 
Пусть теперь {#} + {^*й)} —— Тогда ближайший к точке # нуль функ- 


1 
ции {2} (обозначим его через п, (#)) находится от нее на расстоянии <, 
а ближайший к точке #& нуль функции {^»{} (обозначим его через п», х (#)) 
— на расетоянии < ——. 

41» | 


Рассмотрим четыре возможности: 


ры п ьзЬ 
ее о 
5 Е с 
4" и Е 


Так как рассуждения во всех четырех случаях почти одинаковы, то 
мы рассмотрим лишь первый. Если п, ЗЬ п. «<Ь то по крайней мере 
одна из точек п, и п» х удалена от точки # на расстояние >. | п, — п» х |, 
а тогда 


{п Ъ-ОЙ > ша (|)* |, 1) | п, — пь к |. (14) 
Собирая вместе неравенства (11), (12), (13) и (14), получим: 


Арти (Ру» Ру) (па (| №4 |, 1)}* 
я ат 


< 1—4. р.п (рь, р, (пи (|, |, 1) | п, (9 —п, » (6) |. (15) 


Не ограничивая общности, можно допустить, что #>0. Тогда п, (#) 
есть некоторое целое число А,, не превосходящее [#- 1], а п», к(#) есть 


не превосходящее У число вида _ где №, — целое. Таким об- 
А К 


разом, 


К.В = К ЗЕ ы К 
[п. (2) по, к (1 | Хх о ат 
Предположим, что неравенство (9) выполнено при $ > $ (\1,..., №). 


Тогда при Ё> 5, +1 будет А, > $, и, следовательно, 


. 1 
паях [п; (В — п. «(| ее о № (Е,), 


т. е., в силу (15), при #> $, +1 будет 


|9 (| <1—4р ша р, ша (|^, |, 1). шп ме’ (А,). (16) 


0<А<п 1<&<п 1<&<п | | 
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Заметим, что при выводе формулы (16) мы предполагали, что 
1 
тах ({#} + (41) <. 
1<й<п 
Таким образом, обозначая 


ь : . 1 
«; =4р ша р, ша (|\* |, 1) ша —— 
о<<п “1<<п 15 | № | 


и учитывая, что хх (5) не возрастает, получим: 
|9 (2) | <1—®, (Е Пе (Е 1)? (17) 


при {2} + <, 1 < &<п. Если же хотя бы при одном А 


фо > р, 


то из (11), (12) и (13) следует 
1 : 
[9 (2) | <1---Р: ша р,. (18) 


0<#<п 
Из неравенства (9) следует, что по крайней мере одно из Хх иррацио- 
нально, а потому при 0 << 5, +1 


|9 (| <1—о,, (19) 


где ®, зависит от 6, Ру Р’ +++, Ри ^,, .. >. Беря 
р: шш р, 
во К ЕВ 
Ф(1)’ Ф$(1) Е 
из (17), (18) и (19) получаем (10), что и требовалось доказать. 
Переходим теперь к доказательству самой теоремы 1. Выберем Г>0 


так, чтобы Г,„ «ТГ < п”, где ах — положительное число, точное значение 
которого мы укажем впоследствии. Оценим интеграл 


Ф = ПИ |, 


ЕТ +Т,, п 
п № 
т а \ сы (20) 
—т То Тост 
В силу леммы 2, 
+Ту,п 
| [< К, (<), (21) 
—Т,,п п = 


где К, (у) — не зависящая от п постоянная. Легко показать далее, что 


Е, (22) 


Ту п<Н<Т 
где К, — не зависящая от п постоянная. Таким образом, оценка интеграла 
1 сводится к оценке интеграла 

1. (6 | \ 11 (2) |" 
= = Е 
Г: Ге (ид || т, 


Ту п<Ш<Т к. 
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72 п 
где через К. обозначена постоянная у т . В силу леммы 3, 
ПС: 


(в) = [РА (@) - 9. (0 Р < У Ст р" "||" = 


„р_ 724 _ пра 
= рр А Ее о: 
т—пр< 74 \т-пр> 7 
Следовательно, 
ь а 
2 (15 = пра 
11 (0 ь и ВЫ Ех 23. 
поно #1 ГР О уе © 
К Ур 
Наконец, в силу леммы 4, 
а 
"(> ) 
ре ( и @ < 
к,<< ЕЕ 
а 1 — «Г? ОЕ з). 
521 ут: УЕ ТЕ. { ГО 
где 
4 
ее г 
ео) 
И. 
/ Т|\ 2—3] 
Т’ = 1 
я У прЕ, ] 
Выбирая 
и +1 
АВА. 
1-е’ № 
(105 п 
получаем, как легко проверить, 
Г. =о(п-8) (24) 


при любом фиксированном 8. Из соотношений (20) 


— (24) и леммы 1 сле- 
дует утверждение теоремы. 


$ 4. Доказательство теоремы 2. 


ЛЕММА 5. Пусть Е (5) — решетчатое распределение с шагом № в 
дисперсией с?. Тогда * 


зир (Е (х + 0) — Е, (2—0) НА у 


* Мы не ссылаемся здесь на обычную локальную теорему, так как она дока- 


зывается при фиксированном 1, нам же потребуется рассмотреть случай перемен- 
ного Й. 
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Доказательство. Возможные значения случайной величины и от- 


стоят друг от друга на расстояние, не меньшее чем Д„ = У Так как 
сб 

дисперсия РЁ, (2) равна единице, то, по неравенству Чебышева, 

ай м 
Р{|1,|>У} < и 211, >> +. 
Но на интервале (— 2, + У2) укладывается не более чем д в903- 
и 
можных значений 7, следовательно, по крайней мере одно из них имеет 
вероятность > Заем 
и 


Перейдем теперь к доказательству самой теоремы 2. Не ограничивая 
общности, мы можем предположить, что среди чисел ), имеется хотя бы 
одно иррациональное. В противном случае мы имели бы решетчатое 
распределение и справедливость утверждения теоремы следовала бы из 
леммы 5. 

Приняв указанное предположение, занумеруем системы чисел, удовле- 
творяющих неравенству (5), в порядке возрастания соответствующих $. 
Числа т-й системы обозначим через 


аа (25) 


Мы предположим числа системы (25) взаимно простыми. Определим слу- 
чайные величины р, т: 
РЕ , если 5. =0 или Но 


; 
бр, т = ) если 6» = ^+ 


и случайные величины @р, т: 


вр — бр, жк М (5, 4 рот 
бр, т = Я ы . 


шах 
1<й<и 


к 
Нетрудно подсчитать, что М», т=0 и р пит Р» < Ба» п<1. Полагая 


к а” 
ри = 5, (05,).® 
и применяя к величинам «, „ известное неравенство А. Н. Колмогорова 
[см. (5)], получаем 


х* 


р Хы "| < >21 тт при 2 шюр,. (26) 
р=1 
Подставляя в (26) х =4. Ир, р„› находим 
[| 2Рт } й 
й У а, „ < 4 УР |2! Е (27) 
р=1 


Величины т имеют решетчатое распределение с шагом * 


* а„^— 6, означает, что а, =О (5,) и 6, =О (а,). 
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И — --- п т и _ 
ра (Ювр) * 
Величина 
Рт 
м р, т РиМЁ,, т 
ф=1 
т. ь& УР.рБЕ, т 


принимает хотя бы одно из своих возможных значений с вероятность» 


т 
у Рм 


сти равенства 


— 


(как это следует из леммы 5). В силу (5) и (27), в правой ча- 


—=—— р 
РЕ, т т 


7т, 7; а 
Ц == 94 иж | “о, „тах А 
Рт Рт РЕ: 2 й бт У ро 
ви 
< ` ро —4ы? др т \ 
ъторое слагаемое с вероятностью, превосходящей 1 — р;*# =1 — °( м 
Рт 
есть 
Оо пбремани роса ева 
( т о х у 08 Ро = та =” , 
В ^ ОЕ ро р) 
а первое слагаемое принимает некоторое значение (обозначим его черезу,) с 
® 
й 
вероятностью — ——^. Отсюда следует, что 7„, попадает в интервал 
Рт 2 
длины 
Ц 
1———е 
й 2 
т (108 Рт) =” 
(= =) 0 ( РЕ п в: =. 
Г (105 Ри) г т 
ы т 
окружающии точку Чт с вероятностью — а 
Рт 


Отметим, что если {С„(х)} — последовательность функций, имеющих 
ограниченные в совокупности производные | С» (2) |< А ши 


Е» (2) — б, (2) < К», 
то при любом сх 
| Ри (2 - в) — Е» (<) <2Кд, - 48.. 


Полагая 
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видим, что неравенство 


те рт (=) — „| 
- бт 


< К 


невозможно, что и требовалось доказать. 


$ 5. Примеры. Мы закончим заметку построением двух примеров, 
о которых было сказано в конце 8 2. 


Пример 1 *. Пусть {\„} — неубывающая последовательность действи- 
тельных чисел: 


ом 
ТИ Аа, Же = оо. 


п-—> о п=1 


Пусть, далее, {р„} — последовательность целых чисел 


в. = 1, рим 2 2ри. 
Положим 


[>] 
1 = П (1 т аа р=ра рр. 
Пп=1 
Нетрудно показать [ер. (2), стр. 28)], что ](#) есть характеристическая 
функция. Соответствующая РЁ (12) — непрерывная сингулярная функция 
распределения. 
Дискретное распределение Р\м) (х) с характеристической функцией 


- 1 4 
И 
П( т 


П=1 


1 
решетчатое с шагом Не следовательно, функция распределения Ри») (7) 


имеет разрывы порядка Распределение Р(х) сосредоточено на 


1 
м Утх 


множестве точек вида 


со 
у о пвиеаиАИеЬСН 
ее" в 


= 


а распределение Ем) (<) — на множестве точек ха,...ау вида 


М Я 0 
А 
СЕ — в —= 
к 2 Иа" И | | [ | 


причем 


1 1 Е 2 
т 


* Этот пример сообщен автору А. Н. Колмогоровым. 


1292 Ю. В. ПРОХОРОВ 


Положим р; = т, =1 и пусть р....руи т,...ту уже выбраны. Тогда 
выбираем вуза Так, чтобы было 
т 
Утм < (ти), 
м 
а затем тм: — так, чтобы было 
1 


чтива —=—>=-—— 8 М ‘. Г . 
ИЕ > Ам (тм) 


Теперь нетрудно проверить, что 


— (28) 


каковы бы ни были функции С„(2) с ограниченными в совокупности 


производными. 
Пример 2. Пусть {р„} — последовательность целых чисел 


м — 1, Пи-ы > бл. 


Распределение Р (5х) имеет в точке 


1 4 
разрыв! оравмераин. т Пусть т, =1и щ...в), т, ...Ту уже выбра- 


ны. Тогда выбираем вла Так, чтобы было 


а затем — ту, так, чтобы 
4 


ве > М ф (т ): 
‘мн У Тм те ый 


Легко проверить, что (28) выполнено. 


Поступило 
{8. ХИ. 1954 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
16 (1952), 293—324 


М. Г. КРЕЙН 


О НЕОПРЕДЕЛЕННОМ СЛУЧАЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ В ИНТЕРВАЛЕ (0, со) 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


В статье устанавливаются характеристики спектра краевой задачи 
Штурма-Лиувилля в интервале (0, со) в неспределенном случае. 


Введение 


4. В этой статье будут изучаться спектры краевых задач, порожда- 


емых уравнением 


У 9 (2) у №(у=0 (0<2<оо). (1) 


Относительно коэффициентов 4 (2) и р(2) (0 << оо) уравнения (!} будет 
предполагаться следующее: 
а) обе функции 4(2) и р(х) суммируемы в каждом конечном интер- 


вале; 
6) при любых (0%) а («в ) 


| 


\2 (2) 4=>0. * 


Обозначим через /[,,2) гильбертово пространство всех измеримых функ- 
) 0 << о), имеющих интегрируемый квадрат по весу р(л): 


со 


ций } (5 


уе (2) 41 о. 


Известно, что для уравнения (!) имеет место следующая альтернатива, 
обнаруженная Г. Вейлем [см. ('), (2), (3)]: 

Либо для каждого невещественного Х уравнение (1!) имеет с точностью 
до скалярного множителя только одно решение, принадлежащее Г), 
либо для всякого \ все решения уравнения (!) принадлежат Г,,®). 

Во втором случае (называемом неопределенным) уравнению (1) соответ- 
‘ствует двупараметрическое семейство краевых задач, получаемых следую- 


щим образом: 
Пусть $ (5) и (5) — два ненулевые (возможно линейно зависимые) 


решения уравнения (!) при ^ = 


* Вместо условия 6) можно было бы потребовать только неотрицательность 
функции © (2) (0<=<« о) иее положительность на множестве положительной меры; 
при этом все доказываемые нами теоремы сохранят полную силу, но потребуются 
некоторые дополнительные замечания при их доказательстве. 
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Тогда в неопределенном случае имеет смысл краевая задача, задавае- 
мая следующей системой *: 


у’ +9 (2) у- № (1) у= 0, 


(1) 
И’ (чу, $) 5—0 =0, Па (у, $) = 0. 
х>о 

Спектр краевой задачи (!!) (т. е. совокупность значений /, для которых 
система (!!) имеет нетривиальное решение в классе [,,) образует счетное 
множество с единственной точкой сгущения на бесконечности, причем 
каждому числу Х спектра отвечает единственная с точностью до скаляр- 
ного множителя фундаментальная функция (решение из [.,@) системы (!!)). 
Эти фундаментальные функции дают полную ортогональную систему в Г.,<). 
Еще из первой работы Г. Вейля (1) известно, что в неопределенном 
случае спектр {\;},” краевой задачи (!!) не может быть сколь угодно гус- 

тым, так как в этом случае всегда 


4 
Ао : 
Это, между прочим, обнаруживается следующим образом. 


Если решение ф линейно независимо от ф, то его можно пронормиро- 
вать так, чтобы 


И ($, $) =$(1)У (2) —9 (2) (2) =1 (0<2<о)}, 


и тогда краевая задача (!!) эквивалентна нагруженному интегральному 
уравнению: 


у =^ \б(т, 3) (5) р (5) 45, (0.2) 
где ` 
$ (2) $ (5) (2<3), 
Аи м @> 3). м. 
Так как ф, фЕ Г,®), то легко видеть, что 
\\ 6, $) р (а) р (5) 4243 о, 


откуда и вытекает (0.1). 

Нри двух различных выборах функции { спектры получающихся раз- 
личных краевых задач (!!) строго перемежаются, а поэтому условие (0.1) 
выполняется и тогда, когда {ф = сф (в этом случае \ = 0 есть характери- 
стическое число системы (!!)). 

В нашей заметке (*) мы получили значительно более точный резуль- 
тат, показав, что спектр {\;} представляет собой множество нулей неко- 
торой целой функции не выше экспоненциального типа, обладающей рядом. 
специальных свойств. 

Однако и этот результат может быть улучшен. 

Здесь будет доказано следующее предложение. 


* Через И? (у, 2) обозначается вронскиан у2’— у. 
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ТЕРЕМА 1. В неопределенком случае спектр {);} краевой задачи (1) 
всегда совпадает с множеством всех нулей некоторой целой функции 
р (^) (О (0) =1)*, обладающей свойствами: 


аа 2198120) | 

и (0.4) 
В ь 1 а 

2) ро) И нА (тел < =). (0.5) 


По теореме Линделёфа [см. (5), стр. 94—99], условие 4) означает 
следующее: 
1а) существует предел 
== а У, |. 
т—> < Ау 7 
16) количество п(т) (0<г- со) чисел \;, заключенных в интервале 
(—т, г), удовлетворяет условию 


1в) р=Ьш бы 


РЕ } 

2. Интересно, что при определенных условиях относительно функции р 
спектр {^;}, независимо от выбора функции 4 (лишь бы имел место 
неопределенный случай), не может быть и очень редким. 

Для формулировки относящихся сюда результатов обозначим через 
п. (т) (0<г< оо) количество чисел \;, заключенных в интервале (0, т). 
Имеет место следующее предложение: 

ТЕОРЕМА П. Если в неопределенном случае 


4 
—_ «ох, 
р У ^; | 


со 


а = —- и р44 < оо. (0.6) 


2 0 
Из-этой теоремы непосредственно вытекает первая часть теоремы Ш. 


* Мы предполагаем, что И’ (ф, $) +0 и, следовательно, нуль`не входит в спектр 
{^}. В случае И’ (ф, $) =0 нормировку (0) =1 следует отбросить и вместо раз- 
ложения (0.4) будет иметь место (при соответствующей нормировке Д (^)) разложе- 
ние: > 

1 4 1 
ел Хр 6-) 
9= 


‚ В заметке (4) был указан более слабый результат, чем (0.5), а именно, что 
имеет место абсолютно сходящееся разложение 


1 «< 1 1 
Бо) — 4 Е с1 л + 2 У Хх? р’ (^ ) ЕЕ ^; О 
=1 
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ТЕОРЕМА 11.* Если в неопределенном случае 


\Ураз ое, (0.7) 
0 
то 
И 
= в 
ут = (0.8) 
^;<0 ) 
ий 
Е (0.9) 
>< 7: 


Вторая часть теоремы Ш, т. е. соотношение (0.9), непосредственно 
следует из (0.7), так как нетрудно обнаружить (см. $ 5), что всегда 


3. Если в интегральном уравнении (0.2) произвести замену переменных 


1 "9+ 0} 204 


0 


пе 
где 


1= РОО, 


и положить 


_ _ УТ фе _ УТ) 
Руны 7 ПУРанив' 


У = ___ 1(5) 
@ У" (2) + ф* (1) 
и, наконец, 
[Ф ($) 9 (0) (0<;<:<1, 


9-29) 0<:<:<4), (0.10) 


то уравнение (0.2) перейдет в следующее: 
м 


ж кс, У (04. (0.14) 


0 


ьа 
— 
>. 

| 


Целая функция 2 ()) будет не чем иным, как детерминантом Фред- 
гольма уравнения (0.10). 


* о 
Теорема Ш указана в нашей заметке (4), однако там допущена досадная опис- 
ка, а именно, в интеграле (0.7) опущен знак извлечения корня из рб. 
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Интегральное уравнение (0.10) можно было бы рассматривать незави- 
симо от какой-либо краевой задачи Штурма-Лиувилля, определяя его 
ядро К ($, #) по формуле (0.10), где Ф(д, (1) (0 <:<1) — какие-либо 
измеримые функции, удовлетворяющие условию 


Ф* (5) - Ч* (5) = сопё (0<:<1). (0.12) 


Интегральное уравнение (0.11) представляет интерес тем, что для 
него также справедлива теорема | и, более того, она допускает полное 
обращение. Как мы покажем в другом месте, для того чтобы целая 
функция 0 (1) (0 (0) =1) была детерминантом Фредгольма некоторого 
интегрального уравнения (0.11) с ядром К (5, 1), удовлетворяющим усло- 
виям (0.10) и (0.12), необходимо и достаточно, чтобы эта целая функция 
Удовлетворяла условиям 1) и 2) теоремы ]. 

Уравнение (0.11) представляет интерес еще по другой причине. 

Читатель, знакомый с классической степенной проблемой моментов, 
легко обнаружит, что наш вывод свойства 1) функции Д(^) протекает 
(если не считать некоторых осложнений, связанных © континуальностью 
проблемы и потребовавших новых средств теории функций) аналогично 
доказательству М. Рисса [см. (8) и (?)] его теоремы о том, что в неопре- 
деленном случае проблемы моментов точки сосредоточения масс всякого 
канонического решения проблемы моментов суть нули целой функции, 
удовлетворяющей условию (0.4). 

В заметке (4) мы указали путь, который позволяет с единой, более 
общей точки зрения трактовать как неопределенный случай уравнения (1), 
так и неопределенный случай проблемы моментов. 

Вместо того чтобы отправляться от краевой задачи (!!), мы предло- 
жили исходить из нагруженного интегрального уравнения 


у® А \ (а, $) у (5) 43 (5), (0.43) 


где с(1) (0 <5< соо) — произвольная неубывающая функция, а С (2, $) — 
ядро вида (0.3), причем теперь ф (2) и $ (5) — произвольные вещественные 
с-измеримые функции такие, что 


| ° (2) 42 (@) < оо, \ 4 (04 (в) <. 


Неопределенному случаю проблемы моментов, можно считать, будет 
соответствовать тот случай интегрального уравнения (0.13), когда с (1) — 
чистая функция скачков © точками скачков, имеющих единственную 
точку сгущения на бесконечности. 

Но легко показать, что и самый общий случай уравнения (0.13) со- 
ответствующими подстановками приводится к уравнению (0.11) с ядром 
К (5, #), удовлетворяющим условиям (0.10) и (0.12). 

Таким образом, теория уравнений (0.11), по сути, содержит в себе 
теорию неопределенного случая проблемы моментов. 
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$ 1. Отправные соотношения 


1. Нам придется напомнить ряд соотношений теории уравнения 


У’ + 9(т) у - № (т) у =0. (9 


Пусть а — некоторое вещественное число, а $(т; №) и $(5х; №) — два 
линейно независимых решения уравнения (!), удовлетворяющих началь- 
ным условиям 


ф (0; ^) = сова, ф (0; А) = эша, (4.1) 
ф (0; ^) = —эша, Ф’(0; ^) = соза. у 
Как известно, имеет место тождество 
$ (1; ^) $’ (2; № —Ф (1; №) (2; )=1. (1.2) 
При помощи решений ф и ф составим третье решение уравнения (!): 
Х (0; \) = (2; ^) — вв (6; №) 9 (&; ^), (1.3) 


удовлетворяющее в произвольно выбранной точке х=б (›> 0) граничному 
условию 


11 Ву (5) + созВу (5) = 0, (1.4) 
где В — какое-либо вещественное число. 
Очевидно, 
ев (6; ^) = 98 8$ (6; ^) - соз Вф' (В; ^) (1.5) 


311 ВФ (5; ^) - соз ВФ" (а; ^) ° 


Для любых двух решений у(5; ^) и 2(5; Х) уравнения (!) справедливо 
тождество *; 


ь. ь 
[Из — у = | Уз— у 42=(— №) | раз. (1.6) 


Из этого тождества легко получается для любого невещественного ^ 
соотношение 


ГП ®в (5; ^) . 
— ВА = 1$ 1) — 46 6; ) 9 (8; №) [раз (1.7) 


0 


В самом деле, чтобы его получить, достаточно положить в (1.6) 
уУ=2=х (т; ^) и учесть следующее: при х = функции Хх их удовле- 
творяют одному и тому же граничному условию (1.4), в силу чего выра- 
жение х’х — ХХ. при 2 = $ обращается в нуль; при = 0 это выражение, 
в силу (1.1) и (1.3), обращается в р (5; №) — в (5; ^). 

Дробно-линейная функция 


__ ф (5; ^) 2$" (6; ^) 
$ (6; ^) +9 (6; ^) (1.8) 


при фиксированных 6 (0<Ь< оо) и \ отображает вещественную ось # 
в некоторую окружность С (); 6). 


& 


* Черта обозначает переход к комплексно сопряженной величине. 
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При По) = 0 уравнение этой окружности, согласно (1.7), может быть 
записано в виде: 

ь 
= 1$ (2; ^) + 99 (®; ^) | раз. (1.9) 


0 


ы 
| 
Ы 


> 
>| 


Отсюда явствует, что окружность С (\; 5) всегда лежит в той же пло- 
скости (нижней или верхней), что и \. С увеличением 6 окружность сжи- 
мается, т. е. при < окружность С(Б;») лежит целиком внутри 
окружности С (6; ^). 

Исходя из параметрического уравнения (1.8) окружности С (6; ^), не- 
трудно вычислить ее радиус т (5; ^). Оказывается, что 


г) =19 6:96 -—96;) 96:9. (1.10) 


Подстановка в (1.6) у=2=ф(5т; ^) дает: 


$ (6) 9 (6) (ев = |9 (2; 1) |2р4=, — (1.44) 


а поэтому 
| ь 


2-1 (5; Л =2 [а ^| [$ (2; ^) рат. (1.12) 
0. 

Обозначим для данного невещественного \ через С(») границу мно- 
жества К (^), являющегося пересечением всех кругов К (65; »), ограничен- 
ных окружностями С (5; ^). 

С (^), очевидно, будет окружностью, если 

со 
2 (2; 2) |2 р42< оо, (1.13) 
о 

и точкой — в противном случае. 

Г. Вейль [см., например, (2), (3)] показал, что если условие (1.13) 
вылюлняется для одного какого-либо невещественного значения /, то оно 
выполняется для всех значений \. 

Рассмотрение уравнения предельной окружности С’ (^): 


со 


9 — Ш 
мых 


= \14 (2; ^) — $ (&; ) раз 


в случае (1.13) приводит к выводу, что в этом случае также 


1% (2; ^) Рра2< оо. (1.14) 
0 
Это и есть так называемый неопределенный случай, который 
мы только и будем рассматривать в дальнейшем. 
2. Введем в рассмотрение функции 
х х 
Рь (8) = —^ |9 (9; №) $ ($) 04$; (5) =1 А] 965; ) (5) 4%, 
ь : (1.15) 


х х 


Е (п; )=1—^ $ (55) 9» ($) 45, Е, (#1) =^\ $ (5; ^) фо (8) 45, 


0 0 
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где 


Фо (2) =$ (2; 0), $ (2) = (2; 0). 


Имеют место следующие соотношения: 


$ (2; ^) = Фо (2) В, (2; ^) - о (2) Во (#; №), 


которые путем простого дифференцирования дают еще два соотношения: 


< 


ф' (2; ^) = Фо (2) О, (5; ^) + о (2) Вь (5; №), (1.17) 
У®) =’ (@ Е, @%) + 3 @ В, 5». 


Для их доказательства заметим, что функция 


У (1, 5) = Фо (5) Фо (2) — Фо (2) о (5) (1.18) 


является функцией Коши дифференциального оператора 4? | 41? - 4. Это 
означает, что для любой функции (1) (0 << с), измеримой и сум- 
мируемой в каждом конечном интервале, единственное решение системы 


У 9 (1) у= / (2), 


Следовательно, 


(4.19) 


Внося сюда вместо У (5, 5$) его выражение из (1.18), после простой 
перегруппировки членов получим (1.16). 

Пользуясь (1.16) и (1.17), мы можем параметрическое уравнение (4.8) 
окружности С (6; ^) преобразовать к виду: 


__ Во (5; Л т-+ Е, (6; ^) 


® — бт, в), (1.20) 


где параметры ти т связаны следующим соотношением: 
<= [фо (6) & + $» (6)] 1 [Фо (В) Е- Фо (0. (1.21) 


В силу определяющих уравнений (1.19), функции ф (7; 1) и ф(5; №) и 
их производные по х суть целые функции, равномерно ограниченные 
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при изменении 5 в любом конечном интервале (0, 6), а \— в любом огра- 
ниченном множестве комплексной плоскости. 
3. Легко выясняется смысл уравнения: 


, (6; №) + <0, (6; \)=0. (1.22) 
В силу (4.16) и (4.17), 


Р: (6; ^) + =Бь (6; №) = (6; ^) 6% (5) — 9’ (6; №) в (5, 
где 
0% (2) = $, (2) — Фо (2). 


Поэтому корни уравнения (1.22) являются характеристическими тислами 
краевой задачи: 
"+9 (2) у- №у = 0, 
У +9 (у №у 4.23) 
И (у, Фо) т == 0, и (у, 9) в — 0, 
где И’ (9, 2) обозначает вронскиан 72’ — у 5. 
Краевая задача (1.23), как известно, эквивалентна нагруженному 
интегральному уравнению: 
ь 


у =^\ С. (в, 5) у (5) 6 (5) 5, (1.24) 


где 
Фо (2) 6, (5) (< 5), 


ЕЕ @&> 3). 


Легко показывается [см. (8), стр. 265—269], что функция 
р; (5; №) - *р, (5; ^) 


есть детерминант Фредгольма уравнения (1.24). 

Так как система (1.23) и, следовательно, уравнение (1.24) имеют 
конечное число отрицательных характеристических чисел [см. (3), $ 10, 
гл. [У], то 


со 


р, (6; + 66; = ПП (1 ды) (1.25) 


3—1 
где 


№1 (6; ) < 1, (89) < 2: (:9<... 


— все характеристические числа системы (1.23). 
В дальнейшем нам придется также пользоваться тем, что 


ь 
1 = 
В Ира (1.26) 
их. ИЛ, 6; 1) п 
Для случая положительной дважды непрерывно дифференцируемой 
функции р это соотношение хорошо известно [см., например, (°), гл. 1, 
$ 1и $ 4]. Оно обобщается на случай любого суммируемого р *. 


+ Соотношение (1.26) является простым следствием общей теоремы 1 нашей 
заметки (°). 
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4. В силу (1.13) и (1.14), при любом Х имеют смысл пределы 
р; (^) = р; (со; ^) = На 2; (5; ^) 
ь->оо 
(= 0,1), (1.27) 
Е; (^) = Е; (го; ^) = Пт Е; (5; ^) 
$—>со 


а именно: 


со 


1» () = =} 9 (5; А) Фо (5) р4з, 0,0) =А + | $ (531) Фо (5) 245, 


со 


Е (0) =1—% | $ (5; №) Фь (5)р45, Е, ) =^ {4 (5; Л) фо (5) 45. 


0 


Отсюда 
Е, (т +Е, ()) 


оо, 


(1.28) 


есть уравнение окружности С (\). 
Так как определители дробно-линейных преобразований (1.8) и (1.24) 
равны единице, то и определитель преобразования (1.20) равен единице: 


Е, (6; №) Р: (6; *) — Е, (№) 2,6; № =1, (1.29) 


а следовательно, и 


Ес (0) Р, (\) — Е! 0) В, (®) =1. (1.30) 


Корни уравнения 
р, 0) + 2, 0) =0 


дают характеристические числа (числа спектра) краевой задачи 


У 9 (2) у- № (2) у= 0, 


: (1.31) 
И? (9, Фо) 5-е = 0, пы (9, 9.) =0 
х—>><> 
при этом значение } называется характеристическим, числом системы (1.31), 
если для этого значения \ система (1.34) имеет решение в классе Г, (©). 
Следует еще заметить, что корни уравнения 


2, ()=0 


суть характеристические числа краевой задачи (1.34) для случая, когда 
9 =. 

При 0 -Есф (т = со) система (1.34) эквивалентна интегральному урав- 
нению: 


(1) => \ С. (в, 5) у(5) р (5) 45. 
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$ 2. Вспомогательные предложения теории функций 


1. В дальнейшем мы неоднократно будем пользоваться следующим 
предложением Н. Г. Чеботарева [см. (5), стр. 197]: 
А. Для того чтобы мероморфная функция Ф (\) обладала свойством 


Шо Ф (^) / вх >>0 (2.1) 


8 любой невещественной регулярной точке \, необходимо и достаточно, 
чтобы она допускала абсолютно сходящееся разложение: 


Ф(\) = = о =. (2.2) 


где су, в; (] =1,2,...) — вещественные числа, 
са ОЕ 0% 0 (0=12.:): 


Таким образом, мероморфная функция Ф(\) со свойством (2.1) всегда 
вещественна (т. е. вещественна при вещественных \) и обладает только 
вещественными полюсами и нулями. 

Так как 


Зе 
Е 
2 


то нули и полюсы функции Ф (\) строго перемежаются и всегда являются 
простыми. 
Заметим также, что из (2.2) без труда получается следующая оценка: 


д 11-1 
|1 Ф 0) |< 1 Ф (0 | хт, (2.3) 


которой мы воспользуемся в $ 4. 

По терминологии Н. Г. Чеботарева, две вещественные целые функции 
1(^), #(\) образуют вещественную пару {], #}, если они не имеют 
общих нулей и при любом вещественном 1 нули функции 


со8 1] () - эт 18 (0) 
все вещественные. Н. Г. Чеботареву принадлежит также следующее 
предложение [см. (5), стр. 135]: 


В. Для того чтобы две целые вещественные функции } и в, не имею- 
щие общих нулей, давали вещественную пару, необтодимо и достаточно, 


чтобы выражение 
т (2 /]/): Пал (2.4) 


сохраняло при всех невещественных \) один и тот же знак. 
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Вещественную пару {/, 8} будем называть нормированной, если 
выражение (2.4) — величина положительная (для этого необходимо и 


достаточно, чтобы 2’ (0) 1 (0) — & (0) } (0) > 0). 
Следовательно, если {}, =} — нормированная пара, то имеет место абсо- 
лютно сходящееся разложение: 


Е ы те 
Я (^) СЛ НЕ о ЕЕ СА Утв) «,) ©; (^— а.) ’ (2.5) 


где в; (7 =1,2,...) — все отличные от нуля корни функции } и при этом: 
с.<0, с:>0, еда) <0 ({=1,2,...). 


2. Нам понадобится также следующее предложение, установленное 
автором в (®): * 

С. Если целая функция }(\) обладает тем свойством, что при неко- 
тором целом р имеет место абсолютно сходящееся разложение 


Ее 
и. 


4 
и неее: Е 58 Бу 


где 


1 
шо „|<, (2.6) 


У 


2 


то функция }(\) не выше экспоненииа льного типа, т. е. 


1) Па 1ов |} А 


11-5 1] 


Заметим, что условие (2.6) всегда выполняется, если нули а; (7=4, 2, ...) 
функции }(^) вещественны. 

3. В дальнейшем через (№) мы обозначаем класс целых функций, 
удовлетворяющих условиям 1) и 2). 

Если } 6 (№) и 


й ($) = Пт 1ов | { у 


то [ем. (1°)] 


(2.7) 


: 
Предложение С было строго доказано нами в (10) для вещественных 


“; (=1,2,...). При доказательстве его в общем случае была допущена ошибка, 
которая, однако, исправима. 
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Отличные от нуля корни @а;(] =1,2,...) целой функции }6 (М) 
всегда удовлетворяют условию (2.6), в силу чего для таких функций 
абсолютно сходится произведение 


Е 


: Ч. рай 


В верхней полуплоскости {П, (Па^Х>0) для функции ГЕ (М№) спра- 
ведлива обобщенная формула Пуассона: 


о ых 105110) |4 
тов = 108 5—1 (5) а бер 
И, (5) в в? (2.8) 


О -Е+ИЬ 7>0). 


Аналогичное равенство, конечно, можно написать и для нижней полу- 
плоскости. 

Между ‘прочим, соотношения (2.7) следуют из этих двух равенств. 
Нетрудно видеть, что класс (№) есть линейное кольцо. 

Легко показывается, что если }(\) 6 (№), то при любом а также 
1%-+а 6 (№. 

Отметим следующее предложение: 

р. Пусть 16 (М), В, =0(0=1,2,...) — некоторые из нулей функ- 
ции }(\), а числа т,(} =1,2,...) таковы, что 


У 


1 


<= со. 


м 
8; 


Тогда функция 


0-19, 


также принадлежит классу (М). 
В самом деле, как показано в (10), целая функция принадлежит 


классу (№) в том и только в том случае, когда функция 105 |] (\) | имеет 
в верхней и нижней полуплоскостях П. и !_ гармоническую мажоранту. 
С другой стороны, по теореме В. И. Смирнова [см. (И), стр. 94], функция 


77 
де 


+ -- 
1ор | ф (^) | = 108 


имеет в каждой полуплоскости П, и П_ гармоническую мажоранту. Сле- 
довательно, этим свойством обладает также функция 


- -- + 
1ов | 11 (1) |< 2 108 |1) | + 105 |+ (0) |, 


откуда следует, что [, 6 (№). 
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В $5 мы воспользуемся также следующим предложением ем (еЬ 
стр. 13]. 
Е. Если целая функция } 6 (№), то для числа п, (г) ее нулей в секторе 


о<л< [ав\|<-, 
и числа п» (т) ее нулей в секторе 


Ол [ав —=| <->, 


справедливы соотношения: 


Пол Веро дя ИНЬ 


$ 3. Специальная матрица 


1. Матрицу-функцию второго порядка 


Р (\) Р, 0) 
3% (^) = , 
Ч (о. 0) 0, = 


элементы которой Р; (^), ©; (А) (1 =0,1) суть целые вещественные функ- 
ции \, не равные нулю тождественно, будем называть специальной, если 
для нее выполняются следующие два условия: 

0) 2.0) 0,0) —Р, 0) 0,0) =+ 
и 

(П) при любом вещественном # (— << {< со) функция 


=. _ Ро) ё-Р, (^) 
а 0, ео, @) 


удовлетворяет условию: 


Пи ® (^) их >0 при Ша ^-=0. 


Элементы О., О, (соответственно Р., Р,) будем называть знаменате- 
лями (соответственно числителями) специальной матрицы 9 (^). 

Очевидно, что вместе с матрицей 9% (^) специальными будут и матрицы, 
получающиеся из нее перестановкой двух столбцов (или двух строчек) 
с изменением знака на противоположный у функций какого-либо столбца 
(какой-либо строчки); и, вообще, специальной будет матрица 


с05 0: о Пе г с0$ 0. ти 
— 3110, с038, т О/ \ — 310, с056, 


при любых вещественных 6;, 0.. 


Исследуем значения функции % (\), соответствующей специальной 
матрице 93 (^), при комплексных &. 
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При фиксированном \ из верхней полуплоскости П, (Ги^ > 0) точка 
%, (^) с изменением { от — со До со описывает некоторую окружность 
С (^), лежащую в той же верхней полуплоскости. Эта окружность описы- 
вается против часовой стрелки, так как при Х вещественном она вырож- 
дается в вещественную ось, причем при возрастающем # возрастает и 
 (^), как это следует из (1). Таким образом, при фиксированном ^ 
(ш^>>0) дробно-линейная функция (^) отображает верхнюю полу- 
плоскость Пи #0 в круг, ограниченный С (^), лежащий внутри верхней 
полуплоскости. 

Отсюда, между прочим, вытекает, что произведение 9; (^) 9%, (\) двух 
специальных матриц %, (\) и 3%, (^) есть всегда специальная матрица. 

2. Нам понадобятся следующие элементарные леммы: 

ЛЕММА 1. Для того чтобы функция 


ШЕЕ (8—1 =1) (3.1) 


отображала верхнюю полуплоскость П. (Па > 0) в некоторый круг К, 
лежащий целиком внутри П., необходимо и достаточно, чтобы 


1) ш 6) >0 


и 

2) па. Паб — ПиВ.Пат > 0. 

Доказательство. Докажем необходимость условий 1), 2). 

Так как внутри верхней полуплоскости функция конечна, то 1-0 и 
нуль а = —6/1 знаменателя в (3.1) принадлежит нижней полуплоскости, 
т. е. 

а. = т Ти (81) > 0. (3.2) 


Пусть С — граница К, т. е. окружность, в которую переходит веще- 
ственная ось 5 =#(— © << о). 

При возрастании { точка ® будет обходить С против часовой стрелки. 

Поэтому в нижней точке ®„ окружности С (в точке С с наименьшей 
ординатой), если эта точка достигается при конечном значении &, 


аи 1 
реа 


Таким образом, в этой точке 1Ё +6 вещественно. При наличии (3.2) 
это возможно лишь в том случае, когда 1 ти 
8—5 


= — =: 


ПЖ 


Внося это значение = в (3.1), найдем нижнюю точку т окруж- 
ности С: 


# 1+ Ву — 8 
УГ — ——=——. 
хе бу — 5 
С другой стороны, так как Па т > 0, то отсюда получаем условие 
Ве («8 — В) —1>0, 


а так как 1 = об —В1, то легко видеть что оно эквивалентно условию 2). 
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Рассмотрим теперь случай, когда 1=1. В этом случае точка т 
соответствует { = со и, таким образом, т = «[1, откуда 


4 
у 0# > 0. 


Условие (3.2) в случае 1 =1 дает 


1 
— 8 > 0 
уш8>0, 


а следовательно, 


аб . та `> 0. 


Так как теперь 1 = 0, то условие 2) снова выполняется. 

Достаточность условий 1) и 2) также очевидна после приведенных 
рассуждений. 

Леммма доказана. В качестве ее простого следствия получается 

ЛЕММА 2. Если дробно-линейная функция 


_ ба а 
= (А = 8 — ВТ 0) 


отображает верхнюю полуплоскость П. в круг К, лежащий внутри П., 
то этим же свойством будут обладать и функции, получающиеся транс- 
позицией пары а, 8 или пары — В, 1: 


__ 6&- В С __ 198 —\ 
т до? 8 —ВЕо* 


Доказательство. Без ограничения общности можно считать А=4. 
Тогда условие 2) леммы 1 для функций 1;(] =1,2) остается тем же, 
что и для функции %. Что касается условия 1), то для функций 0, и > 
оно принимает соответственно вид: 


На (7)>0, ш(-—89)>0, (3.3) 


а так как точки 4 (со) =я/1 и ® (0) =В/5 лежат внутри П., то усло- 
вия (3.3) выполняются. 
Между прочим, сопоставление 'лемм 1, 2 ‘показывает, что лемма 41 
сохранит силу, если в ней условие 1) заменить одним из условий (3.3). 
Заметим, далее, что если определитель 


д=а8— В (+0 


отличен от единицы, то, как нетрудно убедиться, лемма 1 сохранит 
силу, если в ней условие 2) заменить условием: 


2) шопа — шт 5 Вед — |4] >0. 
Отсюда получается 
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ЛЕММА 3. Для того чтобы функция 


В2 


АО 


отображала верхнюю полуплоскость П, в некоторый круг, лежащий 
целиком внутри П., необходимо и достаточно, чтобы 
а) шС`>0, 
6) Ши А С — (№ В)? >> 0. 
Доказательство. В самом деле, в данном случае 
а= А, В = АС— В, ‘1=1, 8=С, = В 
и условие а) означает то же, что и условие 1) леммы 1, а условие 6) — 
то же, что и условие 2’), так как в данном случае 
$ Вел — || = Ве(В9) — 1 |В |? = — (п В)?. 


3. Из леммы 2 непосредственно вытекает, что если матрица 


т 


является специальной, то специальными будут и матрицы 
и я Рь то) 
| 0. Ро , => 0, С 
Условие 1) леммы 1 для специальной матрицы означает, что 


ше >0 при Па^Х>0. (3.4) 
0 


Так как в силу (Г) функции О, и О, не имеют общих нулей, то они 
образуют вещественную пару и, следовательно, все их нули вещественны 
и перемежаются. 

Пусть {а} и {а} — все не равные нулю корни целых функций 0. и О.. 

По теореме Чеботарева ($ 2, предложение А) имеют место абсолютно 
сходящиеся разложения: 


В (^ у 5% 5. ) Р,, (к) ( > 0,4), 
о ет 
причем 
РР}, (у) : 
2 < ечеа-ако, ОЕ нано кочан", рае, 4) 
<, (#4) 
С другой стороны, 
т О 
О, (^) 0, (^) — 060) О, (^) 


Стало быть, 
Ро (®з) 


- == А 
О, (^) ©, (%) и К ен 


Р; (“;1) 
› | 


0, (ал) ая А—ея) ° 


2 Иввестия АН СССР, серия математическая, № 4 
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На основании ‘предложения С предыдущего параграфа заключаем, 
что функция 


О. Ох Е (№). (3.5) 


Деля почленно полученное разложение для О, 10, ' на ^Х и устрем- 
ляя затем Х по мнимой оси к со, мы найдем, что с: = 0. 
Из (1) (а впрочем, и из самого разложения (3.4)) следует: 


Ро (аз) = Оу * (а), Ра (а) = Ох " (ая). 


Мы доказали «необходимую» часть следующего предложения: 

ТЕОРЕМА 3. Для того «тобы две целые вещественные функции О. (\) 
и 0, (\) могли служить соответственно первым и вторым знаменателем 
некоторой специальной матрицы, необходимо и достаточно, чтобы они 
составляли нормированную вещественную пару и чтобы имело место 
абсолютно сходящееся разложение 


4 1 
ООО ЛЕ ие О оба Г 


4 
КиО ЖЕ а. 6) 


7 


где ар (] =1,2,...) и ал (] =1, 2,...) — отличные от нуля корни це- 
лых функций О, и О.. 

Доказательство. Нам осталось доказать достаточность сформу- 
лированных условий. 

Из условия (3.4) вытекает, что 


©, (^) _ — 
боб 


) 1 
х “о 
а. +0 т ЕЯ (3.7) 


где а <0, а>0и 
Ол (ая) Оо (а) <0 (=1, 2,...). 
Аналогично, из рассмотрения функции — 0/0, получаем: 
О, (@л) Оу @)>0 (=4,0....). 
Определим целую вещественную функцию Р, (\) равенством 


Ро (^) С—1о 1 1 
м Е 
В 


(3.8) 


где с, — произвольное вещественное число, с,1 — произвольное неотрица- 
тельное число, а 


НЕ ва если с: < 0, 
—10—— 
0, если с. >. 0. 
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Определим затем вещественную функцию Р, (\) равенством 


РО: — Р!0, =1. (3.9) 
Тогда, в силу (3.8) и (3.9), 
4 Ро 6 1 1 
а а А рвы бы’ 819 
где 
Сол = Со — С°, С1=сь 20 
и 
[ — са, если с. >0, 
Са — 
0, если с. < 0. 
В силу (3.10), функция Р, также является целой. 
Для установления свойства (П) функции 
А 
Ри Ро ВО 
— б+0, Е р 
9 
достаточно показать, согласно лемме 3, что 
№ 0->0 при ш^>0 (3.12) 
о 
и 
Ро. по и — ( ЕЮ 
ао Шао — (Ш б-) >0 при ш^>0. (3.13) 


При этом мы можем предположить, что 0%. (0) 0, ибо в противном 
случае мы вместо матрицы %(^) рассматривали бы матрицу 


и о) 


в которой роль первого знаменателя играет уже функция О;,, не имею- 
щая общих нулей с О, и для которой, следовательно, О, (0) 0, если 
0 (0) =0. 


Если 


9. (0) +0, 
то в (3.7) и (3.8) 
А М 


Условие (3.12), очевидно, выполняется в силу разложения (3.10), причем 


ре Е. Е ЗА 
Пир” = со 1+ ав >в ) (3.14) 


9* 
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где 
1 


1= 1 >0, --— рав > 


о. 
Из (3.7) имеем аналогично 


О: (^) 
По.) = + ет [2 р , (3.15) 


где 


р ©, («;) А 
= >0 (65...) 


Заметим, что так как 


хух; = СЫ (7 == т 2, .. ух (3.16) 


то, в силу неравенства Коши: 
(5 оу < УаУ, 
3 И 3 
а также 
4 
› мог < со. (3.17) 


Естественно поэтому предположить, что 


1 1 ) 
2,6) — 60 + ^ оба ея (3.18) 


С установлением (3.17) теорема будет доказана, так как из (3.46) сле- 
дует: 
ве 1 2 
(с о, = "(Хед 4’ а) А — 9 =) < 


Ух, - х: х/ 

® Я) 2 Е] ) 

< (реет) <л Ха ный , 

а значит, в силу (3.14) и (3.15), условие (3.13) будет выполняться. 
Докажем справедливость разложения (3.18). 


Покажем прежде всего, что О, Е (№). 
Из (3.7) получаем 


прененечдиву (45-23). 
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В силу (3.5) и предложения О предыдущего параграфа, 
х 


9, (%) 0, ( а Е (№). 


Так как, кроме того, 


(ао + а:^ - а5л2) О, (^) 0, 0) 6 (М), 


0,2 0) = 0, 0) 0, 0) 5" (№, 


а тогда, очевидно, и 0. (№) 6 (№). 

Аналогичным ит из рассмотрения дроби — 0, /0О, следует, что 
@ Е (№). 

Рассмотрим целую функцию 


а ыы 
нано ^ 28 о) РЕБ уг 
1 Ч 
—9.0) — 0) — ох ово К ата т рн) 
В силу предложения О можно утверждать, что О’ (^) & (®) 6 (№). 
Отсюда следует, что в (^), а значит, и 
#0) = *® (0=0) 
не выше экспоненциального типа. 
Из (3.19) вытекает, что 
а д; (7?) =0 при +ФЕ0(шо4 *). (3.20) 
т>® 


® 
Рассмотрим функцию 8,1 (2) последовательно в углах 


2-1 


(2—1) п 
4 
применяя к ней с учетом (3.20) принцип Фрагмена-Линделёфа, мы най- 
дем, что в каждом из этих углов она ограничена, а следовательно, она 
ограничена во всей комплексной плоскости. 

Таким образом, 2, (^) ==С и, в силу (3.20), С =0. 

Разложение (3.18), а вместе с ним и теорема доказаны. 

Заметим, что при доказательстве теоремы мы попутно получили 
полное описание всех специальных матриц, имеющих заданные 
знаменатели 0%, и О.. 

4. При установлении разложения (3.18) мы предполагали, что О’ (0) = 0. 
Если бы 0, (0) =0, то вместо (3.18) мы имели бы разложение: 


1 4 4 
Е ЕЕ аа ВИ 
О, (^) Ох (0) ^ ра 2 95 (“уо) “0 и — “0 ) 


где с — некоторое вещественное число. 
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Коль скоро известно, что элемент ©. (^) является первым знаменате- 
лем некоторой специальной матрицы, то это разложение может быть не- 
медленно получено на основании следующего замечания. 

В силу (3.11), для элементов специальной матрицы выполняется усло- 
вие (3.13), а следовательно, каждая из мероморфных функций 


удовлетворяет условиям предложения А Чеботарева и, следовательно, 
допускает определенное разложение. А так как 1/0, есть полуразность 
этих функций, то она допускает разложение вида (3.24). 

Аналогичные разложения, очевидно, имеют место и для функций 0,1, 
Ро, Р‚!. Оказывается, эти разложения характеристичны для элементов 
специальной матрицы. 

ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы целая вещественная Ффункиия Е (\) 
могла служить элементом некоторой специальной матрицы, необходимо 
и достаточно, чтобы функция Е\*(\) допускала абсолютно стодящееся 
разложение: 


= С | 1 
РА) = Но + м » Раба) 629) 
И] 


где а; (] =1,2,...) — все не равные нулю вещественные корни функции РЕ (\). 
Доказательство. В силу предыдущего, нам осталось доказать 
достаточность указанных условий. 
Положим 0, (\) = Е (А) и определим функции Р, и 0, равенствами: 


©  _ о пу 

оо, = 4% а ^ 20; («;) Га, (Х— а) ' (425) 
Ро (^ мы 

Ио а —^2 (3.24) 


О. (^) | Оо = «,)’ 


где 4%, с, — произвольные вещественные числа, а, > 0, с: > 0 и т, >0 
(=1, 2,...), причем 


1 


Ут; Е ео Холера <. (3.25) 


Выбор положительных т; (] =1, 2,...), удовлетворяющих последнему 
условию, всегда возможен, так как, например, можно положить т, = 
(/=1, 2,...). Определяя затем Р, равенством (3.9) или, что то же, 
равенством 
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мы путем установления, на основании (3.23) и (3.24), равенства вычетов 
функций Р, 0:0, и 110, в точках \=0, а; (7 =4, 2, ...) убедимся в 
том, что Р, — целая функция. 

В силу неравенства Коши, легко видеть, что условия (3.12) и (3.13) 
будут выполнены и, таким образом, матрица 9% (^), составленная из по- 
строенных функций Р»,, О, (& =0, 1), будет специальной. 

Теорема доказана. 

5. Если сопоставить доказательство теорем 9%, 3, то легко убедиться, 
что при доказательстве теоремы 3 мы одновременно дали описание всех 
специальных матриц, имеющих данный первый знаменатель 0, (\). Это 
обстоятельство приводит к следующей теореме. 

ТЕОРЕМА ©. Если вещественная целая функция Е (\) удовлетворяет 
условию (3.22), то для того чтобы некоторая целая функция С (^) вместе 
с Функцией Е(^) могли служить соответственно вторым и первым зна- 
менателем некоторой специальной матрицы, необтодимо и достаточно, 


чтобы 

С (^) _ _т г 

= То 6—1 0. ах А еее (3.26) 
где а, — вещественное число, а >20, т;`>0 (1 =0, 1,...) и 


Е 


т) т 
Хтеедем <, Уре < 827) 


Указанные в теореме условия эквивалентны следующим: 
1) Функции Е (\) в С(\) образуют нормированную вещественную пару; 


2) 1 
2 |4 (&) Р' (а) «2 <>. (3.28) 


Поясним, что, в силу (3.26), т, =+С(), а поэтому условие (3.28) 
выражает то же, что второе условие в (3.27) (первое условие в (3.27) 
есть условие абсолютной сходимости разложения (3.26)). 

Сопоставим теперь теорему @® с теоремой %, на основании которой 
вещественная нормированная пара С, ЕЁ может служить парой знамена- 
телей специальной матрицы в том и только в том случае, когда имеет 
место абсолютно сходящееся разложение: 


4 и "| 
РО) 0) и - 


+) и =, (3.29) 


где В; (7 =1, 2,...) — все не равные нулю корни целой функции С (^). 
Это сопоставление приводит к выводу, что для всякой вещественной 
пары ЕР (\), С (\) условие (3.28) эквивалентно условию 


(3.30) 


У И р. 
/ ] = 
7 | Е (В;)@ (В) | В; 
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и, более того, эквивалентно существованию абсолютно стодящегося раз- 
ложения (3.29). 

Одновременно, на основании теоремы %, мы заключаем, что для 
вещественной пары Г, С каждое из условий (3.28), (3.30) влечет для 
функций Е- (А) и С-"(\) существование абсолютно сходящился разложе- 
ний вида (3.22). 


$ 4. Доказательство теоремы 1 


Так как, по доказанному в 8 1, матрица 


В АЕ О 
ны РО) 


является специальной, то к ней применима теорема 3 предыдущего пара- 


графа. 
Учитывая, что Ш), (0) =1, мы, по этой теореме, получаем разложение 


Й 1 
ру 1+ тор, 


что и требуется в условии 2) теоремы 1. 
Для установления условия 1) теоремы 1 введем в рассмотрение функ- 
ции: 
Р; (6; ^) Рь (6; ^) — Гь 6; ^) Р, (5; ) 
Дл—х 


Д (6; ^) = (0<6< <) (4.1) 


0) = Ид 6: д 2 ВЫ р ь 0. (4.2) 


Ь—>со 


В силу (1.16) и (1.17), 


МОЛЬ и 9х). 


а если учесть еще (1.11), то получим: 
А (6; ^) в (2; №) р4х>0 (0<5<о). (4.3) 
0 


Это равенство показывает, что при любом комплексном Х функция А (6; \) 
возрастает вместе с возрастанием 6. 
С другой стороны, функция 


$ (2; ^) = $, (1) О, (т; №) + $, (2) В, (2; №) 


при любом фиксированном 2 (0 «< оо) есть целая функция Х порядка 
роста 1/2, допускающая, согласно (1.25), разложение в ‘простое произве- 
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дение линейных сомножителей с вещественными нулями. Отсюда нетрудно 
заключить, что |ф (5; & #)] есть возрастающая функция от |1]. 


Стало быть, и Функции А(т; Е М) (0<5<о) АМ) возра- 
стают с возрастанием |3|. 
Положим 


Е (5; ^) =2. (6; ^) 2; (6; №), ЕО) =, 0) Ь, 0). 
Из (4.1) непосредственно вытекает, что 
Д (5; ^) <] ЕР; № [| Шах|. (4.4) 


При помощи неравенства Буняковского из (1.15) получаем: 
ь ь $ 
ГР каб рада |. 
0 0 
Таким образом, 


|0; (6; *)1< 1+ 212148 6; ^) <1+ 21141 0), 
(4.5) 
|2, @) [< 1+ 2121410), 
где 


11 = ( $. (2) рае. 
0 


Заметим, что функция ДА (5; ») связана с радиусом г(5;») окружности 
С (6; ^), согласно (1.12), соотношением: 


1 


ол м 


(4.6) 


Так как окружность С (6; ^) при ш^>0 лежит целиком внутри 
верхней полуплоскости, то 


Ед (6; ЕЕ, (6; ^) 


ЯР (6: №) шах ЕЕ (п >>0). 


—©<%{<® 


Следовательно, согласно оценке (2.3): 


1 |2 
г (1; №) < м М, (4.7) 


где 


1 Ео (1; Де+Е, (4; 1) 
Паь ПАЗ ИО 


(4.8) 


Отсюда, в силу (4.6), при 6 >. 1 получаем: 


, 1 ма 
А (6; ^) > шла > шв =Р 0, 


318 М. Г. КРЕЙН 


а значит, и 


40) >20). 6.8) 
Так как при любом й 
со т ь сова р 
а а 
то 
А Ки < 0<5< 9). (6.19 


Вспоминая, что: 
Е(Ь; №) = Оь (6; ^) 2, (6; Хе (М), 


мы при любом й >> 0 (см. $ 2, п. 3) будем иметь: 


в пе 


—© 


и, в частности, 


тов | РЕ) = \ п 4. 


В силу неравенства (4.4), отсюда получаем: 


и | 108 А (6; Е 2) 
п 


1 : : . 
ти а < ов -- | 108 | РЕМ) |. 


— < 


Учитывая (4.10), находим, далее, что 


© + 
4 108 А (Бу Е-Най 1 р : 
= \ И < юв 1 +1081 (5; +) | + К (%. 


—© 
Устремляя 6 к со, мы убеждаемся в конечности интеграла 


<, 4- А 
106 А (+ №) 
Е: 


—2< 
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а так как Л (0 < А (1-1), то также 


< + 
4 10$ А (2) 
— \ О 44 < оо. (4.11) 


-_ © 


Так как О, (5; №) 6 (№), то мы можем теперь написать: 


1ов | Р: (В;Е- |= 2 Де-ы 1 (5; 54а й р, 50 1. 


В силу (4.5) *, 


с 1Р 
тет А-З ЕЕ, 


—© 


Устремляя здесь $ к со, мы получаем, что и 105 | О, Е-+ 1) | не 
больше стоящего справа интеграла. 
Но тогда, очевидно, 
о | Г 
ты Тор | О, (21) | <0 
> т 


и, следовательно, согласно (2.7), вообще 
Ба МЕНА ео | (4.12) 


|А |-> < 


Таким образом, теорема Т (введения) доказана. 
Замечание. Легко показать, что функция Д (^) есть субгармониче- 
ская функция. В самом деле, согласно предложению А Чеботарева ($ 2), 


а 


где 


а следовательно, 


что и доказывает наше утверждение. 
В силу (4.9) и (4.11), 


С | 108 А (2) | 


— Со. 


и, пользуясь (4.12), можно показать, что 


С А 
АЕ) < 1 ( тай. 


* Мы пользуемся тем, что 
+ 
108 (а + <106а + 106 + 2, 
+ + + 
108 (а6) < 105 а - 1056. 
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8 5. Доказательство теорем П, Ш 
4. Пусть 


..- № (6) Ал (6) (<0<)<№ (0 <м(@)<... 


— последовательные нули целой функции 0, (6; ^). Среди них имеется 
только конечное число отрицательных. 

` Обозначим через п, (6;7) количество чисел ^;(8) (7=0,1,2,...), 
заключенных в замкнутом интервале (0, г). Согласно формуле (1.26), 


ъ 
а п: (бт Л 
И ее (5.1) 

Покажем, что всегда между *; (5) и »;4: (5) (1 =0,1,2...) заключен 
по крайней мере один корень Д, (\). 

Для этого заметим, что Е, (%) |2, (%) при любом \ (Ги _>0) лежит на 
окружности С’(\), которая заключена внутри окружности С (6; \), имею- 
щей уравнение (4.20); так как при этом точкам % изнутри С (5; ^), по 
формуле (1.20), соответствуют точки < верхней полуплоскости *> 0, 
то из равенства 

Ез (6; Л) т (^) - Е, (6; ^) _ Е, (^) 


[о (6; ^) + (^) +2; (&;^) ^ ВБ; (^) р 


определяется мероморфная функция *()), удовлетворяющая условию: 
Пит (^) /ш^>0 (мл =0). 
С другой стороны, так как ПД. (6; ^) и Р;, (6; ^) служат соответственно 


первым и вторым знаменателем некоторой специальной матрицы, то, по 
теореме % $ 3, 


Го {Р; (6; ^) [Ре (6; »)}: ш^>0 (ш^+0). 


Таким образом, мероморфная функция 


— _ 6:8; № т0) + 0. (6; ^) _ _ 1% (6; ^) 1 
а Р: (;.^) < (^) — р, (5; ^) т(^) 


обладает свойством: Га Ф ()) | шх>>0 

У такой функции нули и полюсы перемежаются (см. $ 2, п. 4). С дру- 
гой стороны, всякий нуль функции 0, (6; Х) является полюсом функции 
Ф()), так как все вычеты у функций Л), (6; ^) | Пъ (6; ^) и —1[<(\) — 
одного знака (отрицательны). Следовательно, между каждыми двумя нулями 
функции 2, (6;^) лежит, по крайней мере, один нуль функции Ф ()), 
т. е. нуль функции 


р; (6; №) + * (А) В (6; ^). 
Остается показать, что всякий нуль функции 


р, (6; №)  * (4) Бь (6; *) 
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является нулем функции 0, (\), а следовательно, полюсом функции (5.2). 
Если бы это было не так, то у функций 

р; (6; №) + * 0) р» (6; ^) 
и 

Ел (6; ^)  =() Е, (5; ^) 
был бы, по крайней мере, один общий нуль; но это невозможно, так как, 
согласно (1.29), 


[Р, (6; ^) + = (0) Рь (6: №)] Ез (6; ^) — [Е (6; ^) + 0) Е, (6; Х)] Вь (6; ^) = 1. 
Таким образом, наше утверждение доказано. 


Обозначим через п. (г) число нулей Л, (\) в интервале (0, г). Согласно 
доказанному, 


Ва > Ба СЕР. 


>< я <) 4 


Вспоминая (5.1) и то, что здесь 6 — произвольное положительное число, 
заключаем, что * 


со 


На и _ (5.3) 


2. Перенумеруем нули Ш, (\) так, что 
АА (30) <<<) <... 


Согласно теореме 33 ($ 2), 


Й 
= а ЕСА х; (^—^,) 


Следовательно, 


4 4 
р, 69-1 + Узрубух ты) = Ух 


Поэтому, если 
1 
и < со, (5.4) 
‚>, и ^; | 


то к функции Л, ()?) применимо предложение С ($ 2), в силу которого 
р, (3) Е (№). 


Величина п. (г) дает число нулей функции Л, (\?) в секторе 
0< |< Ут, —5<ав^ < 


и поэтому, согласно предложению Е ($2), в рассматриваемом случае 


существует конечный предел: 
. п 10019] =: 108 |), (— г) | 
Бла аш Е. 5.5 
> ИГ о || бе Г | 


* Читатель, знакомый с теорией определенного случая для уравне- 
ния (!), обнаружит, что из наших рассуждений“следует, что и для этого случая вся- 
кий раз, когда спектр краевой задачи, состоящей из уравнения у” -- ву | Лоу =0 и 
граничного условия И (у, $) |, =0, дискретен, соотношение (5.3) сохраняет силу. 
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Таким образом, (5.4) влечет соотношение: 
=) Ура < На "+ < сю. (5.6) 
< у т>о У» 


Для доказательства того, что здесь имеет место знак равенства, при- 
дется воспользоваться рассуждениями того же типа, что и в $ 4, причем 
здесь они несколько усложнятся из-за того, что функции Д» (6; ^*) 
(& =0, 1) имеют, кроме вещественных нулей, также мнимые нули, число 
которых может неограниченно возрастать с возрастанием 6. 

3. Очевидно, 

Нил; ВА - 0-0 
>> 

Так как, по доказанному, между всякими двумя нулями функции 
р, (5; ^) лежит по крайней мере один нуль функции ШП, (\), то 


Те 


Л 
> 2, УЗЫ У» ;( ОИ ^; 


ий 


Отсюда уже нетрудно заключить, что при любом ^ 


п ГИ; ©) |—^ Пат 
м О. УР + 


Аналогичное можно утверждать относительно нулей Г, (6; ^) и О. (), 
учитывая, что нули О. (^) перемежаются © нулями Ш, (^) и, следова- 
тельно, для них также справедливо (5.4)._ 

Поэтому, если 


- 1-2 (В < 1-1 (9 < (6) =0<1 (< (<... 
— последовательные нули функции Ё (5; ^) = О, (5; №) Р, (6; №), а 
и 
— последовательные нули функции Ё (\) =), (^) р, (%), то 


м П Ут, ® = ии И —^ Е 
ь->оо У а ит 


х) (5) <о 


(5.7) 


Так как 
п 1,(6) =1, (=0, +1, =2,...), 
> © 
то, очевидно, равенство (5.7) не нарушится, если в произведениях, стоя- 
щих в (5.7), будут перемножаться только дроби, для которых 1;(5) < — 14. 
Замечая, что, в силу (5.7), величина 


= Ира 
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есть тип целых функций ЛД, (5; ^?) и Ш, (5; 2), которые, на основании 
предложения С ($2) принадлежат классу (М№), можно будет написать 
для функции Р(б; \?) следующее равенство (см. $ 2, п. 3): 


и у 
108] Е (5; ^*) | = П НЕ + 2% (1—1) + 


у<—й УТ; ® Е 
ие 108 | Е (6; #8)? 
т о (= Ши > 1). (5.8) 


А так как, в силу (4.4), 


А+ < +99 


то из (5.8) можно получить, что 


т А (5; :)2 
а НЫ < М (65) (= Ш) > 1), (5.9) 


где М (5; ^) — некоторая величина, стремящаяся к конечному пределу 
при 6-—> со. 
С другой стороны, в силу (4.9), 


С 15ЕА (6; (+5) С ре) 
\ ЕЕ АЯ \ р А 


Отсюда и из (5.9) легко заключим, что 


= + 
10 Д (+2) 


— < 


Так как для ДО, (6; ^?) можно написать равенство, аналогичное (5.8), то 


© + 
—1С 1021, (6; (#48) 
1ов | 2 (6; 2) | <= НИИ и + (я — 4) (“= ш^ >> 4). 


В силу (4.5), будем, далее, иметь: 


со + + 
— 2 - 10 Г, + 1ов (1 - 10 А ((Е 1)? 
1юр | С (6; №5" О 4). 


—<©о 


Переходя к пределу при 6 —> со, найдем, наконец, что 


т. | 2-10 2+1 14 22) + 105 А ((Е 4 #2 
О - (1—1) Ураз + . п \ _ ЖА [и 
0 — < 
© =Е-, 1>1. 


Отсюда 


со 


а ВЕ < рае. 
У» 3 


> 
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`Сопоставляя это неравенство с (5.5) и (5.6), заключаем, что в (5.6) 
имеет место знак равенства. 

Теорема П доказана. 

Как отмечалось во введении, теорема Ш есть ое след- 
ствие теоремы П и соотношения (5.3). 


Поступило 
13. ХИ. 1951 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
Серия математическая 
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Б. М. ЛЕВИТАН 


ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 
САМОСОПРЯЖЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ”” 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе дана асимптотическая формула для спектральной функ- 
ции самосопряженного дифференциального уравнения второго порядка 
с оценкой остатка. Вывод асимптотической формулы существенно опи- 
рается на классическую аппроксимационную теорему С. Н. Бернштейна. 


Введение 
Рассмотрим дифференциальное уравнение 
Гу + у=У' —ч®Фу+м=0. (0.1) 


Относительно функции 4 (5) будем предполагать, что она действительна, 
определена в интервале (0, 5) `(0 << соо) и суммируема в каждом ин- 
тервале (0 <<<. 

Обозначим через й произвольное действительное число и через ф (т, \) — 
решение уравнения (0.1), удовлетворяющее начальным условиям: 


$ (0,%) =1, $’ (0,^) =&. (0.2) 


Если # = со, то под $ (5х,^) мы будем понимать решение уравнения (0.1), 
удовлетворяющее начальным условиям: 


Ф (0, ^) = 0, $’ (0, ^) =: УХ. (0.2’) 


Можно показать [см. (1), (*), (3)], что при данном # существует по 
крайней мере одна монотонная, ограниченная в каждом конечном интер- 
вале функция р (%), так что для каждой функции ] (2) 6 Г, (0,6) справед- 
ливо равенство Парсеваля: 

ь со 5’ 
(Р@а4== { 20) 4.0), Е) =11. | фо 42. 
5 ыы о 
Функцию р(») мы будем называть в дальнейшем спектральной функ- 


цией уравнения (0.1). 

Интересно выяснить, в особенности в связи с обратной задачей 
Штурма-Лиувилля, какие монотонные функции р (^) могут быть спектраль- 
ными функциями для уравнений вида (0.1). Решению этого вопроса 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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посвящена работа (4), в которой по существу указаны необходимые и 
достаточные условия для того, чтобы монотонная функция р (\) являлась 
спектральной функцией уравнения вида (0.1). Эти условия состоят в сле- 
дующем: 


0 
1) | ИХ о (^) < со для всех хх 265; 


2) положим для ^>0 


и расемотрим функцию 


«(®= \ аа 43 (^). 


Для того чтобы функция р(^) являлась спектральной функцией урав- 
нения (0.1) с непрерывной функцией 49(5), необходимо, чтобы для 
0 <5х<_ 26 функция а(7) имела непрерывную третью производную, и 
достаточно, чтобы она имела непрерывную четвертую производную. 

Заметим, что необходимость условия 1) была ранее получена В. А. Мар- 
ченко [см. (5), (6)]. 

Так как з„роверка дифференцируемости функции а (5) может оказаться 
весьма затруднительной, то большое значение приобретают различные 
необходимые условия для асимптотического поведения сиектральной 
функции р”) при ^->- со. Первое такое условие было указано мною 
в работе (7). Я показал, что при Х-> - со 


р <СУ^, 


где С — некоторая абсолютная постоянная. Затем В. А. Марченко получил 
интересную асимптотическую формулу [см. (5), (|: 


р) = Ухо (УХ. (0.3) 


В настоящей статье дается новый вывод формулы (0.3). Предлагаемый 
нами метод позволяет также более точно оценить остаток в формуле (0.3). 

Положим для > 0 А =?, р (А) =с (и) и продолжим функцию с (1) на 
отрицательную полуось по нечетному закону. Мы доказываем, что при 
р —> -- ©<о равномерно по а 


(в а) — о (а) = в--О (шв), (0.4) 
ео -д- а =00) (0.5) 
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Если же отрицательный спектр отсутствует, #=0 или й = со и при 
х->0 


х 


\19 (5) [45 = О (=), 


0 
где «>0, то при > - со равномерно по а 


(в а) — с (а) = в-+0(1). (0.6) 


Для доказательства указанных асимптотических формул мы существен- 
но использовали классическую аппроксимационную теорему С. Н. Берн- 
штейна. 


$ 1. Некоторые вспомогательные предложения из теории 
интегралов Фурье 


Пусть с (р) — комплекснозначная функция, определенная для всех дей- 
ствительных значений |, и удовлетворяющая условию * 


и 
вар Г {3 (1)} = Мо. (4.1) 
—©<и<о и 
Положим 
—1 1 со 
кары геи о ет 
Е, (6) 1 246 о + Ся 42 6}. 


(1.2) 


Легко видеть, что условие (1.1) обеспечивает абсолютную и равномерную 
в каждом конечном интервале сходимость интеграла (1.2). Поэтому функ- 
ция Е, (©) непрерывна. Функцию Ё, (а) мы будем называть преобразова- 
нием Бохнера-Стильтьеса для функции о (р). Если функция с (р) диффе- 
ренцируема, то по формуле (1.2) определяется преобразование Бохнера 
для о’ (р) [см. (8), стр. 110]. В последующем мы будем различать преобра- 
зования Бохнера и преобразования Бохнера-Стильтьеса. Мы увидим, что 
основные свойства преобразования Бохнера переносятся на преобразова- 
ния Бохнера-Стильтьеса. 
В настоящем параграфе мы докажем две леммы, которые играют 
в последующем существенную роль. 
ЛЕММА 1.1. Пусть 
со в 
ры) ож | “па 49 (в + а), (1.3) 


—© 


+1 
* Через "у {с ()} мы обозначаем вариацию функции с (и) винтервале (и, и + 1). 
и 


а 
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1 2 
1 еее 
Ел (©) = уз В те р, (р) ав 


1 ; со ; 
в — 1-16 ее } Й 
а 4+ + ое ры (в) ав}. (1.4) 
Тогда: 
1) в каждой точке непрерывности функции с (р) 
| 
: 1 
Ша р, () 4 = 4) — (+0 +5(—0)}; (1.5) 
п: о 
й 
1 | 
р | |0, 0)14<М, (1.6) 
—с<и<<о 


и 


причем число М — то же, что и в условии (1.1); 
3) равномерно в каждом конечном интервале 


т Е», „ (о) = Е, (@). (1.7) 


Доказательство. 1) Из оценки (1.1) легко следует, что для 
больших а 


|< (а) | =О (а). 
Поэтому при каждом фиксированном |» 


а ай 0. 


а>со 


Интегрируя по частям, мы получим из формулы (1.3): 


8114 г 


в, (в) = — 5 \ с (в + а) 4 (ина 


Интегрируя последнее равенство в пределах от 0 до некоторого в, 
а затем интегрируя по частям в обратном порядке, мы получим: 


в. со 


9“ ==: \ 6+4) а (и) = 
3 ее $1104 па 
ии 594 )= 
== | и {о (а) — о (а)} аа. 


Пусть р есть точка непрерывности функции с (2). Полагая п-—> оо, 
мы получим, в силу известной теоремы (см., например, (8), стр. 20), 


формулу (1.5). 
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2) Определим монотонную функцию о, (1) следующим образом: 


Ув №0. 
+0 


Из определения интеграла `Стильтьеса легко следует, что 


3 Са 
оо “ии Чан © а). 


Из этого неравенства, так же как и при доказательстве пункта 1), сле- 
дует, что 


и © | Ме 
еб Е ее (2 (+ а 1) — 1 +4)} 44 < М, 
и —© 


что и доказывает, в силу произвольноети числа р, формулу (1.6). 
3) Равенство (1.7) следует из пунктов 1) и 2) и из известной теоремы 
Хелли о предельном переходе под знаком интеграла Стильтьеса. 
ЛЕММА 1.2. П редположим, что функция К (а) для больших а удовле- 
творяет условию 


(о) =0(+). 


Положим 
1 со 
т@ =ух } Кое аа 
= \ кое -о, 
У2т . 
4 — —Фаи 
о [| тт + 
Е ра + Фа | 
—1 
Тогда 
Ф, (©) = т) Е, ©) —2\. Е, @ т (д а + | 4а Е, () 1" (6) а + со 4 сло (1.8) 
0 0 0 


где со и с: — постоянные числа. 
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Доказательство. Пусть функция р,(р) определена так же, как 
и в предыдущей лемме. 
Положим 


ии == \ К@, 6+4) 44 


и обозначим через Ф,, „ () и Е», „(®) преобразования Бохнера для и (1) 
ир, (1), т. е. пусть 


| . 
—а 
о |+ 


о —Ф _ . а —Чац, 
Е ды + еда, (1.9) 


1 = —<ы 
я ` е 
В [| } оз, 4+ 


4 
—1 1 


1 . со - 
и 44; — аи 
о о ае + рее, 4]. 


Известно [см. (8), стр. 127], что 


& 


Фь, „ (6) = 1 (@) Рь (©) —2 \ Е, „(@) т’ @) 4® + 


0 


= аа >, п (@® т’ (а) 4&« - с, + с. а. (1.10) 
оо 


Если п-—> со, то, в силу леммы 1.1, *„(р) стремится равномерно в каж- 
дом конечном интервале к (р), Е», „ (а) —к Е, (а). Покажем, что Ф», „ (а) 
стремится к Ф, (а) и, следовательно, (1.8) вытекает из (1.10). В самом 
деле, 


и Й со и 
зир \ [в (9) 14% < = \ [К (а) |4а: зар \ [2 ©) | 4%. 
<<» п. << 9 


Поэтому в равенстве (4.9) можно перейти ‘к пределу под знаком инте- 
грала, и мы получим: 


п Фо, „ (@) =Ф, (@). 
п>< 


Укажем три следствия из равенства (1.8), которые играют в после- 
дующем важную роль: 

1. Если функция Е, (а) в некотором интервале (а, 6) линейна, то 
функция Ф, (а) в этом интервале также линейна. 

Это утверждение следует из равенства (1.8) при помощи двукратного 
дифференцирования. 
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2. Если в некотором интервале (а, 6) 1 (©) =0, то, какова бы ни была 
функция Е» (а), функция Ф, («) в этом интервале линейна. 
3. Если в некотором интервале (а, 6) 1 (©) == 1, то в этом интервале 


Ф, (©) = Е, (а) Е со са. 


$ 2. Доказательство одного неравенства 


Для доказательства теоремы, аналогичной аппроксимационной теореме 
С. Н. Бернштейна, нам понадобится неравенство, аналогичное классиче- 
скому неравенству ГР. Бора (9). Последнее неравенство состоит в следую- 
щем: 

Неравенство Г. Бора. Пусть ] (#) — измеримая ограниченная на 
всей действительной прямой функция. Предположим, что преобразование 
Бохнера для функции } (в) в интервале (—Л, Л)(Л>0) линейно. Далее, 
обозначим через Ё "1 (р) тот неопределенный интеграл функции }(в), 
для которого преобразование Бохнера в интервале (—Л, А) линейно. 
Тогда 


0 ть 2.4 
9) |< _ зар 1/6 (2.1) 


Бор доказал неравенство (2.1) для периодических функций. Распро- 
странение неравенства Бора на произвольные измеримые ограниченные 
функции дано в (19). В том неравенстве, которое нам понадобится, оценка 


интеграла дается не через 


зир ] | (№) |, 
—оо< «оо 


а через 
р 
зир И {5 (1)}. 


—о<и<о в 
ТЕОРЕМА 3.4. Пусть функция в (№) удовлетворяет условию 


вор 7 (2 (4) = Мо (2.2) 


—©<<и<о и 
и пусть преобразование Бохнера-Стильтьеса для функции с (в) линейно 
в интервале (—Л, Л; 0< Л <\1). Выберем постоянную величину К так, 


чтобы преобразование Ботнера для функции с (р) + К было линейным 
в интервале * (—Л, Л). Тогда справедливо неравенство 


ес, (2.3) 


где С — некоторая абсолютная постоянная. 


* Мы увидим, что это возможно. 
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Доказательство. Докажем вначале неравенство (2.3} для случая 
тригонометрических многочленов. Общий случай легко сводится к нему 
[см. (15)]. Итак, предположим, что 

и 


5 (в) = у с.г") &=\ 5.) 4 


$ \Х=1 


с действительным )». Непосредственным вычислением легко показать 

[см. (8), стр. 115], что условие | № | >. Л равносильно линейности преоб- 

разования Бохнера-Стильтьеса для функции с (р) в интервале (—Л, А). 
Мы должны доказать, что если |\»„| > Л, то 


и 


С 
<” эр \ 5$» (5) 145, (2.4) 
—е<и<о 9 


и 
| т 5» (а 
0 
причем постоянная А выбрана так, что тригонометрический многочлен 
и 
К - |5 п (У) 4% 
0 


не имеет свободного члена. Покажем, что, не нарушая общности рас- 
суждений, можно при доказательстве неравенства (2.4) ограничиться 
случаем Л =1. В самом деле, тригонометрический многочлен 


А 
Р7 Е и Е Ури 
и (в) = 5*(Ё) == 2 а ,е = > а,е 
—1 &—1 


удовлетворяет условию |\„ | > 1. Пусть 
и 


№= эр \ |2 (149 
—© << С 


и пусть уже доказано, что 


и ль \*, (4 < СМ, (2.5) 


причем постоянная А выбрана так, что тригонометрический многочлен 


и 
А+ 
0 


не имеет свободного члена. 
Из неравенства (2.5) следует: 


| Е 15. ()а» 


0 


а 
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деля на Л, получаем 


>| 


и 
ж+) 5» ( () “|< 
0 


что, в силу произвольности числа и, равносильно неравенству 


С.М 
С: , 


и 
к + |5» 94 <Сс-\, (2.6) 
0 


А 
где &=л. 


Далее, мы имеем: 


+1 и; 
№= зар 12.614 = зир $ |5» (+) ®= 


и о, 
вн 1 
ях Я ях их 
=А эр \ 15.) ФА эр } 1569 14. 
о ком р —©<<и<® ыы 
А 


Положим 


Т=т-+6 (41), 


где п — целое положительное число и 0<0< 1. Имеем: 


+ Й и-п-0 
Л эм 9 (У) 4= — с зи 15 (\) | 4 < 
7 ре ее 
Й и-т--1 4 и 
<. эр. \ 15 14 < (№ ) вир \ 15» (9) [4 < 2М. 
—с<<и< о — ©<и<о я 


Поэтому из неравенства (2.6) следует неравенство (2.4) с заменой С на 2С. 
Остается доказать неравенство (2.5). Положим 


Г 


= 


Вычислим преобразование Фурье для функции ф (4). Имеем: 


со ные. — 03 
4 2 . 2 (зщ ^а 
= == \ бе-ввд=У 2 озшла + И? ( о. 
0 1 


—Со 


$ (—№ = —+0). 


= --1> 
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о. 


Так как 
со а.со 
ое = \ __ 4), 
1 а 


то функция 2 (а) в окрестности точки а = 0 ограничена и в точке а =0 
имеет разрыв первого рода со скачком, равным У2я. Интегрируя дважды 
по частям, мы получим: 


О" и о эш ла и 


Отсюда видно, что 8 (а) 6 Ё. (— со, со), и при а-> со 


8 (а) =0 (=) 2.7) 


Рассмотрим функцию 


со 


(= у} +9 = () аа. 


Покажем, что 
и 
В (в) = А- *, (у) 4% 
0 
причем постоянная А выбрана так, что свободный член многочлена КР’ (р) 


равен нулю. 
В самом деле, в силу формулы обращения Фурье, 


со п и, 
№ = ( е*? в (а) а о. 6" = А+ \*, (у) 4» 
= 2" —с Х1 о 
'Гак как 
} 5 со Й Е 
Аа аа—= У 
т А ье+9 а 1, (в Е а) = (а) аа 


то из оценки (2.7) следует 


<С. зпр м (у) | 4 =С.М. 
и 
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При помощи грубого подсчета можно показать, что С. = -+ 3. 

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть функция с (р) удовлетворяет 
условию (2.2) и пусть ее преобразование Бохнера-Стильтьеса линейно 
в интервале (—Л, Л; Л <!). Выберем произвольное положительное 
число п и положим 


$1104 па 


о \ та ас (р - а). 


Так как преобразование Фурье функции 


$114 па 
- вне интервала (—4п, 4п) 


3а4 
равно нулю, то, в силу леммы 1.2, преобразование Бохнера для функ- 
ции р, (2) в интервалах (—с0, 4п), (—Л, А), (4п, со) линейно. Как по- 
казано нами в заметке (10), существует последовательность конечных 
тригонометрических сумм 5, м (№) с показателями, лежащими вне интер- 
вала (—Л, Л), сходящаяся при № -> со равномерно в каждом конечном 
интервале к функции р, (1). Из представления для сумм 65, м (р), ука- 
занного в (19), легко следует, что 


ит и 
вир \ 15, м () |4 < зар \ [о (9) [4 
—с2<и<о с —<«и«оо ы 


и, значит, в силу леммы 1.1 (пункт 2), 


и 
вор 15 (914% < М. 
а 


Из неравенства (2.4) следует: 


и 
К. + (5,6) 4 | < -М. (2.8) 


0 


Пусть р и п зафиксированы. Покажем сначала, что существует предел 


Ка = Ш Кл, м. 


№М—><о 
В самом деле, 


и 


= \ 5, м (№ -- а) в (а) аа. 
8 


0 = 


Лолагая в этом равенстве № —> ео, мы получим 


| со 
1 
1 4у= —— а) 2 (а) а“. 2.9 
Паш Кн. у | 2-45 @) (2.9) 
Поэтому существует предел 
К = Им Ан, м. 


№М—>> оо 
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Переходя в неравенстве (2.8) к пределу, полагая М —> со, мы получим 


а (2.10) 


и 
К» е (у) 4 
0 


и 
Легко видеть, что преобразование Бохнера функции К» - 6» (у) 4> 
0 
в интервале (—Л, А) линейно. Пусть р есть точка непрерывности функ- 


ции с (в). Переходя в равенстве (2.9) к пределу, полагая п-—> со, мы 
получим, используя лемму 1.1: 


со 


К+3®-= | 8@) 4+0), 
где 


К=На К, —5 (5 (+0) +°(—0)}. 
п>< 
Переходя в неравенстве (2.10) к пределу, мы получим 
С 
[К 3 (в) | < -М. 


Легко видеть, что преобразование Бохнера функции К + с (1) в ин- 
тервале (—А, А) линейно. Теорема полностью доказана. 

Замечание 1. Неравенство (2.3) можно итерировать. 

Впрочем, начиная с г=1, можно пользоваться неравенством Г. Бора, 
ибо функция К | с(р) ограничена. 

Замечание 2. Если можно подобрать постоянную величину С; так, 
что функция С, {+ с(в) нечетна, то преобразование Бохнера для функции 
С. +з(в) (Бохнера, а не Бохнера-Стильтьеса!) в интервале (—Л, Л) ли- 
нейно. 

В самом деле, допустим сначала, что 


в 


’ (в) = № СьсозАщ [№ А. 
А=1 


В этом случае 


эт Луш 


4 = У =) — 20). 


ы 
эт А 
Так как тригонометрический многочлен » СЕ а 
= 
члена, то преобразование Бохнера для функции с (№) — с (0) в интервале 
(—^, ^) линейно. 


Легко видеть, что функция с (в) —с(0) нечетна. 


не имеет свободного 
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Рассмотрим теперь общий случай. Пусть 


3 Сам 
р = ох и 42 (в а). 


Легко видеть, что если функция о (р) нечетна, то функция р „ (2) четна. 
Поэтому тригонометрические многочлены би, м (№) (см. доказательство пре- 
дыдущей теоремы) также четны и, значит, ввиду того что Ша 5’, (в)==6, (в), 

№ ' 
и 
преобразование Бохнера для функции | р, (У) 4» в интервале (—А, Л) 


0 
линейно. В силу леммы 1.1, в каждой точке непрерывности функции с (р) 


Ш Ц, Фе — 5 (2 (+0 +3(-—0)} =) +» 


Функция с (р) - С, нечетна и ее преобразование Бохнера в интервале 
{—Л, Л) линейно. 


$ 3. Доказательство теоремы, аналогичной теореме С. Н. Бернштейна 


В настоящем параграфе мы рассмотрим теорему, на основе которой 
сможем получить асимптотические формулы (0.4), (0.5) и (0.6). 

Пусть функция с (р) удовлетворяет условию (2.2). Примем следующие 
обозначения. Через в (1 (») будем обозначать функцию с (р) -- Со, где 
С, — произвольная постоянная. Через с— 1 (») будем обозначать неопре- 
деленный интеграл для функции с (1 (р), т. е. функцию 


и 


2 (5) 4 + Сев -Е Сь, 


0 


тде С, — произвольная постоянная, и т. д. Очевидно, что функция °— 1" (р) 
определена с точностью до многочлена г-й степени. Из известной леммы 
Эсклангона [см. (13), стр. 213] следует, что если функция с (р) ограничена и 
среди функций с (») (’>1) имеется ограниченная (обозначим ее через 


о ("1 (р)), то функции 


О т а а а, 


также ограничены. 

ТЕОРЕМА 3.4. Пусть функция с (р) удовлетворяет условию (2.2). До- 
путим, что для каждого е > 0 можно указать функцию в. (р), преобра- 
зование Бохнера-Стильтьеса для которой в интервале (—е, ге) линейно 
и которая удовлетворяет неравенству:, 


и Но, 
И (3.1) 
—о<и<о и 
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причем постоянные К > 0, 90а 1, ‚> 0 (целое) от в не зависят. При 
этих предположениях среди функций «ГИ (р) найдется ограниченная 
функция зо ("И (р), удовлетворяющая неравенству 


«АВ |", (3.2) 


| 
] ву ("И (у а) а» 
0 


причем постоянные величины А и В от виа не зависят. При а=0 
справедлива оценка * 


<ЗА+ВШ| |. (3.3) 


и 
зем (у а) 4% 
0 


Доказательство. Положим 


1 
д @=0,1,2,...), сл) =, ), 


8х —= 


ть (в) =» (р) — 9, (в), 3о (2) = о (р) 
и рассмотрим бесконечный ряд 


до (6) + {21 (9) — 0о6)} +--- =) += ®) +---= Ш * ®). (8.4) 


Легко видеть, что в каждой точке непрерывности функции с (в) ряд (3.4) 
сходится к о (р) - С. 
Рассмотрим функцию 


“» (1) О (р) о (1). 


1 1 < 
Ее преобразование Бохнера-Стильтьеса в интервале ( — — >*) линейно. 
/ 


ра 
Так как 
ит и 
зир И {*%(в)}} < эр У {3(1) — в (в)} + 
—©2<и<о в —<<и<® и 
и К К К 
ге на И {3 (в) — жа {#1} < иена) Г зао) = ое ; 


то, на основании неравенства (2.3), 


К 


1-6) | «ке. (3.5) 


* При г =0 полагаем, по определению 
э 


и 
Ев (и +С, 
0 
и, следовательно, имеют место оценки: 


[в (и а) —с (а) < АВ и)“, 
[с (и а) —с (а) | < А+ Вш|ц|. 
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Поэтому ряд 


зо (р) + я ИН (в) == (6) (3.6) 


—1 


сходится абсолютно и равномерно. Покажем, что 
8 (р) = < М (р). 


В самом деле, если ряд для &(в) продифференцировать (”—1) раз, то 
мы получим равномерно сходящийся ряд (3.4), сумма которого почти 
всюду равна с (1) | С. Оценим 


и 
атеи (о + а) 4% 
0 


Выберем произвольное действительное число № и определим целое 
положительное число т из условия 


д <.<2". 
Далее, положим 


мо Шо 


аа = | е- +  4 + 
0 


0 


1 мо 


2 мк И (у а) 4 


гы 


< Ш 


+ № \ ла 1 (у { а) 4 =Р (в, а) - О (№, а) + РВ (в, а). 


А—=т 0 


Оценим каждое слагаемое отдельно. Имеем, в силу неравенства (3.5), 


Й ЗА 
В (ро, а) < К, рт 5\\ == К» [во| У, ео < 
А=т 
й 
< Кз |0 | та < Ка | во | | о [1 = Жа| ро |". (3.7) 


Для оценки О (№, а) снова используем неравенство (2.3). Имеем: 


и 
Су ] ГП (а) 


0 


ОА». 
Следовательно, 


Мо 
+0) + 


0 


мо-фа 
а Ая \ и () 4 


© 


а 
$ [с ые \ лк Г) а <2К,2"". 
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Поэтому 
т—1 


[О (ро, а) | < 2Кь У 2 < К" 9" < Ка |". (3.8) 


&=1 
Остается оценить Р (в, а). Так как 


по (в) = 90 (1) = < (р) — {5 (в) — о (в)}, 


то 
и и г 
зар У (чо (#)} < зар И {(#)} + 
—0<и<о в —<<и<о в 
и--1 
+ эр У(() 9 (в)} <ЗИ+К=М.. (3.9) 
—<<и<со в 


Так как преобразование Бохнера функции с, (в) линейно в интервале 
(—1, 1), то, на основании неравенства (2.3) и оценки (3.9), 


Но 
|Р (ро, а) [< | -Н (у а) 4 < А, (3.10) 


0 


причем постоянная величина А от щ и а не зависит. Сопоставляя нера- 
венства (3.7), (3.8) и (3.10), мы получаем неравенство (3.2). 

При «а=0 оценки для Р(щ, а) и В(ш, а) остаются в силе. Для 
О (ш, а) получаем другую оценку: 


[т—1 . 
|О (ро, а) | < 2Кь > 20 = 2Кь (т — 1) < К, шв |. 


А=1 


Поэтому в случае а = 0 имеет место оценка (3.3). 

Замечание 41. При г=0 2 (р) есть сумма ряда (3.4). 

Замечание 2. Теорема 3.1 аналогична обратной теореме теории 
аппроксимации (теореме С. Н. Бернштейна). Нетрудно также получить 
в нашем случае теорему, аналогичную прямой теореме теории аппрокси- 
мации (теореме Джексона). Мы на прямой теореме не останавливались, 
так как она нам не потребуется. 

Используя один прием, предложенный А. Зигмундом (") для уточне- 
ния теоремы ©. Н. Бернштейна, можно в случае « =0, наряду с оцен- 
кой (2.3), получить для функции с, 1 (№) еще одну оценку. 

ТЕОРЕМА 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.1, причем а =0. 
Тогда среди функций с (р) найдется функция в, (и), удовлетворяю- 
щая оценке * 


и 
1 1 —[^ —[ 
(0 Пао а —5)} 4 
0 


к. (3.44) 


причем постоянная величина К от и ца не зависит. 


* При г=0 в, (и) =с (и) + С. Поэтому оценка (3.11) принимает вид: 


и 
1 (> {с (а у) —с(а—у)} 4» 


— ЗБ. 
ы 


0 


АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 3441 


Доказательство. Рассмотрим вначале случай г>>0. Пусть аи ро 
обозначают то же самое, что и прежде. Из равенства (3.6) следует: 
ть 1 : . 
р (ее У +8 (а — 9} = 5 (а +) + ча — 5) + 


+ У (На + б- а — 5} =, (а, ) + х о 


А=1 А=1 


При фиксированном а функции в» (а, у) (К =0,1,2,...) четны. Поэтому 
(см. замечание 2 в конце предыдущего параграфа) преобразования Бох- 
нера для функций 


и 
«; 11 (а, р) = о (а, у) 4» 
0 
в окрестности нуля линейны *. Далее, выберем постоянные С» (а) так, 
чтобы преобразования Бохнера для функций 
и 


Сь (а) ) Фх 1 (а, у) 4 = о (а, у) 


0 


в окрестности нуля были линейны. Пользуясь неравенством (2.3) и оцен- 
кой (3.5), мы получим: 


[ох (а, в) | <С.К»›2* = К... 


Поэтому, рассуждая как прежде, получим 


и и 
|4 ох (а, 5) 4% |< 2К..2*. (3.14’) 
НИ 0 


Положим, далее, 


№ 


еее ЧУу+Е(а пе аы (а, 4+ 


0 


т—1 Рави 
| | ан (а, у) 4 р \ а о (а, у) 9=Р (а, ро) ЕО (а, ро) В(а, ро) 
Е=1 0 А=т о 0 


В силу оценки (3.14”), 


Р(а, в)|<2К.=А,, 
| Р\(а, во) |< 2К., 1 42) 


т—1 
|0 (а, во) | < 2К» Е - 2% < Кв2" < Кз ||. 


К=1 


* Если преобразование Бохнера для функций ] (5) в окрестности нуля линейно, 
то оно также линейно при любом постоянном а и для функции } (и + а). Для 
тригонометрического многочлена это утверждение очевидно. В общем случае 


аппроксимируем функцию многочленом. 


4 Известия АН СССР. серия математическая, № 4 
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Наконец, в силу оценки (3.5), 


а 24 
ГА, вк У 14 < 
ра 
<, [во [? у Е < Кл | во |. (3.13) 
А=т 


Из (3.12) и (3.13) следует оценка: 


Е 


. кА. (3.14) 


9 вату -+@—)} вы 


9 0 


причем постоянная величина К отаи Ш не зависит. 


Пусть 
8 (в) = со 1 (р) и во [1 = а (У) 4%. 
0 
Тогда 
У Й Й а а— 
вече 3] 50% 508} - 


> -- {во (а + У) — в" (а — 5}. 


Поэтому неравенство (3.14) эквивалентно неравенству (3.11). 
Пусть теперь г = 0 и а = 0. Неравенство (3.1), следовательно, имеет вид 


эр У ()} < Ко. (3.45) 


—<<и<о и 


Выберем произвольное положительное число п и положим 


о (1) = р - 4 (в а), 


—©05 


со 
3 \ 5114 па 


ы \ а (и а). 


пза“ 


Из леммы 1.2 следует, что преобразование Бохнера для функции 
Ри, (в) в интервале (—е, =) линейно, а из леммы 1.1 следует, что не- 
равенство (3.15) влечет неравенство 


вы 
ор | |) — р... 6)14<К.. 


—©<<и<о -- 
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Положим 


ря (2) = ри, о (№) - {р,,, (#2) — ри, (2) +---= Ни р,» (в), 


> 
где 


ви, (В) = 2», =) (р), Е узо 


Так же как и прежде, можно показать, что 


58. (3.16) 


в У 
1 1 
вены 


где постоянная величина К от риа не зависит. В силу леммы 41.1, 


У 


Г я {ри (@ + ,) р, (а — ,)} 4%, = 


а-у в— 


0 аз | ри (*,) 4», — рыба} -26@+9—о6-9. 


Поэтому, переходя в неравенстве (3.16) к пределу, полагая п-> со, мы 
получим 


р <кК 


что и требовалось доказать. 


$ 4. Некоторые вспомогательные оценки для спектральной функции 
самосопряженного дифференциального уравнения второго порядка 


1. Рассмотрим в интервале (0, 6), 0<Ь< со, дифференциальное урав- 
нение 


У — 9()} у=0, (4.1) 


в котором 4 (5) — действительная функция, суммируемая в каждом конеч- 
ном интервале (0, 5 < 5). Обозначим через й произвольное действитель- 
ное число и через ф(х, \) — решение уравнения (4.1), удовлетворяющее 
начальным условиям: 

ф (0, ^) =14, $’(0, №) =А. (4.2) 


Число й может также равняться бесконечности. В этом случае под ф (%, ^) 
мы будем понимать решение уравнения (4.1), удовлетворяющее началь- 
ным условиям: 


Ф (0, №) =0, $’, ^) =ИХ. (4.2) 


Мы рассмотрим подробно случай й -Е со. Изменения, которые сле- 
дует внести в наши рассуждения в случае й = со, будут нами кратко 
указаны в конце статьи. 

4* 
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Как известно (*), при данном й существует по крайней мере одна 
монотонная, ограниченная в каждом конечном интервале функция р (^), 
такая, что для каждой функции }(5) 6 Г, (0, 6) справедливо равенство 
Парсеваля: 


со ъ' 
4 = | 22 0)420), 80) = Ми. | 9, 45. 


Функцию р(^) мы будем называть в дальнейшем спектральной функ- 
цией уравнения (4.1). Для вывода асимптотических формул, указанных 
во введении, нам понадобятся некоторые предварительные оценки для 
снектральной функции р(^). Эти оценки будут получены в настоящем 
параграфб. 

ЛЕММА 4.4. [В. А. Марченко (5), (°)]. При каждом фиксированном 
положительном 1, < 26 


0 


\ соз УХ хаб (\) < оо. 


—© 


Доказательство*. Как известно (12), можно указать такую непре- 
рывную функцию К (&, $), $ <Е<Ь, что 


[: 
сов УХ х(ь ^) + }к (1, )Ф(5, №) а. (4.3) 


о 


Интегрируя обе части равенства (4.3) по Ё в пределах (0, хо) и ме- 
няя порядок интегрирования, мы получим: 


ы т хо х 1 
мА = $(, ^) а +42 к(, $) 2 (5, 45 = 
0 


0 0 


Хх Хо Хе 
= (+ К ($0 4} Ф(& ^) &= Н(%, до (ь №) аа. 


0 
| эт Уля, 
Из этой формулы следует, что функция у ть преобразование 


Фурье (по собственным функциям ф (1, ^)) для функции, равной Н (т, # 


при {<1, и равной нулю при #>45.. Применяя равенство Парсеваля, 
мы получим: 


х 


й ны ар) = |=: (то, #) 42. 


0 


Из этого равенства лемма В. А. Марченко следует непосредственно 
ь 
2. Обозначим через г произвольное положительное число < он + 


* Мы приводим здесь доказательство, отличное от доказательства В. А. Марченко 
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рез & — произвольное действительное число. Рассмотрим функцию 
л 1 
ин — > 2) созар, 0<1<2, 
0, 22:56. 


Умножим обе части формулы (4.3) на 8. (И и проинтегрируем по Ё в 
пределах от 0 до 6. Мы получим, изменив порядок интегрирования: 


2= 
фе (Х, а) = =\ (2е — 2 соз УХЕ. созаё 4 = 


0 
25 25 


1 
= 5. де, 4+ в. ди К 9) (в, Маз = 


=\ {в ($, а) + \к (изв. (ва) 4} 9, Л) 45. (4.4) 


При помощи интегрирования по частям легко найти, что 


2 


а = а — девухаднае ва) + — ов (УХ — 6) 141 = 


г Е —. {ные —. 
=(Ил- а) е(Ух— а) } 


Формула (4.4) показывает, что ф, (\, а) есть преобразование Фурье функ- 
ции 
2= 
8, (5, а) + } К 5) 8. (6, а) 4. 


3 


Поэтому из равенства Парсеваля следует: 


2= 2= 


\ фей (®, а) 4р (0) = ) {445,4 5“ оу, д 4. = 6.5) 


‚Из представления функции ф. (\, а) в виде определенного интеграла 
легко следует, что для Х < 0 равномерно по а (а — действительное число) 


| фе (^, а) | < созв У [-2в. 


Поэтому из леммы 4.1 получаем, что при е ->0 равномерно по а 


0 


уго, 440) =0(1. 


Таким образом, из формулы (4.5) следует: 


25 25 


ао, а) ар (^) = Кеа (5, а) 45 + 2\ Ве (5, а) 4 К(, $) в (, а) а + 
о 6 8 
к 


28 2 


к (3) а) 41) +0(1). (6) 
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Оценим второй и третий члены справа в формуле (4.6). Вначале рас- 
смотрим второй член. Меняя порядок интегрирования, мы получим: 


2= 2= 2= { 
(в. (5, а) аз \ Кез. (в а)@ = \ в. (а) и К (, 5) Ее (5, а) 45. (4.7) 
0 $ 0 0 


Г 
Оценим интеграл Се, $) 45 при #0. 
0 
Наряду с формулой (4.3) справедлива формула: 
й 
Ф (6 Л) = в03 УХЕ \к, (6, $) соз УХ зах. (4.3) 
0 
Обращая формулу (4.3'), мы получим формулу (4.3). Поэтому 


ое но + \ К, (6 Г) К, (г, $) аг-+.... (4.8) 


0 


Из представления для К, (Е, $), полученного В. А. Марченко (5), непо- 
средственно следует, что при * #—>0 


[ 
|К, ©, 911140 (1969145). (4.9) 
0 
Поэтому из формулы (4.8) следует, что при #—>0 


{ 1 


Икс, За 1+ 0( |9 6914). (4.10) 
о 


0 


Пользуясь тем, что |8. (&, а) | =0(:) равномерно по а, мы получим, в 
силу оценки (4.10) и формулы (4.7): 


2 


| в. ($, а) 4з\ К (зе. (6, в) |= 


25 


1 
ве, а) а КЦ, 5) ве (5, а) аз 


0 


2= 


-о(+ {алк 514) 01 ав +0 (ла) = 


0 
2 


=0()-+0(\ 19 (5)14*). 
0 
Оценим третий член в формуле (4.6). Так как 


2= 


\ КС, 5) =, 9д&=0(), 


8 


* Формулу (4.9) можно также получить, рассматривая уравнение в частных 
производных для К, (1, $), указанное в (1?) или в (“). 
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то при =з->0 


2= 25 2 25 2= 


41 К (6, $) &. (1, с) 4} =0(\ 4=\ [К (6, $) |8. а)141) = 


о (ве, лак 51а) об о(Цаваь)} а 


о -+0(6 1969148) = о + (Лау). 


Поэтому из формулы (4.6) следует: 
2= 25 


20, в) 420 = (вл, 943 +0080 0(}196)14:)+0). 4-4) 


0 0 


Если отрицательный спектр отсутствует, то в формуле (4.11) члена 
О (1) не будет. 

Положим (для Х > 0) Х = р?, р (^) = р (в?) =с(в) и продолжим функцию 
с (») на отрицательные № по нечетному закону. Формулу (4.11) можно 
переписать в виде: 


со о 2Е 


2», 2) 43 ®) = (в (5, а) 48 +008) +0(\ 1965)14*)-+-0(. 444 


—с© 0 0 


Из формулы (4.11) непосредственно следует важная лемма В. А. Мар- 


ченко (5): 
ЛЕММА 4.2. Существует не зависящая от а постоянная С такая, 


что 


[с (а 1) —с(а)|< С. (1) 


Доказательство. Положим в формуле (4.11’) е=е,, где ву == 
= шш (, 5) . Из монотонности функции с (р) следует: 


о (№ — а) 


К | =0 (и — т ыы Ее :) ой 
а 0 


х 7 2 * 
Так как для О<у<1 "> — ,‚ то из предыдущей оценки получаем: 


1 
р 42 (в а) < Сы 


0 


откуда оценка (!) следует непосредственно. 
3. Рассмотрим при фиксированных = и а функцию 


эт= (ма) зш=(и— а) 
Чо) = Пра ев ° 
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Функция ф.”(», а) четна. Рассмотрим преобразование Фурье этой 
функции: 


в ( @) = Е) Фе" (1, а) соз 4 а. 
0 


Функцию с.” (#, а) можно вычислить. Однако ее явный вид нам в даль- 
нейшем не понадобится. Для нас важно, что функция 8.’ (, а) обладает 
следующими двумя свойствами: 

1) =.” (6, а) обращается в нуль вне интервала (0, 2е) (#>.0); 

2) &.' (Е, а) =0 —) равномерно по а. 

Первое свойство следует из того, что при фиксированных в и а 
ф-* (6, а) есть четная целая функция экспоненциального типа степени 2е 
и, значит, в силу классической теоремы Винера-Палея, ее косинус-пре- 
образование Фурье равно нулю вне интервала (0, 2®). 

Второе свойство функции 8.’ (&, а) следует из оценки 


р, о ета, ды 2 ея, ав < 
0 _—© 

«ара {ее ран} = 
о 


—© 
Пользуясь указанными свойствами функции &.’(&, а), можно получить 


оценку, аналогичную оценке (4.11”): 


= 


со 2= 
й : * о 
ные, ода) = в, 948 +008) 0 (\1965)14)-+0(. (4.447) 
—с 0 0 
Вычитая из равенства (4.141”) удвоенное равенство (4.11”), мы получим: 


2 ) о („) ба: (5, а) 45 — 


и (г (6, 4-0) +0 Ц 19 (5)143)-+00. — 441”) 


В силу равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье, 


25 


}е а [= и. т | ва 


„2 они Эш е (и - а) зщ: (и — а) \? 
в: (5, а) 45 =-2 а. о а. 
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Поэтому 

уе а = ее ме 

Та а ева а, ео, 
а аи. 


Следовательно, из равенства (4.11”) следует оценка (принимая во внима- 
ние нечетность функции о (р)): 


2= 


ЕЯ аз ЕО |9 (8) 143) +04). 


2= 
Помножив обе части последнего равенства на в и разделив на —, мы 


3 
получим: 
со 2= 
8 104 5 о, 
о ААА |9 (5)145) +0) 
или, так как 
3 С 3114 = 
Эх \ ва Ч = 1, 
ао -= +4] = 
2= 
— О (ей) + 0(*\ |9 (5) 143) +0(). (4.12) 


0 


Если отрицательный спектр отсутствует и й=0, то из оценки (4.12) 
следует: 


ое \ м 4 (р о +8) ов . (4.43) 


Оценки (4.12) и (4.13) играют фундаментальную роль при выводе асим- 
птотических формул для спектральной функции р(^). Из предыдущего 
следует, что эти оценки имеют место равномерно по а. 


$ 5. Асимптотическое поведение спектральной фувкции р (\) 


1. В этом параграфе мы дадим вывод асимптотических формул для 
спектральной функции самосопряженного дифференциального уравнения 
второго порядка, указанных во введении. 
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Обозначим через за произвольное положительное число и рассмотрим 
ядро Джексона 


3. е 3 «В 
а О”. 


Р (©, =) = 37 (4 ны =. если 2е< |а| < 4е, 


5 


0, если |«| > 4е. 


Легко найти преобразование Фурье функции ДЛ («,=). Мы получим: 


со 


1 3 ыы 
а у | Рева — о. 


—= 5.5) 


Далее, составим функцию 
Н (а, ®) = (26, е) + 82 (а, 22) — "р (с, =). 


Пользуясь явным видом функции ДЛ (а, =), легко показать, что функция 
Н (&,=) равна единице для 0<|«| < 2е. 
Пусть 


(в, 8) =-9- (4 (6 9) 4-84 (в, 29) — 34 (=). 


В силу формулы обращения Фурье, 
Й со 


Н (<, г) = \ Й (р, в) ее 4. 


Пусть функция т (р) удовлетворяет условию 


И 
вир_Т {<(2)} о. (5.1) 
—©<и<о в 
Положим 
= \ р (а, в) ах (ва) 
< У2= к : ы 


В силу леммы 1.2, преобразование Бохнера-Стильтьеса для функции 
<: (р) в интервале (—2е, 2е) линейно. 


Из леммы 4.2 следует, что функция х (р) = (р) — в удовлетворяет 
условию (5.1). Далее, из оценки (4.12) следует оценка: 


ыы о. 
вир У () —ч()} = эр (|0. 0)14< 
—<<<о в —©<и<о ь 


4= 


< яр [0.61061 +0(4( 199143) +06. 
—со< «оо Е 


0 
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Поэтому к функции т (р) = с (р) А применимы теоремы 3.1 и 3.2 
(Г =0иа=0) и, следовательно, имеет место 
ТЕОРЕМА 5,1. При р.-> со равномерно по а 


ов 4) — (а) = 2 в + О(вв), 


[ее + -@-9-2 4-0). 


т 
мы 


0 
Последняя оценка, в силу нечетности с (у), совпадает с оценкой (0.5). 


2. Если #й =0, отрицательный спектр отсутствует и при #—0 


{ 


\19 (5) 14 = 0 (), 


0 


где «< 0, то из оценки (4.13) получим оценку (: (№) =с (в) — > в) : 


ое 
зир У {< (2) — «= (2)} =0 (+4). 
—03р<о в 


Поэтому, снова применяя теорему 4.1, получим следующее утверждение: 
ТЕОРЕМА 5.2. Если отрицательный спектр отсутствует, #=0 и 
при #0 


1 
19 (5) 14 = 0 (*), 


где «>0, то при в-—> оо равномерно по а 
2 
(#4) — (а) = ь+0(1). 


3. Рассмотрим кратко случай й =0. Под Ф (х,^) мы понимаем решение 
уравнения (4.1), удовлетворяющее начальным условиям 


Ф (0, ^) = 0, $' (0, ^) = УХ. 


В этом случае следует использовать формулы: 


[а 
Ф (6%) = эт ИХЕ+ \к(, 5) зт ИХ з4:, 
0 


1 
эт УХЕ =Ф (4, )— к, (5) (5, ^) 43. 
0 
Далее следует повторить все предыдущие оценки, однако вместо 
функции 
в. (а) = —. (2е — 2) соз а 
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следует взять функцию 
` (2= — 1) зп 24. 


Окончательная оценка имеет вид: 


г \ м 4 ео — (+0) = (@) ое) (5.3) 


—<со 


Если отрицательный спектр отсутствует, то члена О (®) не будет. 

Заметим еще, что в случае й = со лемму 4.2 следует выводить из 
формулы (4.11”). 

Оценка (5.3) позволяет для этого случая получить теоремы 5.1 и 5.2. 


Поступило 
18. ХИ. 1951 
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Н. И. АХИЕЗЕР 


О ЦЕЛЫХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ФУНКЦИЯХ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ, 
ИМЕЮЩИХ МАЙОРАНТУ НА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
ВЕЩЕСТВЕННЫХ ТОЧЕК 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе доказываются две теоремы о зависимости роста целой 
функции конечной степени вдоль вещественной оси от ее роста вдоль 
некоторой бесконечной последовательности вещественных точек. 


1. Отправным пунктом для настоящей заметки послужила следующая 
теорема М. Картрайт (1): если }(2) есть целая трансцендентная функция 
степени с < п, то из неравенств 


1+) 1<4 (#=0,14,2,...) 
вытекает, что 


|7 (2)1<С (—2-®<2<о5), 


где С зависит* только от в. 

Наше обобщение этой теоремы имеет целью заменить ограниченность 
функций (на последовательности точек в условии теоремы и на всей ве- 
щественной оси в ее заключении) наличием у функций некоторых майо- 
рант. А именно, мы доказываем, что существование удовлетворяющей 
некоторым условиям майоранты для значений функции на некоторой по- 
следовательности узлов влечет существование определенной майоранты 
на всей оси. 

Если оставить в стороне майоранты, являющиеся многочленами, а так- 
же один класс майорант, о котором мы ниже (см. п. 5) скажем и для 
которого теоремы интересующего нас типа легко получаются при помощи 
некоторых построений В. А. Марченко (3), то в указанном направлении 
нам известна лишь одна статья, принадлежащая Ш. Агмону (4). Как по 
использованным в ней методам, так и по своим результатам, эта статья 
имеет мало общего с настоящей работой. 


* Точное выражение коэффициента С = С. при любом с пока неизвестно. Но зна- 


чение этого коэффициента для некоторых частных значений с ( именно имеющих 


п п—1 Е 
вид — или к . где п — натуральное число >.2) и представляющее особый ин- 
п п 


терес асимптотическое значение С’, при с -> п известны. Их нашел С. Н. Бернштейн (?). 
Асимптотическая формула С. Н. Бернштейна имеет вид: 


С — п {в > п). 
[о 
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2. Обозначим через ® (2) целую трансцендентную функцию нулевого. 
рода, удовлетворяющую следующим условиям *: 

а) все нули ах - 13» (& =1,2,3,...) функции ®(2) лежат в верхней 
полуплоскости и таковы, что 


У 2 <>; 
№=1 
Ь) на вещественной оси (—©ю < хе) 
|® (2)| > 1. 
Возьмем какое-нибудь р >0 и какое-нибудь вещественное » и положим 


О @) = 5: {о (2) РА о (2 е12-в}, 


где в (2) означает результат замены в степенном ряде для ® (2) всех коэф- 
фициентов комплексно сопряженными величинами. 

При вещественном 2 эта функция вещественна и удовлетворяет нера- 
венству 


[О (2) 1<[®(2)| (2<<2<о5). 
Когда х пробегает вещественную ось от —со До со, величина 
$ (1) = агро (2) - ре ^ 


монотонно возрастает от —со до со, так как 


р ©’ Е. В у 
Ро += Уря РР. (1) 
Ё—1 


х— а) + 8% 


Поэтому, определяя хх» из уравнения 


агро ® (2+) + рль + ^ = > + #х (+А=0,4,2,...), 
так что Г | 
ы (+) ох ЕВ (- 1) 7 Ф (2+) р 


мы получаем все вещественные нули 1, функции О (2), расположенные 
в порядке роста. Эти нули являются простыми и притом единственными** 
нулями функции © (2). 

Из формулы (1) вытекает, что*** 


: о 
ф (®) <Рр-+ Ув. 
Е—1 


со 


1 
* Предположение о сходимости ряда > В впервые в родственных вопросах 
А 


А=1 
встречается у С. Н. Бернштейна [(5), стр. 196] и делается для того, чтобы получить 
первую часть выводимого далее неравенства (2). 
** Это есть частный случай более общего факта [см. (6), стр. 445]. 
со 


ы о 1 
**+ Если ©(2) нулей не имеет (т. е. является константой), то величину о 


Г В: 
надлежит считать равнои нулю. 
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А так как 


$ (2+1) — $ (2%) = 
то, следовательно, 


= : <Зан <. (2) 
р к. 
1—1 В; 
Заметим еще, что 
© (+) = (—1) 1 (2%) [$'’ (22) = (—1)-1р | (2) | (1 Е в», (3} 


где вх. > 0 и =е„—>0 при + &-—> о. 
Возьмем положительное число й, удовлетворяющее неравенству 


ев ви 
а 


и положим 


Заставим точку 1 двигаться вправо от 2» к 1441. Мы найдем две точки 
т, тыл (а), для которых 


© (2+) = © (вы) = (—1)*. 
При этом в открытом интервале (ть, ть) будет иметь место неравенство. 
|9 (2) [> 8. 


Геометрическое место точек (линии уровня), для которых 


[О (9 [=5, 
очевидно, состоит из последовательности непересекающихся кривых Сх, 
й Г 
проходящих через точки 2%, лк (ЕЁ =0,1,2,...). Все эти кривые лежат 
в полосе 
—й <<, 


так как, например, сверху от этой полосы 


Ах @ (2) | _ 
109 [> 3-15 {| |” 


ом 5 


Здесь мы воспользовались легко проверяемыми для верхней полупло- 
скости неравенствами 


ге Е 
[< (2) [> 1, Е 
6 (2)| ^ 
Таким образом, всюду в плоскости 2 вне кривых С» имеет место не- 
равенство 


|0 (2) [> 8. (4) 
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Для дальнейшего существенно, что каждая кривая С», будет лежать 
в параллельной мнимой оси полосе некоторой фиксированной ширины. 
Чтобы убедиться в этом, возьмем точки &», в которых 


© (&) = (—1* [® ®&) |, 
и покажем, что для всех № 
10 (&& + Я 2>5, 
если —й << #. Отсюда будет следовать, что кривая С» лежит в полосе 


< Нео 


> п 
ширина которой & — &_: не превосходит —, что доказывается точно так 


же, как и вторая часть неравенства (2). 
Примем для определенности, что 7 >0. Тогда 


| ВМ Г о) рава) | _ 
о (Е, +) > © (Е, + #1) 
А Ы ефт © (5% ал 7) © © (5, ;) е— 2рт 
2 | во (Е, + 21) © () 
так как 
© (&) се РЕХ2 И 
в (Е) : 
Займемся оценкой величины 
Ф = аго ы (С те. ь (4) с 
© (6, + #7) © (,) 
Так как 
о (Е, +) с («, — Е) оне исаоки) (*; —Е,) —18; 
оны П о-в -щ+ & в +, 
то 
= НЙ Зв а, — 8; = — 
№1< р "Вау Вары, | 2 —%, 
= 9= 


где углы х;, {; представлены на рис. 1. Нетрудно усмотреть, что 


Ал. 
Далее, полагая 
[&—а;| = 
находим, что 
ее Вт 218 ле 
п реяне т < ++ < 
т — 37 


За В ^ 
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Поэтому 
1 п 
1—1 
а значит, 
© (5+ #) 1 1 
> = 67" (1 + Нсоз 9) > А, 
© (6, + 27) 72 о В 
откуда 


ОЕ >86 (0<л<,, 


и последнее неравенство справедливо также при —# < 10. 


Рис. 1 


3. Используем точки хх (А = 0, 1,2,...) в качестве узлов интерпо- 
лирования, а именно докажем, что справедливо равенство: 


Е (2) =О (2) Зее. (5) 


какова бы ни была целая трансцендентная функция Е (5) степени < р, 
для которой 


со 


х 
Ё=— со 


7 (ту) 
г, о (2) 


<, 


где штрих у знака суммы означает пропуск члена, отвечающего хх = 0, 
если © (2) имеет корень, равный нулю. 
Введем функцию 


Е(х») 
09 У а 


б Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Эта функция является целой функцией степени < р и удовлетворяет 
соотношениям 


СР ЕЕ 0,4 ра 


что проверяется непосредственно *. 
Дальнейшее свойство функции С (2) состоит в том, что 


1 = 
ОВ ©, 
если 
+7 — 216 2| <1 55 (6,) 


Действительно, из (6,) следует, что 


12 — 44?_> тр? ©0821 - (|2| — | 2% | т 1)? > 242 с05? 1 
и 
[2% | 2 [2 0521 -| (|2| 511 — | 14 |)? >> | 2 |? с03? т. 
Поэтому 
С (2) а Ш ее, [Е (2,)! 
о. Е > 15119” (хх) | т 2 121. 2-10’, ° 


&=—п 


При любом г>0 мы можем выбрать п так, чтобы второе слагаемое пра- 
> |5 
вой части было <ъ. После этого можно указать такое р, чтобы при 


о а © 
|2| >р первое слагаемое также было <... Отсюда и вытекает справед- 


2 


ливость нашего утверждения. 
Чтобы установить тождество 


С (8) =Е(2), 
положим 
Е (2) — С 
Ф (2) = Ре ОЕ 


Так как каждый нуль знаменателя является нулем числителя, то Ф (2) 
есть целая функция. Покажем, что Ф (2) есть целая функция конечной 
степени **. Для этого воспользуемся тем, что вне всех кривых С» имеет 
место неравенство (4). Так как всюду в плоскости 


|Ё (=) —С (2) |< Аевы, 


* Необходимо иметь в виду, что, в силу (3), 
10 (2) > Р|©(®,).. 


** Этот результат можно было бы получить при помощи общей теоремы Вали- 
рона, дающей вне кружков с центрами в нулях целой функции оценку снизу для 
ее модуля. Вместо этой неэлементарной теоремы мы предпочли использовать установ- 
ленное выше для этой цели свойство кривых Су, 
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то всюду вне кривых С, 
д. 
ео. 
Но на основании сказанного выше кривая С» лежит целиком внутри круга 


с некоторым центром “, и фиксированным радиусом ДА. Поэтому, в силу 
принципа максимума модуля, находим, что внутри С» 


|Ф (2) |<“ евавы+®. 


Отсюда вытекает, что всюду в плоскости 2 


|Ф( (<= е2ВА еВ ||. 


Итак, Ф (2) есть целая функция конечной степени. 
Но Р (2) есть функция степени < р. Поэтому для функции 


Е (2) 
© (=) 


Ч (2) = 


будем иметь 


п, (+ 2) = шт У (И) У <о. 


2 > 
В силу непрерывности функции #., (0), неравенство 
№, (0) < 0 (7,) 
будет выполняться при 


—8[ < (1) 


Е 


|+ 


для достаточно малого => 0. 
Принимая во внимание (6) и (7,), получаем, ‚что при выполнении (7,) 
должно иметь место равенство 
ло Ф (ге) = 0. 
тт>® 
Отсюда, в силу теоремы Фрагмен-Линделёфа, находим, что Ф (2) =0. 
Таким образом, интерполяционная формула (5) доказана. 
4. Теперь мы можем сформулировать наше обобщение теоремы 


М. Картрайт. 
ТЕОРЕМА 1. Для всякой функции нулевого рода ®, (2), которая удовле- 


творяет неравенству 
[®, |= (56 < << ©) 


и нули которой ах + 13, (Е =1,2,3,...) таковы, что 


ый 
< оо, 
2 в 


5* 
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можно при любом р >0 построить бесконечную последовательность веще- 
ственных чисел т, (+Ё=0,1,2,...) и целую трансцендентную функцию 
9 (2) степени р таким образом, что, какова бы ни была целая функция 
1 (=) степени в < р, неравенства 


|7 (+) | < [®. (2*)| (+#=0,1,2,...) 


влекут неравенство 
21 (2)1< (19 (2)| (—-®<<5<5) 


с зависящим лишь от в (2), с, р коэффициентом С. При этом все нули 
Функции 0 (2) лежат в верхней полуплоскости. 
Доказательство. Если в бесконечном произведении функции о (2) 


множитель 
2 
о, В, 
заменить на 
5 


Е 
а, — В, * 


то модуль функции ®, (2) на вещественной оси не изменится и равным 
образом не изменится сумма 


Учитывая это замечание, мы можем с самого начала заменить функцию 
«о (2) функцией нулевого рода ® (2), которая на вещественной оси имеет 
тот же модуль, что и в, (2), и все нули которой лежат в верхней полу- 
плоскости. 

Построим функцию О (2), а затем и интерполяционную формулу (5). 
Эту интерполяционную формулу применим к функции 


зш = (3 — 0) 
7 (2) 298) 9 (8) 


где е — положительное число, столь малое, что 
+ =<р, 


а с — комплексный параметр. Функция (8), очевидно, удовлетворяет усло- 
виям, при которых формула (5) применима. Поэтому 


эт = (3—0) - 0 (2) 1 (2,) зте(- 9 
ты = ИЕ 


Полагая здесь $ = 2, получаем 


№ _ © (2)/ (2) — эп=(2— =) 
Е => 
Отсюда 


|1 (2) < У |0 (2) | © (2) |3те (2—2, 


са 12 — 2; 10' (2, =|&— т, | ы 
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и, в силу (3), 


узел 2 т < 302:(7—х 
па И 5 [28 У. © 


р 
А=— со 


Прежде всего оценим функцию 


со а к 


2 
ее (х — 2.) 
что легко сделать, используя неравенства (2). Пусть 


тив. 


Тогда 
31092 = (я — 2) 311 (я — 241) 3. 
=? (т — ип)? ЕЛИ В 
и, значит, 
ах 1 "к 1 
у - ий 
р( ) < >. 52 НН (2—2, з- =. о. (х — 2)? 
2. < 4 —. 4 
«2+ = (+> и: = 
ИАА п=1 


Таким образом, неравенство (9) принимает вид: 


погао ПЕ]. 


К=— со 


Рассмотрим функцию 


на У; |. 


#—=—со 


Это — целая функция степени Яр, положительная на вещественной оси. 


Докажем, что 
В 


\ а. (10) 


пр -. 


Е>1 г 


Отсюда будет следовать [см. (7), стр. 475], что существует целая функ- 
ция 0 (2) степени р, все нули которой лежат в верхней полуплоскости, 
такая, что 


10 2) *=Н(@. 


Тем самым теорема будет доказана. 
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Для доказательства (10) положим т < х < тт-1. Тогда 


т-—1 


Нео е- 9 [2+ Я» 


&=т-2 А=—09 


неее) <АЮ +91, 


тде 


Замечая, что 
10 (2-8 < ет [в (2+ 10| = е?|®(2 — 1, 


получаем 
| (2+0 < Ает о (2—1) (—=«5«о. 


Отсюда, в силу одного неравенства, принадлежащего С. Н. Бернштейну 
и далее обобщенного другими авторами [см. (6), стр. 414], вытекает, что 
при ш:<0 


|Н (28| < Ае?Р ет | ® (2—8)? 


и в частности, 
| (2) |< Аа «(2—2 (—0ю<52«о). 


Теперь справедливость неравенства (10) очевидна, так как х (2 — 24) есть 
функция нулевого рода. 
Функцию Н (2) нетрудно выразить через © (2). Действительно, из пред- 
«тавления 
со 2 


о =ае ] (1 у 


А=—с< 7 


при помощи логарифмирования и двукратного дифференцирования заклю. 
чаем, что 


9’ (:)]} _ 1 
[| = и @— 2’ 
Таким образом, 
но - У [;-;.| -Ю "0006. 


Отсюда, между прочим, следует, что * 


10 (24) | = 107 (2%) | = р|® (2) | (4 + ®%. 


* См. формулу (3). 
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Заметим еще, что за счет неопределенного параметра Х можно добиться, 
чтобы одним из нулей т, была наперед заданная точка. 
В случае М. Картрайт 


® (2) =1, 
поэтому 
О (2) == соз (рз + ^) 
и, значит, 
Н (2) = рат? (ра %) + р? сов? (ра + А) = р*. 
те 


0 (2) = рег. 


5. Доказанная нами теорема может быть обобщена, если воспользоваться 
упомянутым выше построением В. А. Марченко. 

Обозначим через а (2) (— со <х< оо) непрерывную функцию, удовле- 
творяющую следующим условиям: 

а) в (1)>1 (-=<#<о), 

Б) а (в +2.) За (ва (п) 


оао. 


1-22? 

В. А. Марченко (3) показал *, что можно построить целую функцию 
К (2) степени 1, для которой 

а) К (0) = 1, р 

Ь) |К 02) |< (С °®<2< о), 
какова бы ни была константа >> 0. 

Этим результатом В. А. Марченко мы и воспользуемся. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть функции ху (1), О (2) (— <<< о) и последо- 
вательность. т, (+Ё =0,1,2,...) таковы, что для всякой целой функ- 


ции ](2) степени с < р неравенства 


И (24) | < (2)| (+%=0,1,2,...) 


влекут неравенство 


И 291 < 6-10 (@)| (=®<#< о), 


где С. — константа, которая при фиксированных чо (т), 0 (51), {2} пр 
зависит лишь от с. В таком случае для всякой целой функции ] (<) степени 
с < р неравенства 


[1 (2%) | < | ®о (24) [а (2х) 11—02, ... 


* Часть рассмотрений В. А. Марченко в несколько ином виде встречается 
у С. Н. Бернштейна и Палей-Винер ($). 
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влекут неравенствв 
11 (2) |< 216 (2) | (2) (—©<2<о)}, 


где О зависит лизиь от а (2) и Сс 
Доказательство. Возьмем положительное число \ такое, чтобы 


оа=о Ар 


и положим 


где & — вещественный параметр. Ее (2) есть целая функция степени < о, 
и, в силу условия теоремы, 


[Ее (сл) | < 1% (хь) [а (2) \ К © (=. —)| (+#=0,1,2,...). 


Но, по свойству 5}, 
[02 (хх) < @ (2 ЕЯ 9] [о (&). 

Поэтому, в силу Ь)),. 

|8 (2ь) | < В» | во (2) | (®) 
Отсюда, по`условию теоремы, 

| (2) | < Се, В» (6) 10 (2) |. 
А так как это неравенство справедливо при любом &, то 

|1 (2) | = 1х (2) < Со, Вх (т) |0 (2) | 
и теорема доказана. 
В частном случае, когда ть ) =1, мы получаем, что неравенства 


<=) (в =0 1,2...) 


и 


влекут неравенство 


11 (2) | < Ба (2) < (—-< <<). 
Это обобщение теоремы М. Картрайт мы и имели в виду ‘в конце п. 4. 
Поступило 
13: 11952 
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3. И. БОРЕВИЧ 


О ГРУППАХ ГОМОЛОГИЙ, СВЯЗАННЫХ 
СО СВОБОДНОЙ ГРУППОЙ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 
В работе изучаются группы гомологий конечной группы С в группе, 
естественным образом связанной с представлением С в виде фактор- 


группы свободной группы. Кроме того, дано новое доказательство одной 
редукционной теоремы ЕЙепЪего”а и Мас Гапе’а. 


$ 1. Основные понятия, определения и обозначения 


Пусть К — аддитивно записанная абелева группа, для которой груп- 
па С в мультипликативной записи является группой операторов (дву- 
сторонних). Это значит, что для каждого а6 К и хЕС определены 


ха и ат, 


являющиеся элементами группы К, так, что выполнены следующие 
условия: 


1) х(а, - а») = ха, Е ха,, (а, | а)* = а." ах, 


2) х(уа) = (лу) а, (а*)" = ай, 


3) 1а=а'=а (1 —единица группы С), 
4) (20) = (а @луЕе С! зао. 6 К). 


Если 51а =а при любых ХЕС и аЕК, то говорят, что операторы 
из С действуют на элементы из А слева тождественным образом. 
Если та =а*“ = а, то говорят, что С есть группа тождественных опе- 


раторов для К. 
Совокупность функций } от п аргументов (п>.1) из С, значения ко- 


торых /(71,..., 4») содержатся в К, образуют группу С" (С, К) по сло- 
жению: 
(-Ь) (2,..., 2) =А (@,..., 2) Ъ @,..., 3). 
Оператор 6, определяемый равенством: 
(61) (2...) Яп-а) = 2 (0,2 .., ба) + 
— х т 
=1 


отображает гомоморбно С”(@, К) в С"! (С, К). 
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Функции / 6 С” (С, К), для которых 8} =0, называются п-мерными 
циклами группы С в группе К. Все п-мерные циклы образуют группу, 
обозначаемую через 7” (С, К). Функции ГЕ С” (С, К), представимые в виде 
{= дв, где © С” (С, К), называются п-мерными границами С в К. 
(Одномерные границы есть функции } вида | (5) = ха — а*, аЕ К.) 

Группа п-мерных границ обозначается через В" (С, К). Так как 
55} =0, что проверяется непосредственно, то группа п-мерных границ 
содержится в группе и-мерных циклов. Фактор-группа 


о СЮ 


называется п-мерной группой гомологий группы С в группе К (п =1,2,...). 

Если группа С является группой односторонних операторов для К, 
например, правых, то (считая, что левые операторы из С действуют на 
элементы К тождественным образом) можно определить группы гомоло- 
гий группы С в К. Оператор 6 в этом случае определяется формулой: 


(57) (21, Е еиЙ та) =] (2, 2 ил) НЕ 


НЕ у (—1) ‘7 @, се) Я, -.., и) НЕ (1) "Ее, > 5 2) ть 


$=1 


Случай двусторонних операторов всегда может быть сведен к случаю 
односторонних (правых или левых). Действительно, если для К группа С 
есть группа двусторонних операторов, то обозначим через К’ группу, 
совпадающую с К, но для которой С является группой только правых 
операторов, определяемых равенством 


азх = 'а®. 


Каждой функции }6С”(С, К) поставим в соответствие функцию 
ГЕС" (С, К): 


} (ото 


Соответствие /-—>} является, очевидно, изоморфизмом С” (6, К) на 
С” (С, К’). Имеем: 


(67) (21,..., Фил) =Т (2, ..., ил) 
+ У (АУ. даны, 2, ыы) 
Во-О- А бы об а 
ати у (= убоя ори АО р 
+—1 


аа 


а. о. Фи-а) = (87) (21, -.., 24). 
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Таким образом, 8} = (01)’. В силу этого, при изоморфизме }— 7 
циклы отображаются в циклы, а границы — в границы. Поэтому ука- 
занный изоморфизм порождает изоморфное отображение Н”(С, К) на 
Н” (С, К’). 

Следовательно, изучение групп гомологий в группе с двусторонними 
операторами сводится к изучению групи гомологий в группе с одно- 
сторонними операторами. Однако в некоторых вопросах все же естествен- 
нее пользоваться двусторонними операторами. 

Более подробное изложение введенных определений содержится в ра- 
боте (3). В другой терминологии эти же понятия независимо от работы (3) 
были введены Д. К. Фаддеевым в статье (1). 

В дальнейшем без специальных пояснений будем пользоваться сле- 
дующими обозначениями. 

Если В и К — две абелевы группы с одной и той же группой пра- 
вых операторов С, то через Нот (В, К) обозначаем группу (по сложе- 
нию) всех гомоморфизмов группы В в группу К, для которой С является 
группой двусторонних операторов: для #6 Нощ (В, К), хЕС, БЕВ 


(2й) (6) =#^(65“), (#^) (6) = № (Г. 


(Выполнение аксиом 1), 2), 3), 4) легко проверяется.) 

Так как группа операторов у нас всегда обозначается через С (за 
исключением $ 8), то часто вместо Н” (С, К) будем писать Н” (К). Анз- 
логично — для групп функций, циклов и границ. 

Если Ко — инвариантная относительно операторов из С подгруппа 
группы А, то фактор-группу К | Ко будем рассматривать также как 
группу с операторами: 


ИИ, СП В, 


где аЕ6К, 26 С, а— класс смежности К по Ко, содержащий а. 
Запись В= УВ, обозначает, что абелева группа В есть прямая 


и 
сумма своих подгрупп В,. Каждый элемент из В однозначно представим 


в виде 6 = 6 р, Е В,, причем 6, = 0 только для конечного числа ин- 


и 
дексов |. 


* 
Запись ВвВ= УВ, («топологическая» прямая сумма, В,„ — абелевы) 


и 
означает, что В есть группа, состоящая из систем {6,}„, где 6, ЕВ» 


с естественным правилом сложения. (Здесь не накладывается ограниче- 
ния, чтобы 6, были отличны от нуля только для конечного числа ин- 
дексов |.) Если В, — операторные группы с операторами из С, то В 
также рассматривается как операторная группа: 


2 (би) = би» (6) = {6}. 


368 3. И. БОРЕВИЧ 


$ 2. Формуларовка теорем 


Пусть С-=Е[В — представление группы С в виде фактор-группы 
свободной группы РГ. Пусть элементы 6 К, с<6С, образуют полную 
систему представителей группы РЁ по подгруппе А, причем класс смеж- 
ности изВ соответствует элементу с при изоморфизме С=Е/Н. 
В, =В/[В, В], где [В, В] — коммутант А. Группа С, в силу представле- 
ния С=Е/В, естественным образом является грушпй (правых) опера- 
торов для абелевой группы Ао. Именно, приняв обозначение ги, В] 
для геН, положим: 


78 — и, 17и,, 96С, ГЕЙЮ.. 


Легко проверить, что г° не зависит от выбора гЕл и представителей из, 
а также, что условия 1), 2), 3) $ 1 выполняются. Таким образом, груп- 
па А, как операторная группа однозначно определяется заданием пред- 
ставления С >| В. 

ТЕОРЕМА А. Если С — конечная группа, то при п>.3 группа 
гомологий Н”(С, Во) изоморфна группе Н”*(С, Л), где Л — бесконеч- 
ная циклическая группа с тождестзенными операторами из С. 

Пусть К — абелева группа с правыми операторами из С. Тогда, со- 
гласно определению, данному в $ 1, вполне определена группа Нош (А., К) 
как группа с двусторонними операторами. 

ТЕОРЕМА В (ЕПепего и Мас Гапе). При п>.1 группа гомологий 
Н” (С, Нош (В,, К)) изоморфна группе Н”*?(С, К). 

Заметим, что в теореме В, в отличие от теоремы А, на группу С не 
накладывается никаких ограничений. Напротив, предположение о конеч- 
ности С в теореме А существенно. (В этом легко убедиться, взяв в ка- 
честве С свободную группу: в этом случае Н*(С, В.) =0, однако 
(6, Л) = 0.) 

Теорема В впервые была установлена в работе (3). Приведенное здесь 
доказательство этой теоремы представляется более прозрачным, чем то, 
которое дано ее авторами. Доказательства обеих теорем А и В основаны 
на одинаковых принципах, в силу чего между этими доказательствами 
имеется большая аналогия. 

В $3 собраны некоторые вспомогательные факты, необходимые для дока- 
зательства теорем А и В. В $ 4 доказывается, что группы гомологий Н"(С, В.) 
и Н"(С, Нот (В., К)) не зависят от представления @ в виде фактор- 
группы Ё/В (теоремы 1 и 2), а затем в $5 и 7, при помощи некото- 
рого специального представления (названного регулярным), устанавли- 
вается изоморфность этих групп гомологий с группами И” *(С(, Л) и 
Н"? (С, К) соответственно. При доказательстве этого изоморфизма суще- 
ственную роль играет теорема, установленная в (\) Д. К. Фаддеевым и 
фигурирующая в $ 3 в виде леммы 7. Группы Н? (С, Во) и Н"(С, В.) 
изучены в $ 6. Там же указано некоторое обобщение теоремы А. В $ 8 
содержится доказательство для нульмерного случая теоремы В. 
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$ 3. Вспомогательные леммы 


ЛЕММА 1. Пусть Е — свободная группа, {а} — система свободных 
образующих Е, В — подгруппа Е. В каждом смежном классе хВ мож- 
но выбрать по представителю т (при этом 1=4) таким образом, 
что если элемент ал...ап, в, = +1, записанный в виде слова мини- 
мальной длины, является представителем в своем классе, то и всякий 
его отрезок ай... ап, 15 «п, также является представителем 
в своем классе. Далее, при таком выборе представителей отличные от 
единииы элементы вида 


—1 — 


Тот, 


построенные для всех в и для всех представителей т, образуют, свобод- 
ную систему образующих для подгруппы В. 
Доказательство леммы 1 содержится в (2), стр. 296—298. 
ЛЕММА 2. Если В = УВ, есть прямая сумма абелевых подгрупп Вы, 


| 
инвариантпых относительно правых операторов из а, а К — абелева 


группа также с правыми операторами из С, то группа Нот (В, К) 


2 
операторно изоморфна «топологической» прямой сумме я Нот (В, К). 
и 
Доказательство. Пусть А 6 Нощ (В, К). Для каждого р опреде- 


ляем гомоморфизм й„ группы В, в К: 
7, (6,) = #(6,), ВЕБ, 


Соответствие й-—> {й„}„ является, очевидно, изоморфизмом Ном (В, К) на 


р Ном (В„, К). Из легко проверяемых равенств 
Г 
(7) = Лы, (9Й)ь = $ (й,) 


следует, что этот изоморфизм операторный. 

ЛЕММА 3. Рассмотрим группу С’ = С`(@, Л), Е > 1, где У — группа 
целых чисел по сложению с тождественными операторами из С. Опера- 
торы с Е С действуют на }Е С" по формуле 

(Г) 


= —1 
171-16 1 ,.. ау _»9у-9 


Утверждается, что Н" (С, С') =0, п> 1. 


. 


Доказательство. Пусть /6 2” (С°). Имеем: 
о ЖЕ У (=) (а, р Бе 9.) 
$=1 
О би 0. 
Положим 
Л ООО О ео о ет ауаууе 


Ее (СС 
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Тогда 
п—1 в 
8 (22, НОЖ тт), , 550. р > (—1)°8 (21, 5, т, $. 2149 2»). Е поры 
$=1 
ЕЕ (—1)" 8 (=, ево ил), ,... Об Е 
п ВСЯ 
НУ Фи е= 0, 
откуда 
9). ось не Ее Со еи кат и), ,... 1, в = 0, 


т. е. } = (—1)" де, и лемма доказана. 
ЛЕММА 4. Пусть К — абелева группа с правыми операторами из С. 
Даля С (С. К) группа С является группой (двусторонних) операторов: 


(31, ай =], ОЕ , 610% 


Утверждается, что Н"(С, С* (С, К)) =0, п 1. 
Доказательство. Пусть 6 2" (С, С" (К)). Положим 


& (21, > 29 Ти—1)о.,.... ов ==] (9%, Ту, С. Ти—1)с,,..., 0% 


И 
Имеем: 
[с] (51, а 7т)]с. , д 1 — 1 (ск, 1,..., Тв, т... ор, 1 - 
п 1 
о +1 
ыы р (—1)* 7 (сх, 1, ..., И, ..., ти), к 61,1 + 
ое 
О бы Гы 0 
/ (51, › т»), Е в (2, › Тл)з, 1, вх, -- 
п—1 р 
ВЕ ь (—1)°2 (2, ‚› М, ‚ 1»), «+ 
$=1 
г (—1)" [= (21, . тн), |" 
Значит, 
7 (271, ее т) о. ,..., 9 ь (=) (т, > тн), НЕ о, 
ПЫ 55 9/30 


ЛЕММА 5. Если конечная группа @ является группой двусторонних 
операторов для К, а К=УК, есть прямая сумма инвериантных от- 


| 
носительно @ подгрупп К„, то группа гомологий НИ” (@, К) изоморфиа 
прямой сумме У, Н" (С, К„). 
[7 


ГРУППЫ ГОМОЛОГИЙ, СВЯЗАННЫЕ СО СВОБОДНОЙ ГРУППОЙ 371 


Доказательство. Пусть 16 С” (К). Имеем: 


о, 


где ], (21,...,2) Е К,, |, 6 С”(К,), причем }, (1,,..., 2) 0 только для 
конечного числа индексов |+. В силу конечности С, }, + 0 также только 


для конечного числа р. Поэтому =», [„, а значит, 
[22 


СК = УСК. 
и 
При этом, как легко видеть, 


2 (К) => 2“ (Ко) 


ВВ Вы. 


откуда и следует утверждение леммы. 
ЛЕММА 6. Пусть (произвольная) группа С является группой опе рато- 


* 
ров для К, распадающейся в «топологическую» прямую сумму К =» К» 
|7 


инвариантных подгрупп К. Тогда группа гомологий Н” (С, К) изоморфна 


И 
«топологической» прямой сумме о ПД (8 


и 
Доказательство. Пусть {Е С”(К). Имеем: 


7 (71, .. -, т) 5 {1 (21, ао ‚ Фи) } 


где }, (21,..., 2) 6 К». Соответствие }->{}],}„ есть изоморфизм С” (К) на 
хе (К„), при котором 2”(К) отображается на У'2” (К„), а В"(К)— на 
и и 

УВ" (К, 


ЛЕММА 7 (теорема Д. К. Фаддеева (1)). Лусть К — абелева группе 
с операторами из С, а К, — инвариантная (относительно С) подгруппа К. 
Если для всех п>.1 Н"(С, К) =0, то группа гомологий ИС АО 
изоморфна Н” (С, К|]Ко), п> 1. 

Далее, группа Н"(С, К.) изоморфна фактор-группе группы Р тех 
классов смежности а К|]Ко, которые удовлетворяют условию ва = а5, 
сЕС, по подгруппе ‘О, состоящей из классов смежности, содержащих 
представителя а ЕК, удовлетворяющего условию са == а. 

Доказательство. Обозначим К/Кь через К. Для а6 К а будет 
обозначать класс смежности группы А по подгруппе Ко, содержащий а. 
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Отображение />/, [6 С" (К), определяемое равенством 


Е 


есть гомоморфизм С” (К) на С” (К). При этом, очевидно, 8} = 5}. 

Пусть /6 А, (Ко). ] можно рассматривать как цикл группы С в 
группе К, а тогда } = да, где 86 С"(К). Так как 8 =} = 0, тов 2” (К). 
Покажем, что соответствие /->9-> однозначно определяет гомоморф изм 
Н”Н (Ко) в Н"(К). Действительно, пусть > 2, -> 21, причем /! = }- и, 
#ЕС" (Ко). Так как | =д8е:, то 

(и —#— № =0, 
а тогда 
Аи СО 
откуда в =е-+ 9. 

Если = и 2-8, то ]=0(8—5%), при этом в — = 0, т. е. 
# — ЖЕС"(К,) и 16 В"" (Ко). Следовательно, построенный гомоморфизм 
Н”" (Ко) в Н”(К) является изоморфизмом. Если для некоторой функ- 
ции &6С"(К) 52 =0, то положим }=05. Тогда }=0 и 8} =0, т. е. 
16 2" (К,) и, значит, наш изоморфизм отображает Н"" (Ко) на Н” (К). 

Докажем вторую часть леммы. Пусть }6 7 (Ко). Тогда 


} (с) = ва — а° 
при некотором ав К. Так как са = а°, то аЕР. Если 


Л ==} (то4 В' (Ко)) 


[ (с) = ва: — а,5, 


то при некотором БЕ Ку 


с (а, —а—6) = (аа —а-— 6), 
а тогда 


а: =а (под 0), 
и мы получаем гомоморфное отображение Н" (Ко) в фактор-группу Р / 0. 
Если для /62`(Ко) 
} (<) = ва — аз, 
причем а =а, +6, где БЕК, и са, =а!°, то 
1 (в) = 96 — 67 и Е В'(К.), 


т. е. гомоморфизм Н" (Ко) >Р/О есть изоморфизм. Если для а К 


са = 49, 
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то, положив 
7 (©) = ва — а, 


получаем цикл } группы С в К., откуда следует, что Н'\(К,) отобра- 
жается на Р/О. 

ЛЕММА 8. Пусть свободная группа Е является группой правых опе- 
раторов для абелевой группы К. {9} — система свободных образующих ЕР. 
Каковы бы ни были },Е К, существует единственный одномерный цикл 
] группы Е в группе К такой, что }(ч,) = }ь. 

Доказательство. Определяем функцию } на совокупности всех слов 
равенствами: 


и далее индуктивно: 


ЕЕ 


1 (г9,) = 1 (®)" + 1 (,), (0) =“ + Гог. 


Индукцией по длине слова у покажем, что 


1 (2) = 1 (®)" + 1 (9) 


и, далее, что 
1 (291 у) = 1 (29, 10,9) = } (29). 


Таким образом, ] есть цикл группы Ё в группе К. Единственность оче- 
видна. 


$ 4. Инвариантность 


ТЕОРЕМА 1. Если С — конечная группа, то группы гомологий 
Н" (С, В) (п>.1) не зависят от вепособа представления группы С в виде 
фактор-группы Е |] В свободной группы Е. 

Следовательно, эти группы гомологий являются инвариантами самой 
группы С. 

ТЕОРЕМА 2. При предположениях теоремы В группы гомологий 
Н” (С, Нош (Въ, К)) (п_>. 1) не зависят от способа представления С — Е|В. 
(Здесь С — произвольная группа.) 

Доказательство обеих теорем проведем параллельно. При этом 
там, где речь будет итти о теореме 1, будет предполагаться, что группа 
С конечна. Для бесконечной группы С теорема 1 уже не имеет места. 
Действительно, если С — бесконечная циклическая группа, то легко 
показать, что Н'(В,) будут различны для различных надлежащим образом 
подобранных представлений. Если С — прямое произведение двух беско- 
нечных циклических групи, то также и И*(Во) зависит от способа пред- 
ставления. 

Предоставление с —=Е]/В назовем регулярным, если в каждом смежном 
классе группы Е по А можно выбрать по представителю таким образом, 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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чтобы эти представители составляли свободную систему образующих для 
группы Ё. Для двух регулярных представлений группы С Е [В и Е'|В’ 
группы гомологий, указанные в теоремах 1 и 2, будут изоморфны. В самом 
деле, в этом случае между свободными группами Ри Е” естественным 
образом устанавливается изоморфизм, порождающий изоморфизм между 
нормальными делителями В и Н'’и порождающий, далее, операторный 
изоморфизм между фактор-группами А, и Но нормальных делителей по 
их коммутантам. Группы Нош (Ау, К) и Нот (Ву, К) также операторно 
изоморфны. Но для операторно изоморфных групп группы гомологий, 
очевидно, изоморфны. 

Пусть теперь @ —= Р/В — произвольное представление (С в виде фактор- 
группы свободной группы, & — гомоморфизм РЁ на С с ядром В, порождаю- 
щий данное представление, {и} — какая-нибудь система свободных обра- 
зующих группы РЁ, {=} обозначает совокупность тех элементов *х -=1 груп- 
пы С, которые являются образами образующих их при гомоморфизме а. 

Элементы х порождают всю группу С. Действительно, каждый элемент 
‹ЕС является образом некоторого слова И? (и)) от образующих и» при 
гомоморфизме а: 


=а (И (п) = № @ (и) = 7, (°. 


Для каждого * обозначим через <. какой-нибудь один из элементов их, 
для которого а (и›) =^, так что а (9.) =*. Пусть теперь и, обозначают 
те из образующих и), которые отличны от ®.. Если @ (и) =1, то положим 
9, = ии. Если же а (и,) =, то полагаем ©, = и, *.. Очевидно, элементы 
9; и 9, образуют свободную систему образующих группы РЁ, причем 


а (0.) =“, &(9,)=4. 


Обозначим через Е’ свободную группу, порожденную элементами 9х 
(Е’— подгруппа Е), через о’ — гомоморфизм Е’ на (: 


©’ (®:) =х 


и через А’— ядро гомоморфизма а’ (очевидно, А’с: А). Гомоморфизм а’ 
естественным образом порождает представление @ —= Е'/В'. 

Построим системы свободных образующих ‘для групн В’ и В. Для 
этого, согласно лемме 1, выбираем надлежащим образом систему предста- 
вителей из классов смежности РВ’ по Н’. Пусть и. — представитель из 
класса, соответствующего элементу с 6 С, согласно представлению С == Р/В’ 
(и; =1, а (1) = с). Пусть {В»} есть система свободных образующих груп- 
пы А’, найденная согласно лемме 1 (9. — образующие РЁ”, из — представи- 
тели ЕР’ по РП’). 
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Элементы и, являются также представителями классов смежности ЕР 
по Я. При построении свободных образующих группы В (по образующим 
9: и 9, группы Р и представителям и) мы получим те же элементы 
{В}, к которым добавляются элементы 


Ио ис, с6С 


(все они отличны от единицы). 

Перейдем к фактор-группам А,’ и А, групп А’ и В по их коммутан- 
там. Построенные свободные образующие А’ и В перейдут в базисы 
абелевых групп А, и А.. Группа А, естественным образом операторно 
изоморфна подгруппе группы А’,, порожденной элементами 


Вы = В, [В, В] ЕВ.. 


В силу этого изоморфизма будем считать, что В, < А.. Обозначим 
через В, подгруппу А., порожденную элементами 


Из Ой =®9,°, ССС. 


Переходя к аддитивной записи, имеем: 
№ = Ву У В». 
и 


Если С — конечная группа, то В„ операторно изоморфна группе 
С1(С, Г), рассмотренной в лемме 3. Действительно, соответствие, ставя- 


щее каждому 6 = у 9,°6 В, функцию [, к =6ь, есть изоморфизм В» 


на С! (Л). Так как й 


= * Вода О? 


(1) = 19-1, 


то этот изоморфизм операторный. Применяя теперь леммы 3 (при # =1) 


и 5, устанавливаем, что группа Н”(В,) изоморфна Н” (Въ). 

Группа Нош (В„, К) операторно изоморфна группе С* (С, К) леммы 4. 
Действительно, соответствие, ставящее каждому гомоморфизму # группы В» 
в К функцию /6С*(К) по правилу 


[в = 1 (90°) 
есть изоморфизм Нот (В„, К) на С*(К), который в силу равенств (фЕС): 
(ФИ) (0) = № (0,9) = ах = (ФР) 


(1з) (9,°) = [й (9,°)]® = (фе)® = (18) 
6* 
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является операторным изоморфизмом. Согласно лемме 2, 


Нот (В., К) = Нош (Ву, К) + У Нов (В,, К). 
[72 


Применяя теперь леммы 6 и 4 (при А = 1), получаем, что 
Н" (Нот (В\, К)) =” (Нош (Во, К)). 


Для каждого элемента р6еС, отличного от * (в числе элементов р нахо- 
дится и единица С), введем символы ©, и рассмотрим свободную груп- 
пу ЕЁ”, порожденную элементами 9- и ©, как свободными образующими. 
Гомоморфизм а” группы Ё” на С, определяемый равенствами 
а" (9) =*, а” (0) =1, 
порождает представление 
УРА и 

РВ, 

Въ’ — фактор-группа А” по ее коммутанту. Как и выше, докажем, что 


Н” (В) = НН” (В) 


Н” (Нош (В.’, К)) = Н" (Нот (Ву, К), 
откуда будет следовать, что 
Н" (В) =Н" (Ву), 
Н” (Нош (В‹, К)) —= Н" (Нош (В.,, К)). 
Так так элементы т порождают всю группу @, то р =), (<). Положим 
К =, 9" == 9ИУ, (9.). 
Элементы 9.” и 9,” образуют свободную систему образующих для Ё”", 
причем 
а” (9) = х, а” (9) г р. 
Следовательно, представление @ = Е”/В” регулярно. 
Итак, мы показали, что группы гомологий теорем 1 и 2, построенные 


для произвольного представления @ —Р/Н, изоморфны таким же груп- 


пам гомологий, построенным для регулярного представления С == Р/В". 
Теоремы 1 и 2 доказаны. 


8 5. Доказательство теоремы А 


В силу теоремы 1, достаточно доказать теорему А для регулярного 
представления группы (. 

Пусть Ё — свободная группа со свободными образующими по, о6С. 
Отображение и, —>с‹ порождает гомоморфизм К на С, дающий нам регу- 
лярное представление С=Р/А (В — ядро указанного гомоморфизма). 
Элементы и; для <-Е1, «ЕС, и 1 образуют систему представителей Р 


по Я, удовлетворяющую требованиям леммы 1, а потому, согласно этой 
лемме, элементы 


— 171—1 = — 
Ч = ии и, 1, Иа, =а,=и, 
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образуют свободную систему образующих для. В. При переходе к фактор- 
группе А, = А/ [В, В] эта система перейдет в базис А’. Элементы этого 
базиса будем обозначать так же, как и соответствующие им свободные 


образующие А. Для А, будем употреблять аддитивную запись. В силу 
равенства: 


ый и, 1 — и 
Ио @о, Ир = ИИ ИИ ИИ. И, = 21 а, а, о 


операторы ФЕС действуют на базисные элементы группы А, по формуле: 
Ф — = 
Ч те “о @.., Ф Но а. тф’ (1) 


Введем в рассмотрение аддитивную группу Ё целочисленных матриц 
порядка т = ог4С (здесь мы уже предполагаем, что С — конечна) и 
пусть ес, <, ЕС, — базис этой группы. Группа Е является группой с 
правыми операторами из С согласно формуле: 


2 = ФЕС. 


9. С в, тф? 


Группа Ё операторно изоморфна группе С? (С, Л), рассмотренной в лем- 
ме 3. Действительно, соответствие, ставящее элементу 


8 = Уве, 6-Е 


функцию 
1ЕС? (Л), е,« = Во, 


является операторным изоморфизмом в силу равенств; 
8 = О а == У? хр @в,х = Я (Ге, «о, т. 
в, т в, т с, т 


Применяя лемму 3 (при # = 2), получаем: 
Н”(@, Е) =0, п> 1). (2) 
В группе ЕЁ рассмотрим элементы 


Ве, т = 6в, т — Фот, 1 -- @1, 5, <6С. 
Имеем: 


>, Ф ЕЕ 
В, 1 = ыы 1 Е, | — во, — бот,Ф — е,х = 


— @в,тр — Фот, 1 | @лф,1 — @от,х -- ‘бот, 1 — 1 Е @т,ф — тел - ев, т, 


реЕ = о з а = 0%. =. (3) 


Элементы 6: и &.“-+1, линейно независимы. Пусть В обозначает 
подгруппу Ё, порожденную этими элементами. Соответствие 1,1 —> и), 
, -—>ас т, “+1, порождает изоморфизм В на В., который, в силу (1) 
и (3), будет операторным. Следовательно, 


Н" (В) =Н"(В), #в>1. (6) 
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Обозначим через е.1, с 21, смежный класс группы ЕЁ по подгруп- 
пе В, содержащий элемент е‹1. Очевидно, 6,1, <= 1, образуют базис 
фактор-группы Е/В. Имеем: 


6,1 — б@в, т== @от,1 — 1,1 (по В). 


Следовательно, 


еб, 1 аи = би (5) 


(при этом имеется в виду, что е;,1 = 0). 
Рассмотрим группу А целочисленных линейных форм ранга т = ога @ 
и пусть е‹, <6С, — ее базисные элементы с операторами из (С: 


22Р ЕЕ 


Легко видеть, что группа А операторно изоморфна группе С* (Л) леммы 3, 
так что 


НА) =0, п (6) 


Пусть Г обозначает подгруппу А, порожденную элементами 1, =е,—е,, 
< -1 (1. линейно независимы). Имеем: 


и. (7) 


(при этом 1: = 0). Из равенств (5) и (7) заключаем, что ЕЁ / В и Г опера- 
торно изоморфны, а значит: 


Н"(Е | В) = Н"(Г), п>4. (8) 


Фактор-группа / = А /Г есть бесконечная циклическая группа, порожден- 
ная элементом е, (классе смежности шо@Г, содержащий е;). Так как 
е1° ==е, (то4 Г), то е!° =еи, т. е. операторы из С действуют на Л тож- 
дественным образом. 

Применим теперь к группам Ё и А лемму 7. В силу (2) и (6), имеем 


Н" (В) = Н"*(Е]В), п>2, (9) 
ИЯ О р (10) 


Сопоставляя (4), (9), (8), (10), получаем: 
Н" (Во) = Н" (Л), п>3. 


Теорема А доказана. 


$ 6. Дополнение к теореме А и ее обобщение 


ТЕОРЕМА 3. В предположениях теоремы А группа гомологий 
Н* (С, В.) есть нулевая группа, а Н*(С, В.) есть циклическая грутпа 
порядка т = ог С. 

Доказательство. Воспользуемся обозначениями и результатами $ 5. 
Покажем, что если БЕГ и В = при всех «6 С, тоь = 0. Действительно, 
полагая для удобства 1, =0, имеем (2. — целые числа): 


2 2, = 6 = р У (2, Арте т.) = У 2-1 — (=) у 
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откуда 


Т„Ш=2, при с-21, с-т, 


1— Уш =: при «+1. 


Из первого равенства следует, что 
Х‹ == при с -=1, ФЕ 1, 


а из второго — что 


Следовательно, 
х=0 и = 2 =0, 


что и утверждалось. 
Так как Г операторно изоморфна фактор-группе Ё/В, то, применяя 
к группе Е и ее подгруппе В вторую часть леммы 7, получаем, что 
группа Н\(В), а значит, и изоморфная ей группа Н1(В.) — нулевые 
группы. 
Для доказательства второй половины теоремы рассмотрим фактор- 
группу ДА /Г. Здесь все смежные классы Д по Г удовлетворяют условию 


а‘ =а. 
Пусть а 6 ДА и а°=а. Тогда 


а=х\Уе, = тле, + я У. 1, == те, (то Г). 


Следовательно, инвариантные представители имеются только в классах 
вида тле,. В силу леммы 7, группа Н!(Г), а вместе с ней и Н? (Во), 
есть циклическая группа порядка т. Теорема доказана. 

Укажем здесь на одно обобщение теорем А и3. Пусть К — абелева 
группа с левыми операторами из С. Рассмотрим тензорное пройзведение 
К*В. групп К и В,. Это есть абелева группа, порожденная элементами 
(а, г), где а6 К, г Но, на которые накладываются соотношения: 


(1, г) + (а», г) = (а + 4», г), (а, т) - (@, г») = (а, г, Е т») 
(9 а.о А тр, ЕН.) 
Для К»А, группа С является группой двусторонних операторов: 
94 т) = а, 7), в.” = {Г ЕС: 


ТЕОРЕМА А’. Если С — конечная группа, то при п>.3 группа 
гомологий Н” (С, К»-В.) изоморфна группе Н”`* (С, К). 

Н* (С, К»Во) изоморфна фактор-группе группы тех элементов а 6 К, 
которые удовлетворяют условию Уса =0, по подгруппе, порожденной 


[е1 
элементами са — а, ЕС, аЕК. 
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Н?* (4, К»В,) изоморфна фактор-группе группы инвариантных отно- 
сительно <6Е С элементов К (за =а) по подгруппе элементов, представи- 


мых в виде Уса при а ЕК. 


Теорема А превращается в теоремы А и 3, если в качестве К взять 
группу целых чисел / по сложению © тождественными левыми операто- 
рами. Доказательство теоремы А’ проводится вполне аналогично доказа- 
тельству теоремы А. Отметим, что из теоремы А’ легко следуют теоремы 
о группах гомологий для циклической группы С, полученные в (3) при 
помощи теоремы В. Действительно, если С — циклическая группа, то 
в качестве ГР можно взять бесконечную циклическую группу, а тогда 
К*В, операторно изоморфна К. 


$ 7. Доказательство теоремы В 


Так как группа Н” (Нот (Въ, К)) не зависит от представления @ —= Р/В 
(теорема 2), то для доказательства теоремы В берем регулярное пред- 
ставление. Группа А. в этом случае есть свободная абелева группа со 
свободными образующими ас,:, <-Е1, и а‹1=а1,1, причем операторы 
ФЕС действуют на образующие А, по формуле: 


Ф 
Ч с, т —= т, ф— @ст,Ф + с, то» (1) 


Это установлено в начале $8 5. 

Рассмотрим группу С? = С* (4, К) леммы 4 (с двусторонними опера- 
торами из С). Каждой функции }6 С? поставим в соответствие гомомор- 
физм В/ группы ВД. в К, определив его равенством: 


(ВЛ (ас, -) = У, — Дот,1 + 1 


определение законно, так как (87) (ас, 1) == ю,1— {1 + И, 1 = (81 (а1,1) } 
Покажем, что отображение В: } >В] есть операторный гомоморфизм груп- 
пы С* на группу Нош (А,, К). Действительно, 


В (А + 7) = ВЛ, - В». 


Если № 6 Нощ (Во, К), то, определив {6 С* равенством 


Тат 250 (ас, =), 


будем иметь: 


(81) (ас, ) = 5, — Тот, 1 - [1 = й (ас, -) 
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(ибо ]с,1 =]1,1), т. е. В/=й. Таким образом, В есть гомоморфизм на 
Нот (А%, К). Далее, 


(8 (Г) (а, -) = (Р)ь,- = (а (№). = [8 (ав, = (1) (ае..), 


т. ©: 


в(^) = 


(8 (7) (ас, -) = (ФЛ, - — (Фо, а + (фт, 1 = 
= +, — ле, 1 - Дю — [ото + Дочь а — Дл Е Дю, — Дол Е Де, 1 = 
= (81) (а, — аот, о + @о, че) = (8) (а, +) = ($ (В/)) (аз, -), 


В (+) =$ (81. 


Следовательно, гомоморфизм В операторный. Если О обозначает ядро 
гомоморфизма В (О состоит из функций } 6 С?, удовлетворяющих условию 
в,т == ]от,1— [т,1), ТО фактор-группа С?/0О операторно изоморфна группе 
Нот (Ао, К), а значит. 


Н" (Нош (Во,К)) = Н" (С*]0) (п> 1). (2) 


Пусть @ обозначает гомоморфизм группы С? = С*(С, К) в группу С?, 
определяемый равенством: 


Евы С 


Гомоморфизм @ операторный: 
(9 М). * — (6 г #) т [(68)°]...› 


[9 (98)]., - = 8» — В. = (68). = [$ (68)... 


Так как 
Е. 
то 0260. Обратно, если [6 0, то, полагая в, = 1. ,› будем иметь: 
(68). -= о рт р = р 


т.е. 02 =1. Следовательно, @ есть операторный гомоморфизм группы С 
на группу 0. Ядро Р гомоморфизма @ состоит из функций & 6 С*, удовле- 
творяющих условию в, =, (постоянные функции). Так как С1| Рио 
операторно изоморфны, то 


Н” (0) =Н" (С'[Р), п>. (3) 


Соответствие, ставящее функции $ ЕР ее значение #, = &., дает нам опе- 
раторный изоморфизм: 


РЕАЛ. (4) 
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В силу леммы 4 (при & = 1,2), к группам С* и С? применима лемма 7, 
согласно которой получаем: 


НОНО в (5) 


Н" (СР) =" (Р), пра. (6) 


Соединяя вместе результаты (2), (5), (3), (6), (4), получаем: 
Н” (Нот (Во, К)) = Н"*? (К). 


Теорема В доказана. 


$ 8. Случай п =0 теоремы В 


Сохраняя обозначения 8$ 2, рассмотрим в предположениях теоремы В 
группу Ф тех гомоморфизмов й группы А в К, которые удовлетворяют 
условию: 


Ё (ис 1 таз) = [й (г), ГЕВ, с60. 


При переходе к фактор-группе А, гомоморфизм А порождает операторный 
(гомоморфизм А) в К.) 

В силу представления С2—Ё]/В можно считать, что элементы ЕЕ 
являются (правыми) операторами для А. Именно, если хби. В, то поло- 
жим а” = а° для аЕК. 

Пусть } есть одномерный цикл группы РЁ в груше К: 


7 (2у) = 1 (%)" Е Т(У), 2, УЕР. 


Рассматривая функцию {на А, будем иметь: 


Р(тл» га) = (1), + 1 (72), т,» ЕДА. 


Следовательно, функция }, рассматриваемая на А, есть гомоморфизм В 
в К. Обозначим этот гомоморфизм через /ю. Имеем: 


№ (Ист " гис) = 1 (Ив * то) = ] (ша 1 г)° - ] (и) = 
= (из ")° - 1 (во) + [(}° = Л (5, 


так что Е Ф. Обозначим через Ч подгруппу группы Ф, состоящую из 
образов /› циклов 16 7'(Ё, К) при гомоморфизме /-> о. 

ТЕОРЕМА 4 (ЕШепрего и Мас Гапе). Фактор-группа Ф | Ф изоморфна 
группе гомологий Н? (С, К). 

Доказательство разбивается (как и для теоремы В) на две части. 
Сначала докажем, что фактор-группа Ф [Ч не зависит от представления 
С—Е]Ё, а затем установим требуемый изоморфизм, использовав некото- 
рое специальное представление. 
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1. Воспользуемся обозначениями $ 4. Пусть Ф’, №" и Ф”, №” имеют те 
же значения для представлений —=С Ё'[ В’ и С=Е"| В", рассматривае- 
мых в $ 4, какие Ф и Ф имеют для представления С = Р/ В. 
Для АЕФ отображение #1: #' (г) = № (х), гЕЁ’, есть гомоморфизм Ф 
на Ф’. Если # =}, для некоторого }6 71(Ё, К), то 


й = (То, 


ТЕ2 (Е, К), Г(@=1(), #Е6Р. 


где 


Следовательно, если АЕ Т,, то 6 Ч”. Обратно, пусть для некоторого й 6 Ф 
пер. 
Значит, существует 26 71 (Е', К) с условием 
В = во. 
В груше Р построим цикл } такой, чтобы 
[(9:) = 8 (9:) и 1 (9,) = № (9) 
(/ существует согласно лемме 8). Тогда для г6 А’ имеем: 
ЕЕ, ЕНО Ц; 
а значит, и для ГВ 
ЕВ =, ВЕТ. 


Из доказанного вытекает, что 
Ф/ = Ф’ | У. 


Аналогично получим 
ФФ тт. 


А так как представление С = Е” | А” регулярно, то тем самым доказана 
независимость Ф / Фот представления С —Р | В. 

2. Рассмотрим свободную группу ЁР со свободными образующими ®.х, 
с +1, сЕС (9, полагаем равным 1). Отображение 9. —>‹ порождает гомо- 
морфизм Р на С, и мы получаем представление 


в=Р ГИ, 
где А — ядро этого гомоморфизма. Применяя лемму 1 (для представи- 
телей %. и образующих %о, с + 1), получаем систему свободных образую- 
щих для А: 
ас, т = Фот Юз т, 1, с = 1. 


Для удобства полагаем еще аз, 1 = а, =1. 
Каждый гомоморфизм й группы Ав К взаимно однозначно соответ- 


ствует нормализованной функции #6 С? (С, К): 


8°,=— й (а. =). 
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(Нормализованной называется функция, значение которой равно 0, если 
хоть один из аргументов равен 1.) Так как 


РЫ Ч, О = @от, Гы с, то @т,ф, 
то гомоморфизмам рЕФ соответствуют функции, удовлетворяющие условию 
бе = 8, | ЗИ от, Ф су 8, тлф’ 


т. е. нормализованные циклы. 


Если ЕТ, т. е. й может быть продолжен до цикла }6 71(Р, К), то, 
полагая 


7 (9) —= о, 


будем иметь: 


8, == # (а. : а ре °° 9.) = 7 РЕ т яр: Г. == 
= ее НЕ [* а т == р: 8 о= ры 


значит, в этом случае а — граница. Обратно, пусть Йй соответствует гра- 
нице р: 


84 = (а, .) = та к. 


Строим цикл ]/6С1(ЁР,К) так, чтобы }(9.) =» (лемма 8). Тогда 
1 (ас, <) = (а°,-) и ВЕТ. 
Следовательно, фактор-группа Ф / Ф изоморфна фактор-группе 
2% (С; К).|.В* (С, К)? (С, К). 
Теорема 4 доказана. 
Поступило 
24. 1. 1952 
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Г. А. ФРЕЙМАН 
О ГУСТОТЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе вводится понятие густоты последовательности, облегчаю- 


щее исследование аддитивных свойств последовательностей нулевой 
плотности. 


Назовем густотой х нижний предел последовательности чисел я„„, опре- 


а 105 п (№ 
деляемых соотношениями: т (М) = М“ или «у = т ‚ где «(М№)-— 
число чисел подпоследовательности А натурального ряда чисел 
ааа ат (1) 
удовлетворяющих неравенству а; < М. 
Итак, густота последовательности (1) определяется следующим обра- 
зом: 
.__ 109п (М 
а ), 
—— 102 М 
Возникает вопрос: чему равняется густота 1 последовательности С, 
являющейся суммой последовательностей А и В с густотами, соответ- 
ственно равными & и В? 


В общем случае можно лишь утверждать, что 


тах (о, В) <1<1. (2) 


В качестве примера достижимости нижнего предела неравенства рас- 
смотрим последовательность 


И 


Густота этой последовательности, так же как и густота любой А-крат- 
ной последовательности при любом фиксированном А, равна «. 

В качестве примера достижимости верхнего предела неравенства (2) 
рассмотрим две последовательности А и В, которые строятся следующим 
образом. 


Пусть последовательность положительных чисел =; стремится к нулю, 
1 


а числа 4; удовлетворяют соотношению 4:1: > 4; *. 
Образуем последовательности А и В из расположенных в порядке воз- 
растания чисел, удовлетворяющих соответственно соотношениям 


4: За < 4+1, Ча 36 414. 


Густота каждой из последовательностей А и В равна нулю. В то же 
время сумма их совпадает с натуральным рядом чисел. 

Если, однако, рассматривать суммы таких последовательностей А.и В, 
для которых соответствующие последовательности чисел «м и Вм имеют 
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только один предел, то справедливо неравенство 1 < а + В. 

Аналогичное неравенство 1, < а, дающее верхнюю границу густоты 7), 
последовательности КА, имеет место, как легко видеть, для любой после- 
довательности (1) густоты о. 

Отсюда, в частности, следует, что А-кратная сумма последовательности 
нулевой густоты имеет также нулевую густоту и не может поэтому сов- 
пасть с натуральным рядом ни при каком фиксированном (. 

Пусть я = И 7. Ясно, что условие 1 = 1 является необходимым для 
того, чтобы последовательность была базисом натурального ряда чисел. 

В общем случае 7, ввиду (2), ограничено: «<< 1. 

Ниже рассматривается вопрос о величине 7 при наличии тех или иных 
условий, налагаемых на последовательность (1). 

ТЕОРЕМА 1. Если любой член последовательности (1) может быть 
представлен в виде а; =а; + О (а;5), где << 1, а последовательность чисел 
а; имеет нулевую густоту, то п < св. 

Доказательство легко получить, если учесть, что любой член последо- 
вательности ЁА представляется в виде 

аз, На... а, =а,-а;,------ а, О ((@,- а, ---- а;,)°), 
откуда следует, что 1, < с. 

В дальнейшем нам понадобится следующая 


ЛЕММА. Если 4; — положительные числа, о 4 =5, а <а, 0<8<1, 
то 1—1 


= 
У а > -- а8. 
4—1 

у 


а; \8 5 
Представляя это неравенство в виде > _ >, 
В =1 оно обращается в равенство, а о. В левая часть может 
только увеличиться. 
Теперь мы можем доказать следующую теорсму. 
ТЕОРЕМА П. Пусть сумма разностей между соседними числами 


последовательности (1) 
> @4 — 4—1, 


а; <М 


мы видим, что при 


взятая по тем 1, при которых аз — а 1 =0 (а;°*), равняется № м. Пусть, 
далее, с, = Итв»у. Тогда 
На, Иа. 
Доказательство. Обозначим через Д; разность а; — аа: между 
двумя соседними членами последовательности (1). 
Оценим снизу количество членов а) =а,-а,--..- из, последова- 
тельности КА, для которых Д;, =0 (аз), а Ана, (1=12,..=0). 
При в», сколь угодно близком к с,, в случае с.’ < в», количество 
а}, при фиксированном а, > А. 


„+1“. Количество чисел аз, > №М°'—°1; 


количество чисел а > У». У д 


В ня 
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Если верно неравенство 


У я. и ие. а $5 № —в,) (1-с,-.. о, Ая 
Аз, Аз, ее м 


то, на основании вышеприведенной леммы и неравенства Д;, = О (№1), 
мы имеем: 


У № ее а. > № ео) (1-+о.. а. й-1) > 


т В А; К $: 


>. —,) (сн +0: 1) — (ко) (аоч+. +08), 
нае переход осуществлен. Из доказанного неравенства сразу 


следует утверждение теоремы. 
В частном случае, когда в, =1, мы получим: ч=1, \,21— с. 
Приведем пример, показывающий, что в этом случае теорему усилить 
нельзя. Рассмотрим последовательность 


Ч, 24, *> 9 [8] Ч, т19?, (”. я 1) Е [82] 9*, 7343, (г. в 1) ЕЕ [83] Ч, 734“, о957 
(3) 
в 
где г; = [+ 1, 4>1 — целое, В > 1. 
Густота этой последовательности 
ее 108 п (№) _ 105 В 
о о 102№М — 10584 ° 


Рассмотрим один из членов последовательности, полученной путем 
й-кратного сложения последовательности (3): 


а, а, ----- а, = 514" - 529". -. + 549", изь>.-.> и. 
Сумму первых двух членов можно представить следующим образом: 
$19 - 529 = 519 52 4. 


Величины $1, ]:, 5» определяются одной из следующих трех систем 
соотношений: 


1. д 71» 51 < [81], 52 9®< ай 

Я: т — р РЯ = [82], 5 а" Гл дн те [81] Е 
3. л=л-+Ь 5 дан. 
Последовательно преобразуя все члены, получим 


а, ран. а, =а, аь +... а, = 814% + 529 -- + 354%, 
причем 

— _ = ны а и К, (—а)*-1) 
а, =0(М), а, < аа — а, =О (М), -.., аа, а — а, =0 (М : 


Поэтому число членов т» (М) последовательности КА удовлетворяет 
следующему неравенству: 


о ыы 
Пользуясь этим неравенством и теоремой НП, получим 


1: =1— (1— о). 
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Если наложить дополнительные условия на последовательность (1), то 
теорему П можно усилить. 

ТЕОРЕМА Ш. Если выполнены условия предыдущей теоремы и между 
единицей и любым М№ найдется такой отрезок натурального ряда чисел 
длины №" е`>0, что любой входящий в него отрезок длины №" содер- 
жит хоть одии член последовательности (1), то 


> ,, т ба 


Доказательство. Пусть числам 


з 
С: 


в В — 
Мое, Мое, ..., Ме) 
соответствуют упомянутые в формулировке теоремы отрезки 


т ’ г 
(ее): бро 
где 
в с 


>0, в—в> Ме", а Ме. 


Сумма длин всех отрезков 


(аа Ре Ее |-> Ре, аа ее +. еь), 


для которых а; —а; 1 =0 (а; =), 


> М, 
где с› сколь угодно близко К в». 
С: 
Если отрезок длины М“:+)* 1 лежит в одном из этих отрезков, то он 
содержит по крайней мере одну точку последовательности АА. Поэтому 
в.-—1 


па (№) >> №" ге (в.в). 


Полученное неравенство доказывает теорему. 


В качестве примера к теоремам Ги Ш рассмотрим следующую после- 
довательность: 


о, оао ар рек, О а 
где 5>1, В>1, 68<_2. Густота этой последовательности и. 
1026 В 


а в силу теоремы Ш, > п 


. Приведенный пример показывает, что резуль- 


В силу теоремы 1, < 
105 58 
1082 
таты теорем Ги Ш не могут быть усилены без дополнительных условий, 
наложенных на последовательность. 


1052 ? 


Таким образом, 7] = 


Поступило 
25. П. 1952 
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3. И. КОЗЛОВА 


ВЗАИМООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ТЕОРЕМАМИ КРАТНОЙ 
ОТДЕЛИМОСТИ * 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


В работе устанавливается взаимозависимость между теоремами крат- 
ной отделимости и на этой основе выводится ряд новых теорем. 


Н. Н. Лузиным для А-множеств были установлены первая и вторая 
теоремы отделимости [("), гл. Ш). 

ТЕОРЕМА 1. Два А-множества без общих точек отделимы В-мно- 
жествами. 

ТЕОРЕМА 2. Если у 0вух А-множеств удалить их общую часть, 
то остатки отделимы СА-множествами. 

Аналогичные теоремы были установлены Н. Н. Лузиным для В-мно- 
жеств [('), гл. Ш. В дальнейшем эти теоремы обобщались многими авто- 
рами. В первую очередь здесь следует упомянуть работы П. С. Нови- 
кова (?)—(?), который впервые ввел понятие кратной отделимости и 
установил ряд случаев, в которых она имеет место. Впоследствии ряд 
теорем кратной отделимости был установлен Н. Н. Лузиным (8), В. К. Сер- 
пинским (9), С. Ружевичем (10), А. А. Ляпуновым (")— (15) и мной (16). 
Впрочем, А. А. Ляпунов показал (14), что все известные теоремы о крат- 
ной отделимости являются частными случаями одной обшей теоремы из 
теории операций над множествами (кроме случая элементов класса а и 
операции 1). 

Теоремы о кратной отделимости имеют следующий вид. 

Рассматривается конечная или счетная система множеств 


Во ось Ва, (1) 
принадлежащих к некоторому классу К, и одна из теоретико-множе- 


ственных операций П (в конечном или счетном числе), Шт, Пш, А-опе- 
рация **, 85-операция *** и доказываются утверждения следующего типа: 


* Краткое содержание настоящей работы было опубликовано в Докладах Ака- 


демии Наук СССР [см. (*)]. $ 
** А-операцией над системой множеств {Еи.... „;} Называют операцию вида: 


А ыы т > Ио 


п, Па»... Пр»... ® 
*** 55-операцией с базой № над системой множеств, взятых в определенном 
порядке, & = {Е\, В, ан и, ее }, называется операция 
©, {Е = > ПП ы, 
УСМ пс 


где М есть некоторая совокупность последовательностей целых положительных 
чисел у = (п, п.,..., пь,...). 
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«Если результат соответствующей операции над множествами системы 
(1) пуст, то эти множества можно заключить в некоторые множества 
максимального тела класса К так, что результат той же операции над 
ними будет пуст» (теорема 1); 

«Если результат соответствующей операции над множествами системы 
(1) не пуст, то, удалив его из каждого множества системы (1), получим 
такие множества, которые могут быть заключены в множества дополни- 
тельного класса СК так, что результат той же операции над этими по- 
следними множествами будет пуст» (теорема 2). 

Целью настоящей статьи является систематизация ряда вопро- 
сов, связанных с кратной отделимостью, в первую очередь — выяснение 
взаимной зависимости теорем кратной отделимости. 

Во всем дальнейшем (И) обозначает некоторую систему подмножеств 
множества -<, (СИ) — систему их дополнений. 

Система О называется $-, 4-(<-, 8-) системой, если она инвариантна 
относительно конечных (счетных) сумм или пересечений, и т-системой, 
если общая часть систем (0) и (СИ) [система М (()}] есть ($; а)-система. 

Введем следующую систему аксиом кратной отделимости. | 


Т группа аксиом отделимости. 
АКСИОМА Т,. Если 


Ев (0), Е.Е (0) в Е.Е, =0, 
то существуют НЕ М(0) и Н,ЕМ (0) такие, что 
На, ‘БОЕ НЫ. = 0. 

АКСИОМА 1,*. Если 


Г 
Е, © (0), Е, Е (0),..., ЕЕ (П) и ДЕ, =0, 
п—1 


то существуют НЕМ (0), Н,ЕМ(0),..., Н-ЕМ (0) тавие, что 


По о орыкрий ИЯ, =9. 


АКСИОМА 11 [1 Ги» а, 1х]. Если 


ВЕ ВО ии о 


П=1 


[соотвепьственио, шт Е» = 0, Пи Е, =0, А({Е„}) =0, Фи ({Е„}) = 0], 
то существуют НЕМ (0), Н,ЕМ(0),..., Н, ЕМ(0),... такие, что 


Но ой По 


И=—1 


[соответственно пт Н»„= 0, Бы Н„=0, А({Н»}) =0, Фи ({Нн}) = 0]. 


* К может являться любым целым числом. В дальнейшем нас будут интересо- 
вать случаи, когда соответствующие аксиомы выполняются при любом целом (А. 
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П группа аксиом отделимости. 
АКСИОМА П,. Если 


Е © (0), Е.Е (0), 
то существуют 
Н: 6 (С0), Н.,Е(СИ) 
такие, что 


Н.Е, — Е, - Е, Н.Е, — Е\. Е 


172 
Н\ 591 — 0. 
АКСИОМА П». Если 
Е, © (0), Е, Е (0),..., Е, Е (0), 
то существуют 
Н, © (СИ), Н.Е (СО),...,НьЕ (СП) 
такие, что 
А 
Е. ПЕ вю 
т=1 
и 
Ё 
Ци, =0. 
П=1 


АКСИОМА Пл [Шиь, П—, ПА, Пех|. Если 


т 
о 
то существуют 
Не СНЕ О Се 


такие, что 


НЕ Е, 2.) 
т—=1 
[соответственно Н», > Е„ — Ша Ет, Н" > Е,— 1 и, Н„ > Е, —А({Е„}), 
Н, > Еи— Фи, ({Епт}) *] и 


[соответственно Пт Н»„ = 0, Иш И» = 0, АКН} =0, Фи (НН) =0]. 
Ш группа аксиом отделимости. Аксиомы ВЫ, а, ИИ, 
Ш, Шу Шл, Шоу получаются из соответствующих аксиом группы П, 
7 100? ) 
если вместо условия Н»„6 (СИ) наложить условие Ни (0). 


* См. (14), лемма 1. 
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У группа аксиом отделимости. Аксиомы ПУ», ТУ», ПУп, 
ГУшь, ГУга, 1Ул, ГУху получаются из соответствующих аксиом группы П, 
если дополнительно потребовать, чтобы множества системы () были 
попарно без общих точек. 

Известно, что А-множества удовлетворяют аксиомам Т, [(1), стр. 157], 
1» (2), т (3), 1 (11), П, [(), стр. 240], П» (19), Пп (4), Пью [(2), теорема ТУ], 
Па 9). 

Элементы класса а (61) удовлетворяют аксиомам Т5 [('), стр. 67], 
1: (*), ш (2), П, (3), П» (%), По (2), Пнь (1). 

СА-множества удовлетворяют аксиомам Ш, [(1), стр. 247], Ш» (1%). 
Этим же аксиомам удовлетворяют и множества класса ох (ш! о), достижи- 
мые снизу. 

Кроме того, известно, что элементы класса « (61) не удовлетворяют 
аксиоме Г. (12), СА-множества не удовлетворяют аксиоме 1» [(1), стр. 224], 
1, (12), Бу (12), и множества класса о (ш{ а), достижимые снизу, не удовле- 
творяют аксиомам Т», 1 (17). 

Большая часть этих теорем доказывалась независимо. Однако были 
уже известны отдельные случаи взаимной зависимости аксиом отделимости: 

1. ТЕОРЕМА П. С. Новикова (2). Если в (а, т)-системе выполняется 
аксиома 15, то выполняется и аксиома 1. 

2. ТЕОРЕМА С. Ружевич (10). Если в ($, а)-системе выполняется 
аксиома Пь (или аксиома Шь), то выполняется и аксиома Пь (или аксио- 
ма Ш». 

3. ТЕОРЕМА Н. Н. Лузина ('). Если в системе (И) выполняется 
аксиома П, (или аксиома Ш.), то в системе (СИ) выполняется аксиома Шь 
(или аксиома П.). 

Мною в работе (18) был установлен ряд новых случаев взаимной за- 
висимости аксиом отделимости. 

ТЕОРЕМА 1. Если в <-системе [5-системе] (И) выполняется аксиома Пп 
[соответственно ПШ|, то выполняются и аксиомы Пу, П. [соответ- 
ственно Ша, Ш)]. 


Доказательство. Пусть В, #.,..., Вх — произвольные множе- 
ства с-системы (0) и 


Х 
УВЕ П У 
ПЙ—1 
Образуем множества Е\, Ё.,..., Ел, Еку,... где Ех = Е = Ее =.... 


Ясно, что 
з со Га 
П 18). === | Ел —= ЕТ 
п—=1 П=1 
В силу выполнения в системе (0) аксиомы Пп, существуют множества 
НН Пе 


дополнительной системы (С() такие, что 


Н,>5 Е— ] =, —Е (п=1,2,...) 


т—1 
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и 
оо 
Множество ее 
Н = Нь.Ньл-Нуью... (2) 


принадлежит системе (СИ), так как она является д-системой. Кроме того, 
Н > Ех — Е, так как каждый из множителей произведения (2) содержит 
в себе Е, — Е; при этом Н,„ > Е, —Е (п=1,2,..., Ё—1), как отме- 
чено выше. Далее, 


Н,.Н, +... Н.Н = ] Н,=0. 
п=1 


Следовательно, в с-системе (() выполняется аксиома Пх, в частности, 
аксиома П.. 
Аналогично доказывается второе утверждение теоремы. 


ТЕОРЕМА П. Если в $-системе (И) выполняется аксиома Пи, то вы- 
полняется и аксиома Пиа. 


Доказательство. Пусть 
И В. сб ь 
— произвольная последовательность множеств 5$-системы (() и пусть 
Е = На Е, = (Е1-Еь-Ез ..-) + (Е, Вз ..-) + (Ез ---) + .... 


Рассмотрим все бесконечные произведения этой формулы и применим 
к каждому из них аксиому Пп. Пусть 


НН” п т 
п) п-1, ... п-т, ... 


— последовательность множеств дополнительной системы (СИ) таких, что 


Е 
А=п 
и 
] Нл, = 0. (3) 
т=о 
Так как 
Нш Её > |] Еь 
9 А=п 
то 
Бра =) Ет--т х П Ек ==) Епт-т Бы Ш Ах. 
Е=п 
Множество 
у] 
Н»= ЦН» (4) 
п=1 


принадлежит системе (СИ), так как она является 4-системой. Кроме того, 
Н» > Е’ — Па Ел, 
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так как каждый из множителей произведения (4), где п<.р, содержит 
в себе Е, — Ши Ех. 

Докажем, что Нт Н» = 0. Допустим, что 1 Н» 0 и пусть хо © Им Нр. 
Это значит, что существует такое натуральное число п, что 2.6 Н; при 


всех > п. Но 
п-т 
* 
Н=Ныт= Нат при т=0, 4, 2,3... 
#—1 
Следовательно, 


т еНыки при ше. 
а это значит, что 


хе Нч» 
т=о 
что противоречит равенству (3). 
Таким образом, Пт Нр = 0, т. е. в системе (И) выполняется аксиома Пит. 
ТЕОРЕМА Ш. Если в с-системе (0) выполняется аксиома Пи, то 


выполняется и аксиома Пт. 
Доказательство. Пусть 


РО А 
— произвольная последовательность множеств с-системы (И). Пусть 
А И он = 
Ев 
где 


Е =п 


Г 
Так как система (0) является с-системой, то множества ЕЕ (И) 


(п =1, 2, 3,...) и образуют убывающую последовательность множеств 
этой системы: 


Но. , © бы (6) 


В силу того что в системе (0) выполняется аксиома Пп, найдется 
последовательность множеств дополнительной системы (СИ) 


г 


Но Е 
таких, что 
Не о (7) 
И 
Пн, =0. 
—1 


Множества 


со 
Г 
Н= [НЕ ®=1, 2,3...) 
&=1 
принадлежат дополнительной системе (СИ), так как она является 8-систе- 


мой, и образуют убывающую последовательность вложенных друг в друга 
множеств: 


НН. Но 
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Так как, на основании (7), (6) и (5), 
НОЕ ВВ, ЕЕ Е 


для 1< п, то 
Н,=Н,-Н,.--Н, Е, — Е = Е, — Вт Е». 
Кроме того, 


Нш Н,= []Н, =0, 


П=1 
со 
, 
так как это пересечение содержит своим сомножителем П У —= 0. Сле- 
п=1 


довательно, в с-системе (И) выполняется аксиома Пн. 

ТЕОРЕМА ТУ. Если в системе (И) выполняются аксиома Т. и аксиома Пе 
(где х — любой из символов К, П, Ишт, Пш, А, Фк), то в системе (0) 
выполняется и аксиома [4. ть 


Доказательство. Докажем теорему для случая х = Пт. Пусть 


р Ра 


— множества системы (И), для которых Ни Ё„ = 0. Так как в системе (0) 

выполняется аксиома Пт, то существуют множества Н,Л.,..., Н 

дополнительной системы (СИ) такие, что Н„ > Ев и ПиН, =0. 
Рассмотрим множества 


С Ной СН. п: 2.3...) 


п? 


Множества Ё„ и СН» принадлежат системе (7). Так как в системе (0) 
выполняется аксиома 1, то существуют множества /„ максимального 


тела М (() такие, что 


А ВА 


Ясно, что 
№, =Н». 
Отсюда 
Пи №, < Шиа Н„ -=0. 
Следовательно, 


т М, = 0, 


Это значит, что в системе (() выполняется аксиома Г. 

Все остальные случаи доказываются аналогично. 

Замечание 1. Легко видеть, что если в некоторой системе (И) 
выполняется аксиома ЦП. или же аксиома 1, то выполняется и аксиома ТУ» 
(«=2, К, П, На, Ню, А, Фм). 

Замечание 2. Если в некоторой системе выполняется одна из 
аксиом 1», Пь, Шь, ТУ», то выполняются соответственно и аксиомы Ть, Пь, 
ШЬ, 1У.. 
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ТЕОРЕМА У. Если в св-системе (И) выполняется аксиома ТУ, ПУ», 
и ГУ. 


то выполняются и аксиомы Пт, т 


Доказательство. Пусть 


них 


— произвольная последовательность множеств о-системы (И) попарно без 
общих точек. 

Зафиксируем п и рассмотрим все пары множеств ф„ и ®;, где Е = п. 
Так как в системе (0) выполняется аксиома ТУ., то существуют множе- 
ства Н® и Н® системы (СИ) такие, что 


НО. а 


ш 


Возьмем пересечение всех отделителей множества @„: 


Н,= ] Н®. 


фт 


Множество НЕ (СО), так как (СИ) является д-системой. Кроме того, 
Н» > 6». Ясно, что 
Я 59 (8) 
при п = т, так как 
БН Ние Н.Н =. 


В силу соотношения (8), 


То На =, Н.Н, -::.) (Н.Н, ++) 


Следовательно, в системе (() выполняется аксиома И 

Остальные случаи доказываются аналогично. 

ТЕОРЕМА У!1. Если в произвольной системе (И) выполняется аксиома п, 
то выполняется и аксиома Т.. 

Доказательство. Пусть ЕЁ, и Е, — два произвольных множества 
системы (И), для которых В, - Е, = 0. 

Образуем множества 


0. 


где 
Е: 


Очевидно, что 


Пя. =Е,. Е, =0. 


п=1 


Так как в системе (0) выполняется аксиома ш, то существуют множества 
НН Ну ово ох 


максимального тела системы (И) такие, что 


. Наири (и 2 Зоо О: 
п=1 
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Рассмотрим множество 


Легко видеть, что 


Множество Н! принадлежит максимальному телу системы ((/), кроме 
того, Ни, > Е\, НСЕ,. Но тогда множество СН, также принадлежит 
максимальному телу системы (0) и СН, > Е.. Следовательно, в системе ((} 
выполняется аксиома {[.. 

ТЕОРЕМА УП1. Если в 5-системе (И) выполняется аксиома Шины, то 
выполняется и аксиома Ш». 2) 

Доказательство. Возьмем два произвольных множества Ё и Е. 
д-системы (И) и образуем множества 


Ве 
где 
Е 
В.о. 
Ясно, что 
а В =: Ё. = А. 


Так как в системе (И) выполняется аксиома Шиш, то существуют мно- 


жества 
я Е 
системы (0) такие, что 
Н,> Е, — Нш Е, = Е, — Е и ЦшН, = 0. 
Но тогда и 
Пи, =0. 
П=1 


Рассмотрим множества 


Н! = Н:-Н.- Ни -. 
На На-На Ни 


* 
ВН! и Н» принадлежат 8-системе (И), причем 


НЕА и А.И 


со 
* ж 
Н.Н = ] Н,= 0. 
п=1 
Следовательно, в системе (И) выполняется аксиома ШЬ. 


ТЕОРЕМА УП?. Если в. 8-системе (() выполняется аксиома Т, 
а в системе (СИ) выполняется аксиома Тит, то в системе (СИ) выполняется 


и аксиома Ть. 
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Доказательство. Пусть ©: и ф.— два произвольных множества 
системы (СИ), для которых @!-6. =0. 
Построим множества 


@1, ©», 6»... , ©ь...› 
@1=6:=... = ==...) 
ф=64=...= бт 

Пш @» = 61-6 =0. 


Так как в системе (С) выполняется аксиома шш, то существует 
последовательность множеств 


ПН а 


где 


| 


Ясно, что 


максимального тела системы (ПИ) таких, что 
а С 
Но тогда и 


Ця, =0. 


П—=1 
Рассмотрим множества 


Ва = НЯ ая 


Но Но 


* * 
Оба множества Н: и Н. принадлежат 6-системе (0), причем 


со 
* * * * 
Н1> ©, Н. > ©. И Н.Н. = [] Н,= . 
п—=1 
Так как в системе (07) выполняется аксиома 1, то существуют два 
множества М, и №, максимального тела системы (7) такие, что 


№ >На В м ММ, 0. 
Но 
М: НЕ Мое. 


Это означает, что в системе (СИ) выполняется аксиома {ь. 

ТЕОРЕМА УШ. Если в системе (0) выполняется аксиома Та (© — лю- 
бой из символов 2, ®, П, Па, Па, А, Фик), а в системе (СИ) выполняется 
аксиома По, то в системе (СИ) выполняется и аксиома Та. 

Доказательство. Докажем теорему для случая счетного пересече- 


ния. Возьмем произвольную последовательность множеств 


бь 6»... , 6»... 


системы (СИ), для которой П и =0, 


П—=1 
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Так как в системе (СИ) выполняется аксиома Пп, то существует 
последовательность множеств 


Г алоаь, 
системы (ЦИ) таких, что 


Н56.-П би ] Н,=0. 


ПЙ=1 


В силу выполнения аксиомы ш в системе (И), существует последова- 
тельность множеств 


А А 


максимального тела системы (() таких, что 


М-Н и пик М0, 
И=1 
Но тогда 


со 
Мана и а П №, = 0. 
П=1 

Это означает, что в системе (СИ) выполняется аксиома 11. Все осталь- 
ные случаи доказываются аналогично, 

ТЕОРЕМА 1Х. Если в 4-системе (0) выполняется аксиома Шь 
(< — любой из символов 2, К, П, Пт, Па, А, Фх), то в системе (СИ) 
выполняется аксиома ШУ. —& бы 

Доказательство. Докажем теорему для случая а = Пт. Пусть 


Ооо. .. 


— попарно не пересекающиеся множества системы (СИ). Рассмотрим мно- 
жества 

НЫ 
системы (0) такие, что 


Н» > 6" 
(они всегда существуют, например, Н»„ = Сф»-+1). Образуем последова- 
тельность новых множеств: 
Е; = Ну, 
Е» = Сф:.Н», 
ны Со "С биа ЕН 


Множества Ё„ принадлежат системе (0), так как она является 4-систе- 
мой и 
Еп> ©», 
в силу того, что 
Н» > 6» и Сёи ©" при т + п. 
Кроме того, 
@а- Ша Ет =0, 
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так как 
6» "Еп+ь =0 
При == 125: > 
Из выполнимости в системе (0) аксиомы ПГ, следует существование 
последовательности множеств 


А. М 
системы (0) таких, что 


МЕ, ава 0 


Пи М, = 0. 


Следовательно, в системе (СО) необходимо выполняется аксиома ТУ. 
Точно так же доказывается теорема для случая © = Пш, Н, А, Фх. Слу- 
чай а =2, А доказывается аналогично, если положить 


Е, = Н\-С@, 66. - --Сеь, 
Е Н›-С61-Сбз:: -Сбь, 


Вх = Нь-Со: С6з: о "Сба-1. 


ТЕОРЕМА Х. Если в (<, а)-системе (0) выполняется аксиома Шш, то 


выполняется и аксиома и 


Доказательство аналогично доказательству теоремы Ш, если соотно- 
шения НЕ (СО) заменить соотношениями Ни Е (0). 

ТЕОРЕМА Х1. Если в (с, а)-системе (() выполняется аксиома Шиа 
то выполняется и аксиома ПТ. Я 


Доказательство. Пусть дана произвольная последовательность 
множеств 
А ОИ 


из (°, а)-системы (0) и пусть 
Е = Па Е„ = (Е. + Е, + Е; +---)-(Е, + Е. |...) (Е. +...)...= 
РА Я ре 
где 


Ез = У, Ев 
А—п 


Так как система (0) является с-системой, то Е, (0) и образуют 
убывающую последовательность множеств этой системы: 


Очевидно, что 


в Е» = ПЕ. =В Е, = Е. 


и—1 
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Так как в системе (0) выполняется аксиома Шиш, то существует после- 
довательность множеств 
7! 


/ за 
ПН аи 
системы (И) таких, что 


Н, > Е, — На Ем = т 


и 
Ва Я» ==. 

Но тогда и 
Пн, = 0. (9) 
п=1 

Положим 

И, = | НЪ о. (10) 
1 


Множества Н„ принадлежат системе (0), так как она является 4-систе- 
мой и образует убывающую последовательность множеств 


Пра а 9% дно иь Эх 
Кроме того, 


п 
Н,= [] Нь > Е, — Пм Ем, 
1 


так как 
И Е И В О в ИИ 


при всех К < п, и 


Пт Н„ = |] Н,„ = 0, 


П=1 


вследствие того, что, в силу (9), (10), 


Пи. Е, 0. 


п=1 П=1 


Таким образом, в (с, т)-системе (И) выполняется аксиома Ш. 

На основании указанной взаимной зависимости аксиом кратной отде- 
лимости независимого доказательства для В-, А- и СА-множеств требуют 
лишь следующие теоремы кратной отделимости. 

1. Выполнимость аксиом 1, Пи для А-множеств и 6]а и дополни- 
тельно выполнимость аксиомы ШП, для 69. 

2. Невыполнимость аксиомы ТУ для СА-множеств и @а и невы- 
полнимость аксиомы ТУ» для шЁа [см. (1)]. 

Из основных теорем кратной отделимости, на основании теорем взаим- 
ной зависимости аксиом кратной отделимости, как следствие получаются 


все ранее известные теоремы кратной отделимости и ряд новых. Именно: 
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1. Так как А-множества образуют (с, 8, т)-систему и удовлетворяют 
аксиомам 1, и Пи, то они удовлетворяют аксиомам + и Ш, Гш. АТ на 
основании теоремы ТУ, аксиоме ЦП», П»ь — на основании теоремы 1, аксиоме 
Пи — на основании теоремы П, аксиоме При —на основании теоремы Ш, 
аксиомам 1У,, ГУ», ПУп, ГУна, ГУле — на основании замечания 1 и не 
удовлетворяют аксиомам Ш,, ПШ» на основании теоремы 1Х, аксиоме 
Шо — на основании теоремы 1, аксиоме Шиш — на основании теоремы УП 


и аксиоме Шу, — на основании теоремы [Х. 


2. Так как СА-множества образуют (5, 8, т)-систему и не удовлетво- 
ряют аксиоме ТУ, а А-множества удовлетворяют аксиоме Пь, то СА-мно- 
жества удовлетворяют аксиоме ПП. на основании теоремы Н. Н. Лузина 
и аксиоме Ш» — на основании теоремы С. Ружевич и не удовлетворяют 
аксиоме 1, на основании теоремы У и замечания 1, аксиоме [,, — на осно- 
вании замечания 2, аксиоме ш — на основании теоремы УТ, аксиоме 
Тат — на основании теоремы УП?, аксиоме а — на основании замеча- 
ния 1, аксиомам ПЦ, Пь, Пи, Пт, Пу — на основании теоремы УШ 
и аксиомам ТУ,, ГУ» — на основании теоремы У. 


3. Так как семейство 6]и образует (5,5, т)-систему, удовлетворяет 
аксиомам 15, Пп, П, и не удовлетворяет аксиоме ТУ, а семейство мно- 
жеств ш{!о не удовлетворяет аксиоме ГУ,, то система 6] а удовлетворяет 
аксиомам 1», ш, Пе на основании теоремы У, аксиоме П» — на основа- 
нии теоремы С. Ружевич, аксиоме Пии — на основании теоремы П и 
аксиомам ТУ,, ТУ», [Уп, М — на ‘основании замечания 4 и не удовле- 
творяет аксиомам т = Пу 1 на основании замечания 1, аксиоме ПТ, — на 
основании теоремы ПХ, аксиоме Шу — на основании замечания 2, аксиоме: 
Ша — на основании теоремы [| и аксиоме ПШ; — на основании тео- 
ремы УПТ. те 


4. Так как семейство множеств ш{!а образует (5, а, т)-систему и не 
удовлетворяет аксиоме 1У,, а семейство 61и удовлетворяет аксиоме П., но 
не удовлетворяет аксиоме ГУ ‚, то семейство множеств {а удовлетворяет 
аксиоме ПТ, на основании теоремы Н. Н. Лузина и аксиоме ШЬ — на 
основании теоремы С. Ружевич и не удовлетворяет аксиоме [, на основа- 
нии замечания 1, аксиоме 1, — на основании замечания 2, аксиоме [1 — на 
основании теоремы УТ, аксиоме Гл — на основании теоремы УП?, аксио- 
мам П., И», Ип, Ишь — на основании теоремы У, аксиоме ПШ. — на 
основании теоремы 1Х, аксиоме Ши — на основании теоремы Х, о 
Пр. — на основании теоремы ХГ и аксиоме ТУ, — на основании заме- 
чания 2. 


На основании изложенного можно дать сводку всего того, что известно, 
по кратной отделимости для В-, А- и СА-множеств. В нижеследующих 
таблицах столбцы соответствуют аксиомам, а строки — системам множеств. 
Знак - означает, что для соответствующей системы множеств соответ- 
ствующая аксиома выполнена; знак — означает, что аксиома не выпол- 
нена; знак ? означает, что выполнимость аксиомы нам неизвестна. Звез- 
дочкой отмечены аксиомы отделимости, известные ранее. 


Те предложения, которые требуют самостоятельного доказательства, 
заключены в прямоугольники; все остальные являются следствиями из них. 
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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ АНАЛИЗА И СИНТЕЗА 
КОНТАКТНЫХ СХЕМ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье разрабатывается специальный математический аппарат для 
решения задач теории релейно-контактных схем. В частности, указы- 
вается алгебраический метод построения контактной схемы по заданным 
условиям ее работы. 


Характерной чертой современного этапа автоматизации является ком- 
плексная автоматизация производственных процессов в целом. Автомати- 
зируются не только отдельные производственные процессы, но и управление 
этими автоматизированными процессами. Решение проблем автоматизации 
в значительной степени основано на применении релейно-контактных схем. 
С ростом автоматизации усложняется строение применяемых релейно-кон- 
тактных схем, и вопрос о создании теории конструирования схем стано- 
вится все более актуальным. В. И. Шестаков [см. (3), (4)] показал, что 
математическим аппаратом для теории схем, имеющих некоторое специаль- 
ное строение (П-схемы), может служить булевская алгебра [см. (*), (2)]. 

Используя теоретические результаты Шестакова, М. А. Гаврилов раз- 
работал методы применения теории к практическим задачам инженерной 
практики. Гаврилову принадлежит ряд теорстических и практических 
результатов, относящихся к теории общих и специальных схем (6). Настоя- 
щая статья содержит краткое изложение части результатов диссертацион- 
ной работы автора и посвящена алгебраическим методам исследования и 
построения контактных схем. Аппаратом для таких методов служат ма- 
трицы и функции над булевской алгеброй. 


$ 1. Булевская алгебра 
Не останавливаясь на теории булевских алгебр, © которой читатель 
может ознакомиться в работах (1), (2), укажем только, что булевской алгеб- 
рой называется совокупность элементов %, над которыми введены две 
бинарные операции: «сложение» и «умножение», подчиняющиеся тем же 
законам, что и теоретико-множественная сумма и пересечение подмно- 
‚‹еств какого-нибудь множества. Именно: 


1. (а +е=а- (6 -о), (а) с =а (6). 
П. а-Ь=б-а, а= ва. 
Ш. а Все=ас- 6. 
ГУ. Существуют элементы «0» и «1» со свойствами: 
а О=а; наф а. 
у а-а-о0а. 
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УГ. Для каждого элемента а существует инверсный элемент а со 
свойствами: 


афа=1, аа=о0. 


Здесь а, 6, с обозначают любые элементы из алгебры %. Пишут а<6, 
если существует такой элемент с 6%, что р =а с. 

Простейшая булевская алгебра, которую мы в дальнейшем будем обоз- 
начать через 3, состоит из двух элементов 0 и 1. Таблицы сложения и 
умножения в этой алгебре имеют вид: 


ОО — оо 
О ыы 


= 1—0. 
Если к некоторой булевской алгебре 3 присоединить символы 21, 
2.,..., Мп (а также символы 21, 2.,..., 7), распространив на них законы 
1--УГ, то получим новую булевскую` алгебру 51 (71, 1,,..., 2»), в которую 


исходная алгебра %[ войдет как подалгебра. Элементы алгебры % (х1, х.,... 
.., 2») называются функциями над алгеброй 9% и обозначаются } (х;, х.,. 
сени) В ЯМ ны. бажЖдДая Функция / Хо о орла сво 

определению, является некоторым выражением, составленным из элементов 

алгебры % и символов 1:,1.,...,2„, соединенных знаками сложения, 
умножения и инверсии. При этом одна и та же функция может быть пред- 

ставлена разными на вид выражениями. Например, функция ал. 7. т, 

(где а6 3) может быть представлена также как 2, (а + 2›), так как из 

аксиом 1—УТ можно вывести равенство: 


а, 91. ЕТ Я.) 


Интересно отметить, что если значения двух функций /(5,..., 2) и 
8 (71,...,2) совпадают на алгебре % (т. с. когда 11, 2,...,® прини- 
мают всевозможные значения из 3), то 


р а ЗЕ: 


Отсюда, между прочим, следует, что для того чтобы доказать справед- 
ливость какой-нибудь формулы, записывающейся при помощи знаков сло- 
жения, умножения, инверсии элемента и равенства, например, аб = а - 6, 
для любой булевской алгебры, достаточно проверить ее только для алгеб- 
ры %, что, конечно, не представляет труда. 


$ 2. Контактная схема 


Контакты, которые мы рассматриваем, могут находиться только в од- 
ном из двух состояний: в замкнутом или разомкнутом. В замкнутом со- 
стоянии контакт замыкает цепь, в которую он последовательно включен, 
в разомкнутом — размыкает эту цепь. 

Обозначим через 3 булевскую алгебру, состоящую только из двух 
элементов: 0 и 1. 

Проводимостью контакта назовем переменную величину со значениями 
из 3, равную 1, когда контакт замкнут, и 0, когда контакт разомкнут. 
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Звеном назовем соединение двух точек посредством одного контакта, 
а проводимостью звена — проводимость находящегося на нем контакта. 
Контактная схема представляет собой конечную совокупность точек в про- 
странстве (узлы схемы), некоторые пары из которых соединены одним 
или несколькими звеньями. Вне контактной схемы находятся реле, кото- 
рые воздействуют на контакты схемы. При этом каждый контакт схемы 
является либо «замыкающим», либо «размыкающим» контактом опреде- 
ленного реле. Каждое реле, независимо от других реле, может либо 
сработать, либо не сработать (отпустить); в первом случае оно замкнет 
все свои замыкающие контакты и разомкнет все свои размыкающие, во вто- 
ром случае, наоборот, разомкнет замыкающие контакты и замкнет раз- 
мыкающие. 

Условимся обозначать контакты теми же символами, что и их прово- 
димости. Именно, каждый замыкающий контакт реле А будем обозначать 
буквой а, а каждый размыкающий контакт этого же реле — символом а 
(поскольку проводимости замыкающего и размыкающего контактов одного 
и того же реле являются величинами инверсными). Таким образом, если 
А1, А,..., Аж — реле рассматриваемой схемы, то проводимости а1, а›..., ай 
замыкающих контактов этих реле являются независимыми переменными 
величинами со значениями из алгебры %. Принятое нами условие о не- 
зависимости работы реле позволяет в дальнейшем говорить только о кон- 
тактной схеме и входящих в нее контактах (т. е. о переменных а1,а.;... 
....@т) без всякого упоминания о реле. Поэтому для рассматриваемых 
в настоящей статье схем мы применяем название «контактные» вместо 
«релейно-контактные». 

Если два определенных узла схемы М, и М, приняты за полюсы, то 
контактная схема называется двухполюсной. Проводимостью двухполюсной 
схемы называется переменная величина со значениями из алгебры 3%, 
равная 1, если при данном состоянии контактов в схеме имеется замкну- 
тая (в электрическом смысле) цепь, соединяющая полюсы М; и М» и 
равная 0, если такой цепи в схеме нет. Проводимость двухполюсной 
схемы является вполне определенной функцией от переменных а1, 4,,... 
...,@т, Т. е. величиной булевской алгебры 3 (а1, а»,..., а»). 

Назовем элементарной цепью всякий сам себя не пересекающий путь 
на схеме, соединяющий полюсы М, и М.. Элементарная цепь является 
последовательным соединением звеньев, поэтому она будет замкнута тогда 
и только тогда, когда замкнуты все ее звенья. Следовательно, проводи- 
мость элементарной цепи равна произведению проводимостей составляю- 
щих ее звеньев (произведение в алгебре 3 равно 1 тогда и только тогда, 
когда равны 1 все множители). Проводимость двухполюсной схемы равна 
сумме проводимостей всех ее элементарных цепей, так как схема замкнет 
свои полюсы тогда и только тогда, когда в ней имеется хотя бы одна 
замкнутая элементарная цепь (сумма в алгебре % равна 1 тогда и только 
тогда, когда имеется слагаемое, равное 1). Например, схема на рис. 1а 
имеет три элементарные цепи и проводимость ее равна 


аб ас + 
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{через а, 6, с обозначены замыкающие контакты трех реле). Схема на 
рис. 46 имеет четыре элементарные цепи и ту же проводимость 


ав -- ава + Фа + 5 = аб ас-+ы. 


Определение проводимости заданной (например, чертежом) контактной 
схемы называется анализом схемы, а построение схемы по заданной про- 
водимости — синтезом. 

В практике конструирования контактных схем большая экономия кон- 
тактов достигается за счет применения вентильных элементов. Вентильным 
элементом называется приспособление, которое при последовательном 
включении в цепь пропускает ток только в одном определенном направ- 


Рис. 1 


лении. В качестве вентильных элементов могут быть применены, напри- 
мер, твердые выпрямители, электронные лампы и т. п. Проводимость вен- 
тильного элемента зависит от рассматриваемого направления цепи, в 
которую он последовательно включен. В одном направлении эта проводи- 
мость равна 1 (проводящее направление), в другом направлении — 0 (за- 
пирающее направление). Так же как и контакты, вентильный элемент на 


е—— 0—5 еФ— /) —® > ) — 
е—— 4 —х э— / —_® =) о 
Рис. 2 


схеме будем обозначать его проводимостью (т. е. 0 или 1) и стрелкой 
указывать то направление, в котором эта проводимость имеет место. Кроме 
того, мы будем допускать, что в контактной схеме, кроме контактов реле 
и вентильных элементов, могут встречаться «всегда замкнутые» и «всегда 
разомкнутые» контакты, обозначениями которых будут, соответственно, 
1 и 0. Данное выше определение звена следует соответствующим образом 
дополнить (рис. 2). Наличие в двухполюсной контактной схеме вентиль- 
ных элементов вынуждает различать две проводимости схемы: от одного 
полюса к другому и в обратном направлении. 


$ 3. Матрицы над булевской алгеброй 


Пусть % — произвольная булевская алгебра. Будем рассматзивать 
матрицы над % (т. е. с элементами из %). Как и для обычных матриц 
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(над полем), для матриц над % можно ввести операции сложения и (ма- 
тричного) умножения, которые мы будем записывать так: 


Е АХ 18% 


При этом будут иметь место также ассоциативные, коммутативный (для 
сложения) и дистрибутивный законы. Кроме этого, введем операцию «бу- 
левского» произведения: АВ =С матриц А и В, определив элементы 
матрицы С через элементы матриц А и В следующим образом: 


Са,в = Ча,в бо,в 


для всех индексов х и В. Множество %,„ квадратных матриц п-го порядка 
над булевской алгеброй % относительно операций сложения и булевского 
умножения является булевской алгеброй. Нулем этой алгебры является 
матрица О, все элементы которой нули, а единицей — матрица Г, все эле- 
менты которой равны единице. Неравенство А< В в алгебре %„, означает, что 
ав Зв при о, В=1,2,...,п. Наконец, инверсной к А является 
матрица А, элементы которой инверсны по отношению к соответствую- 
щим элементам матрицы А, т. е. 


{Ав =: 
Если АХВ, а С — любая матрица из %„, то 


АХСВХхСи СХАЗСХВ. 


Действительно, из Ах В следует, что А-+ В = В; далее, 
ев с хА-- В) С=В ХС, 


откуда вытекает, что 
ое ВОС. 


Пользуясь только что доказанными неравенствами, легко показать, что 
если А, «А, и В, <В,, то 
Хх В < А ЖВ.. 
Обозначим через Ё матрицу © единицами по главной диагонали и 
нулями на остальных местах. Для любой матрицы А имеет место: 


АхХЕ=ЕХА=А. 


Матрицу А назовем «нормированной», если ее диагональные элементы 
равны 1, т. е. А> Е. Из вышеприведенных неравенств для нормирован- 
ной матрицы А следуют неравенстваз 


Па. (1) 
тде 42 = Ах А, 43 = АХ Аи т. д. 
Докажем, что для нормированной матрицы А всегда имеет место 
равенство: 
а (2) 
* В 
где п — порядок матрицы А. Обозначая элементы матрицы А’ через аз, в, 
будем иметь: 
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п 


п —- . +. 
Ч, к — № Чл, к, ЧК, Кь ^^ ` Ч а. 
ОСЬ Ап —1=1 


Если № =», то 


Пусть А = А». Рассмотрим слагаемое 
Як, А: @х,, Ка а Е Ки’ (3) 


Среди п-+1 чисел К№,А:,..., должны быть одинаковые. Пусть 
№ =, где <], тогда, опуская в (3) часть множителей, получим не- 
равенства: 


п— (1—4) и—1 
Чл, №, * "Чу, К За, в... Ч № “у, Иа `@ ит, А < 4, п < 4, № 


Таким образом, а т.е. "< А"”\1. Из этого неравенства 
и неравенств (1) следует доказываемое равенство (2). 

Наименьшее натуральное число т’, для которого А” = А’\1, назовем 
«показателем» нормированной матрицы А. Из (2) следует, что всегда 
(считая п> 1) гп. Из А’ = А” вытекает: А” = А” при всяком # > г. 


$ 4. Контактные многополюсники 


Пусть имеется контактная схема ЕЁ. Если указана некоторая после- 


довательность М:!М»,'..., М» из узлов схемы РЁ, то контактная схема Ё 
называется п-полюсной,а указанные узлы — ее полюсами. Обозначим 
М М 


Ре, т 
0 
Я д — с —^ Е 


М 


Г 


| 1 
Е. 


й 0+2 286 
А=|4+248 7 я 
@дс 7.74 1 


Рис. 3 


через аз, в сумму проводимостей всевозможных элементарных цепей схе- 
мь @, идущих от полюса М. к полюсу Мв, минуя остальные полюсы 
(имеются в виду проводимости цепей в направлении от М. к Мв). По- 
ложим аа = 0, если таких цепей в схеме не имеется, и а. в=1, если 
Мхи Мь совпадают. Величину а„,в назовем «непосредственной» прово- 
димостью от полюса М» к полюсу Мв. Непосредственные проводимости 
между полюсами запишем в виде нормированной квадратной матрицы 
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п-го порядка А. Если в контактной схеме РЕ отсутствуют вентильные 
элементы, то матрица А будет симметрической. Матрица А не однозначно 
описывает многополюсную схему. Например, трехполюсным схемам 
(рис. 3) будет отвечать одна и та же матрица. 

Всякую п-полюсную контактную схему, непосредственные проводи- 
мости которой образуют матрицу А, будем называть контактным и-по- 
люсником А. Понятие многополюсника может быть применено для алгеб- 
раической записи контактных схем. Для того чтобы записать контактную 
схему в виде матрицы, надо ее рассматривать как многополюсник, при- 
чем за полюсы взять все узлы данной схемы. Если за полюсы возьмем 
не все узлы, то получим приблизительное описание строения схемы. 

Обозначим через у, (А) сумму проводимостей всех элементарных 
цепей схемы Р, идущих от полюса М. к полюсу Мв. Положим Жив (А) =0, 
если таких цепей в схеме не имеется, и у, ‚(4) =1, если Ма совпадает 
с М,. Величину Х..в (А) назовем «полной» проводимостью от полюса М, 
к полюсу Мь многополюсника А (эта величина не зависит от способа 
реализации многополюсника А в виде схемы Р). Квадратную матрицу 
х (4), составленную из п? величин Х. в (4), назовем «характеристикой» 
многополюсника А. Например, характеристика трехполюсника А, реализа- 
ции которого изображены на рис. 3, равна 


1 4-+ аб (аа) 
х (А) = | аа 1 Бе 
с (а а) | 1 


Два п-полюсника Аи В, имеющие одинаковые характеристики у (А) = 
= (В), будем называть «эквивалентными», записывая это А -—В. Мат- 
рица у (А) в известном смысле характеризует работу многополюсника А. 
Пусть, например, часть некоторой электрической схемы относительно 
точек сопоикосновения этой части с остальными частями схемы пред- 
ставляет собой контактный многополюсник А. Тогда, не изменяя работы 
схемы в целом, можно многополюсник А заменить любым другим экви- 
валентным многополюсником. 

Для полной проводимости можно написать следующее выражение, 
вытекающее из самого определения: 


Х.. в(А) = о Ча, к, ад, №, * * "Чт, В, (4) 
(в, а #т) 


где (№,А,,...,Ат) пробегает всевозможные размещения из элементов 
инь оон 
элементов. При этом «размещению из 0 элементов» в сумме (4) соответ- 
ствует слагаемое ав. 

Исходя из формулы (4), мы можем понятие «характеристики» пере- 
нести на нормированные матрицы над любой булевокой алгеброй 31. 
В дальнейшем под 9% мы будем понимать произвольную булевскую алгебру; 
однако, имея в виду только приложения к контактным схемам, мы на 
протяжении всей статьи будем пользоваться соответствующей этим схе- 
мам терминологией. В частности, нормированные матрицы над У час... 
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будем называть многополюсниками. В приложениях к контактным схемам 
под алгеброй %[ следует понимать алгебру %(а1, а,..., ат) всех функций 
над 3 от проводимостей а:,4.,...ат замыкающих контактов. 

Возникают две основные задачи: 

а) определить характеристику х(А) заданного многополюсника А 
(анализ многополюсника); 

6) найти многополюсники А, имеющие заданную характеристику Х (А) 
(синтез многополюсника). 

Формула (4), выражающая элементы матрицы Ух(А) через элементы 
матрицы А, хотя и дает способ анализа многополюсника, но для прак- 
тического применения совершенно непригодна. В работе дается несколько 
решений поставленных задач, причем задача синтеза рассматривается 
в более общей формулировке, чем это сделано выше, что вызвано по- 
требностями электротехнической инженерной практики. 


$ 5. Первый способ анализа многополюзников 


Пусть А — произвольная квадратная матрица п-го порядка над алгеб- 
рой %. «Определителем» | А] матрицы А назовем функцию ее элементов, 
составленную следующим образом: 


1А| = р. @1, 51 @2, 52° * `@п, Бп, (5) 
ЗЕЕ, 
где 5 пробегает все подстановки из и чисел: 1,2,..., п симметрической 


группы ©», а «5А» обозначает то число, в которое подстановка 65 пере- 
водит число №. Формула (5) отличается от определения обычного опреде- 
лителя только отсутствием символа Кронекера, поэтому естественно ожи- 
дать, что теория таких определителей в некоторой степени окажется 
аналогичной теории обычных определителей. Мы перечислим некоторые 
свойства таких определителей. 
1. Определитель не изменится от перестановки строк со столбцами. 
П. Определитель не изменится от перестановки двух строк (столбцов). 
Ш. Определитель может быть разложен по элементам какого-нибудь 
ряда: * 


[А = ощтаьЕ УаньАь в, (6) 


А=1 й=1 


Где Аа, х — минор определителя |А|, т. е. определитель (п — 1)-го порядка, 
получающийся из определителя | А| вычеркиванием х-й строки и К-го 
столбца. Имеет место и более общее разложение (теорема Лапласа). 

ГУ. Если все элементы одного ряда имеют общий множитель, то его 
можно вынести за знак определителя. 

У. Если элементы какого-нибудь ряда суть суммы из двух слагаемых, 
то определитель представляется как сумма двух определителей. 
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Матрицу, составленную из миноров матрицы А, 


Ал: Аи, т 


С ТАС 


ВХ п 


назовем «взаимной» к матрице А. 
Первый способ анализа многополюсников дает следующая 
ТЕОРЕМА. Характеристика нормированной матрицы А равна мат- 
рице, взаимной к А, т. е. 


Ха. в (4) =А„ (@,В=1,2,...,п). (7) 


Доказательство. Прежде всего выведем выражение для минора 
Ав,«, справедливое для любой квадратной матрицы. Для этого запишем 
формулу (5) в несколько иной форме. Пусть х и В—фиксированные индексы. 
Разложим каждую подстановку 5 на произведение независимых циклов. 


Пусть (8,В,,В.,...,Вш) — тот цикл подстановки 5, который содержит 
символ В (т < п). Тогда слагаемое суммы (5), соответствующее подста- 
новке 5, имеет множители ав, в,, Чв,,в,,...,@ви,в; обозначив произведение 
остальных множителей через аз, перепишем формулу (5) в виде: 
[А] == я ав, В: @в,, в, * р "ви, В 45, (8) 
865, 


где т, конечно, зависит от подстановки 5. Если теперь в тождестве (8) 
положить ав, =0 при А -Е хи 9, „=1, тО левая часть обратится в ми- 
нор Ав, « (свойство Ш определителей), а в правой части останутся только 
слагаемые, в которых В, =«, т. е. только слагаемые, соответствующие 
подстановкам 5, переводящим символ В в символ о. Таким образом, 
получим: 


Ав, «= У) 4, в, @в,, в." "вт, в 5, (9) 
88=« 


где сумма распространена только на те подстановки из ©„, которые пе- 
реводят В в «. 

Предположим теперь, что А — нормированная матрица. Среди подста- 
новок 5, имеющих фиксированный цикл (В, х,Вз,...,Вт), содержится и 
одноцикленная подстановка 


5 = (В, Вз..., Ви). 


Соответствующее этой подстановке слагаемое суммы (9) имеет вид 
Чо, в, в», Ва * * * Ви В» 


так как в этом случае аз’ =1 (вследствие нормированности матрицы А). 
Все слагаемые, соответствующие подстановкам 5, имеющим фиксирован- 
ный цикл 5’ и отличным от 5’, можно в сумме (9) опустить, так как 


Чо, в, `@в и, В 98 < Ча, в, ` * `@ви, В- 
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Таким образом, 


Ав, «= У Ча, в, бб, ви ` ^`@ви, В› (10) 
5’В=а 
где 5” = (В, о, Вз, Ва,...,Вш) пробегает одноцикленные подстановки, пере- 


водящие символ В в о. Правая часть равенства (10) совпадает с правой 
частью равенства (4), откуда и следует доказываемое равенство (7). 
Из формул (7) и (10) следует неравенство: 


8—1 
х(4) < А’. (11) 
Действительно, для каждого слагаемого правой части (10) имеем: 
о а, О ЧЕ 


так как т < п. Следовательно, для всей суммы (10) получаем: 


Ха, в (4) = Ав, „< в. 


$ 6. Второй способ анализа многополюсников 


Второй способ анализа вытекает из формулы 
х (4) = А", (12) 


где х— показатель нормированной матрицы А. Так как А”= А" и 


имеет место неравенство (11), то для доказательства формулы (12) доста- 
точно показать, что 


1" < х(А). (13) 
Пусть А и №, — фиксированные индексы и А, -Е А‚. Имеем: 


п 


п1 
Тел = о ... к 
о о бы 


(14) 


не 


Рассмотрим слагаемое а, к, Ч, №," * "аи, Ён: Если. среди чисел 
Ал, №,..., К, есть равные, например, А =, где &<}, то, ‘опуская 


множители ал,,х ах. получим неравенство: 


снг Чье › —щь 


ОН. < бл, Ч о Ад 


Если среди оставшихся индексов А, А,,...,Аь Ёда,..., Аи есть рав- 


ные, то, подобно предыдущему, опять опускаем некоторые множители 
ит. д., пока не придем к неравенству: 


аз, в ``, „< Ч, а. Зах о Ка 
где среди индексов Ау, (1, [,,...,[ш, №, уже нет равных. Но тогда 
а ыы 2 А 
Ж, 1 ть Ви < К, Ап (4) 


и, следовательно, для суммы (14) получаем неравенство: 


1 
и (4), 
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Е И 


справедливое для всех значений индексов А; и А, (в том числе и при 
А: = №»), т. е. неравенство (43). 
В частности, для двухполюсника 


х(А=А (п=2.. (15) 


Из доказанного равенства (12) (см. также конец параграфа 3) выте- 
кает: 


АХ х(4) =Х (4) хА=х(4)* =х(х (4)) =х(4). (16) 


Если АХВ, где А и В — нормированные матрицы, то А Я". сле 
довательно, и 


х (А) <х (В). 


Характеристиками являются нормированные матрицы, показатель кото- 
рых равен единице, и только они. 

Для того чтобы нормированная матрица А была характеристикой, 
необходимо и достаточно, чтобы ее элементы удовлетворяли неравен- 
ствам: 


аа, хх, в < Ча, в (17) 
при всех индексах о, В, К. Действительно, из (17) следует: 


п 
2 
Ча. в > У Ча, как, в = @ч, в 
#=1 


А АЗ, 


откуда А = А? и г=1. Обратно, если А — характеристика, то А = А, 
откуда 


п 
Ч, в = У, аа, вал, в > аа, Ааа, в 
А=1 
для любого К. 


$ 7. Характеристическая функция 


Всякой нормированной матрице А из %„ сопоставим функцию от п 
переменных 21, 2.,..., Фи: 


п 
ТА (т, 05, ... ‚ Ф») = р Ч, В Ха Тв, (18) 
©, В=1 


коэффициентами которой служат элементы матрицы А. Такого вида функ- 
цию будем называть «характеристической функцией», именно, характери- 
стической функцией матрицы (или многополюсника) А. Докажем две 
леммы: 

ЛЕММА 1. Имеет место равенство: 


ТА (11, 1,..., ти) = (А) (я, 1,..., Фи). (19) 
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Доказательство. 


п п а 
Таз (21, 2... , 2) = У Я тар == У ак лйь, вдаль = 
а, В=1 , В, А=1 
п 2. ах п ен 
= а Ча. как, ва (тк -Ё Жк) = о Ча, как, ВТаТьдк Е 
а, В, А=1 «, В, А=1 
п Е т тыл п ее 
+ У чак У ака | У ль =. 
а, В, А=1 ©, В, А=1 ©, В, =1 
Ин Ао а ое 


т.е. [4 </А; с другой стороны, из Ах А? следует противоположное 
неравенство: }д < /[л', таким образом, 


ТА = ТАз. 
Применяя последовательно доказанное равенство, получим: 
ТА == Дне де = Где. = ТА), 


‘и лемма доказана. 
ЛЕММА 2. Каждая строка характеристики матрицы А является 


решением «характеристического» уравнения }л(51,..., 2) =0, т. е. 
ижос а» хо о 6 п (4А)) =0 (20) 
при любом {=1,2,...,м. 
`Доказательство. Пользуясь тем, что у (А) х А =х(А), получаем: 
а (х,.: (А), а а о ыы» Ч ву, = (А) Хх. в 1) = 
В 


Самая запись (18) характеристической функции многополюсника А 
является в то же время записью многополюсника А. Мы покажем, что 
характеристическая функция характеризует работу многополюсника А. 
Именно, имеет место предложение: для того чтобы две матрицы А и 
В были эквивалентны, необходимо и достаточно, чтсбы были равны их 
характеристические функции. Это предложение непосредственно вытекает 
из следующей теоремы: 

ТЕОРЕМА. Неравенство характеристик 


х (4) < х (В) (21) 


двух многополюсников А и В равносильно такому же неравенству их 
характеристических функций: 


ТА (2, оо0 ‚ 2) <] в(ал, ЯЗ о ФТ»). (22) 


Доказательство. Пусть имеет место (24), тогда (д) «(ву 
а в силу леммы 1 отсюда вытекает неравенство (22). 
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Пусть имеет место (22). Подотавим в это неравенство 


т,=х,, (В) (=1,2,..., п); 
тогда получим, в силу леммы 2: 


О Даев) 6, 


я я вХу, а (В) те В (В) Е 0, 
&, В=1 
или 


У (Вх 4}. вх, в (В) =0. 
ВТ 


Таким образом, при любых значениях индексов 1 и В имеем; 


или 


а так как 


то А<У(В) и, наконец, 


и теорема доказана. 

Доказанная теорема дает алгебраический метод преобразования много- 
полюсника в эквивалентный многополюсник. Если А и В — эквивалент- 
ные многополюсники, то, по доказанному, равны и их характеристические 
функции, а это означает, что тождественными преобразованиями (т. е. 
при помощи аксиом булевской алгебры) функция [л (71,...,2и)* может 
быть преобразована к виду ]в (21,...,%,)**. 


$ 8. Исключение переменных из характеристической функции 


Чтобы записать строение двухполюсной (или многополюсной) схемы 
с достаточной полнотой, приходится эту схему рассматривать как много- 
полюсник, причем за полюсы многополюсника принимаются все (или 
почти все) узлы схемы. В таком многополюснике не все полюсы играют 
одинаковую роль. Существенны только те полюсы, которые совпадают 
с полюсами рассматриваемой электрической схемы, остальные полюсы 
играют лишь вспомогательную роль. Поэтому при преобразовании такого 
многополюсника требование неизменности всей его характеристики является 
излишне сильным. Достаточно ограничиться требованием неизменности 
только тех элементов характеристики, которые соответствуют парам су- 


* Имеется в виду выражение р а, бов. 


** Имеется в виду выражение У! 6, втбь. 
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щественных полюсов. Что же касается вспомогательных полюсов, то даже 
нет необходимости, чтобы их количество оставалось без изменения. Мы 
введем еще две операции над характеристическими функциями, которые 
позволят производить такого рода преобразование многополюсников посред- 
ством преобразования их характеристических функций. 

Переход от функции #(х) к ее точной нижней границе ] (0) }(1) будем 
называть «исключением» переменной х из функции ] (57) и писать: 


(Ез) 7 (=) = 7 (0) 1 (1). 


Обратную операцию — восстановление функции от х по ее точной нижней 
границе — будем называть «введением» переменной х. Обратная операция, 
в отличие от прямой, не однозначна. В дальнейшем нам часто придется 
пользоваться следующей простой формулой: 


(Ез) (ах + 65 + с) = аб + с. (23} 
Если из характеристической функции /л(171,..., 2) мы исключим 


переменную 1„, то получим опять характеристическую функцию некото- 
рого (п — 1)-полюсника В: 


п—1 п—1 п—1 
(Ех) ТА (тт, ее т) == в Со, ВТо в - № ЗЫ У п, вв = 
«, В=1 &=1 В=1 
#—1 р 
= № (бе, в: 4х, оби, в) бе (2, а (24} 
«, В=1 
где 
В», в = аа, в -[ Ча, пм, в О ВЕ Па И 


Будем говорить, что многополюсник В получен исключением полюса М» 
из многополюсника А. 

ТЕОРЕМА. При исключении полюса Мь из п-многополюсника А эле- 
менты характеристики, соответствующие оставшимся полюсам, остают- 
ся без изменения, т. е. 


Хх. в(В) =. в(4) (@,8=1,2,...,п-— 1), (25) 


где В — результат исключения полюса Мы цз А. 
Доказательство. Исключая переменную х„ из функции 


и (х,, ты 2 получим: 
(Ето Лю дека) = Ла ль... , Фи, 
где 


в = Жив (А) - И (20 И о: В 


или, принимая во внимание неравенства (17), имеющие место для эле- 
ментов характеристики, 


Си, в = Ха, в (А) (В =1,2,...,п— 1). (26) 
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Матрица С является характеристикой, так как ее элементы удовлетво- 
ряют неравенствам (17). Из }, = ТА) И однозначности операции исклю- 
чения имеем: 


(Ет„) }„ = (Ех,) Л, (ау 


5 @,:.:,.2) = @,..., 1), 
откуда В — С, а так как С — характеристика, то х (В) =х (С) =С; 


0 (27) 


Подставляя (27) в (26), получим равенства (25). 

Из доказанной теоремы вытекает третий способ анализа многополюсни- 
ков. Если из характеристической функции }„ (1,...,2,) последова- 
тельно исключим переменные Хи, 1„_1,..., 2, то получим характеристиче- 
скую функцию двухполюсника, проводимости которого суть Хх, ,(А) и 


№. (9): 
(Ех) (Ех,) ... (Е) 1 (7). .,,) =, (4) 2.2, + х„: (А) х2,. 
Положив в последнем равенстве 1; =1 и х, =0, получим: 


оной ЕЕ) Ее). бели) (28) 


или 
1 


И Е 


Хз» Х4»...› Хи0 


При вычислении правой части (28) можно сначала положить 2, =1, 
х, =0, а потом исключать переменные; результат от такой перестановки 
действий не изменится. Для других элементов характеристики полу- 
чаются формулы, аналогичные формуле (28). Эти формулы и дают третий 
способ анализа. 


$ 9. Введение вспомогательных полюсов 


Операция исключения} переменной из характеристической' функции 
однозначна и может быть произведена, например, по формуле (24). Для 
того чтобы ввести новую переменную в характеристическую функцию, 
можно также воспользоваться этой формулой. Для этого представим 
характеристическую функцию ]) в виде: 


п п у 
ТА (1, ...у и) == > В, пана * № Ви, 7 в -- > ., 22, (29) 
&=1 В=1 а, в8=1 
где 8; ; (17 =1,2,..., п-+- 1) — соответствующим образом подобранные 


коэффициенты. Тогда правую часть последнего равенства можно пред- 
ставить как результат исключения некоторой переменной ФТ": из характе- 


ристической функции }в(21,..., Фи): 


ТА (2... , и) = (Е5и41) }в (21, .-., Ф-). 
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Согласно теореме предыдущего параграфа, элементы характеристик 
многополюсников Аи В, соответствующие первоначальным п полюсам, 
будут одинаковыми: 


Х..в(А) = Х«,в(В), @В=1,2,..., п). 


Будем говорить, что (п - 1)-полюсник В получен из п-полюсника А вве- 
дением нового полюса М„+1:. Если исходный многополюсник А симметри- 
чен и в результате введения нового полюса мы хотим получить опять 
симметричный многополюсник В, то необходимо потребовать, чтобы коэф- 
фициенты правой части (29) удовлетворяли условию симметрии: 


Бу = бо тина). (30) 


Конечно, характеристическую функцию [д можно многими способами пред- 
ставить в виде (29), поэтому и многими способами можно ввести новый 
полюс в многополюсник А. 


$ 10. Общее преобразование многополюсников 


Введенные операции над характеристическими функциями позволяют 
поставить вопрос о преобразовании многополюсников в более общем ви- 
де, чем это было сделано раньше. Пусть А — рассматриваемый п-полюсник 
с полюсами Му., М.,..., Ми, ..., Мь, и пусть, по условию задачи, по- 
люсы М1, М»,..., Мп являются «существенными», а остальные — «вспо- 
могательными». Это следует понимать в том смысле, что данную задачу 
решает п-полюсник А и всякий р-полюсник В (р >. т), для которого 


Ве, Ват (31) 


Обозначим полюсы многополюсника В через М1, М.,..., Ми, Мил ео: 

. ,Мр, а характеристические функции многополюсников А и В-— через 
А ее по Ти? у т’). Переменные Ти) 
Ти) т соответствующие вспомогательным полюсам. многополюсни- 
ков Аи В, будем называть параметрами. Согласно ранее изложенному, 
условия (31) равносильны равенству результатов исключения параметров 
из характеристических функций }л и }в: 


(Ежа). +. (Ез„) У (2)... ,2,) = 
= (2. ,)...(Ех,) Уь (2, а 51: 2). (32) 


При помощи этого равенства нетрудно показать, что тождественными 
преобразованиями, исключением параметров и введением новых характе- 
ристическая. функция многополюсника А может быть преобразована в 
характеристическую функцию всякого многополюсника В, удовлетворяю- 
щего условиям (31). Действительно, исключением параметров Хил, ..., би 
функция }л(57,..., 2.) преобразуется в левую часть равенства (32). 
Тождественными преобразованиями левая часть (32) может быть преобра- 
зована в правую. А правая часть равенства (32) введением параметров 
‚ р 

х 


п41’‘``›%, Преобразуется в характеристическую функцию многопо- 
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люсника В. В частности, если в А все полюсы существенны (т = п), то, 
по крайней мере теоретически, отпадает необходимость в операции исклю- 
чения параметров. Этот последний случай построения многополюсника В 
с заданными элементами характеристики Х.в (В) (< В=1,2,..., т) 
является естественным обобщением задачи, Е: нами в $ 4 синте- 
зом многополюсника. Синтез двухполюсника в этом обобщенном смысле 
соответствует задаче построения двухполюсной контактной схемы. 
Пример 1. Построим двухполюсную схему А с проводимостями 


Хз (А) = 64 + ас - аа, Хо. 1 (А) = 64 - ас- 6. 
Преобразуем характеристическую функцию двухполюсника: 
7(тл, 2.) = (64 + ас - аа) жал, + (64 + ас + 5) шт, = 
= (ах: + сх) (ат: -- 6%, -- ся» + 41») + 84 (112, - т.т). 
Введем параметр хз: 
1 (1, х., 13) = (ах, - сх.) хз + (ах, + 6х, - сх, - 41.) ж. + 
-- 84 (5,5, + 1.71) =а (5, о 5.) - с (18° 1.) 
-- ах. + 62,5. + в (2.2, + 1,21) = 


= а (2, ° 23) -- с (7. ° 23) + (6х, -- ах, + 2) (62, - ат.), 
где обозначено *: х.7в - вто = Ха о 2. 
Введем параметр 24: 


ТА (21, 2», 23, 24) = а (21 ° 23) + с (то хз) -Е (6, - ах» - 2.) 2. + 
(62, - 42.) 2. =а (21 ° 2) + с (2. 523) + 6 (21 ° 24) - 4 (12° 14) + 2.24. 


Четырехполюсник А изображен на рис. 4. 


м, 
$ < 
м, м 
< $ 
4 
Рэс. 4 


Отметим один частный способ введения нового параметра в характе- 
ристическую функцию симметрического многополюсника. Допустим, что 


* Операция Хоу в алгебре $ есть не что иное, как обычное сложение по мо- 
дулю 2. 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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из характеристической функции }л (11,...,2) возможно выделить сла- 
гаемое вида а6 (ха о тв), т. е. 


а (хх с хв) < ДА (21, ...-, м) 


(где а и р — величины из 9%). Тогда слагаемое а6 (т.о ль) можно заменить. 
суммой 

а (Тео Фил) - 6 (2т-1о 28). 
Действительно, 


аб (хо хв) = аб (хажв - Хвдь) = (ах. -- 6лв) (ата - 0хь). 
Вводя новый параметр 1,41, получим: 


(ах. - хз) ии + (аль -- 656) ти, = а (диода) + 6 (2,1 ° 2). 


Остальные слагаемые характеристической функции }л(7,..., 2) при 
таком введении параметра х„-: остаются без изменения. Если ограни- 
читься только этим частным способом введения параметра, то в результате 
получится так называемая П-схема, и любая П-схема заданной проводи- 
мости может быть получена этим способом. Мы рассмотрим это на при- 
мере, причем применим способ в такой форме, в которой он в точности 
совпадает с методом Шестакова (“) построения П-схем. 


Пример 2. Построим двухполюсную контактную схему без вентиль- 
ных элементов с проводимостью 


Хх = аб -+ аса -+ бес - ас. 
Представим Х в виде какого-нибудь П-выражения, например, 
х = (а + ес) (6 - еа) + ас. 
В характеристическую функцию двухполюсника 
Х (21 °2,) = (а - ес) (6 - е4) (х, ох») + 4с (11 °х,) 
введем параметры 2; и х;: 
(а ес) (т, 23) + (6 + е4) (1 о 2») - 4 (2 ° 4) + с (11°) = 
= а (2; © 23) -- 6 (7; °2,) + 4 (1, ° 24) + с (24° #,) + ес (21 о 2) - е4 (ху ° 2). 
Вводим параметры х, и #6: 
а (71 ° 23) + 6 (1, ° 4.) + 4 (21 ох.) + с (24° 4.) + 


-е (21925) - с (25 о2;)  е (тож, + 4 (2вох,). 
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Получившаяся П-схема изображена на рис. 5. Если не ограничиваться 
этим частным способом введения параметров, то можно получить схему, 
содержащую только 5 контактов (®). 

При построении двухполюсной схемы А с заданной проводимостью 
х.з (А) можно ввести небольшое упрощение в выкладках, если с самого 
начала положить 1, =1 и 2,=0, т. е. преобразовывать функцию 
ТА (1, 0, 1.,..., 2.) от параметров 1.,..., 2". Как показывает форму- 
ла (28), тождественные преобразования функции }л (1, 0, ее 9 
исключение параметров и введение новых параметров не изменяют про- 
водимости ух, (А). Обратно, при помощи перечисленных операций много- 
полюсник А может быть преобразован в любой многополюсник В, для 
которого 


Ха, з (В) =Х, 2 (4). 


’ 


Действительно, последнее равенство равносильно равенству: 


(Еж)... (Е) Уд (1, 0, 2,...,2,) = (Ез,)...(Ет,) }ь (1, 0,%,...,2), 


р 


откуда и следует, что при помощи перечисленных операций функция 


А (1, 0, 2з,..., 22) может быть преобразована в функцию {в (1, 0,х.,... ‚2. 
Заметим, что в выражение функции }л (1, 0, 1.,..., 22) не входят про- 
водимости аз,1, ао, в (а, 8 =1,2,...,пП), поэтому эти коэффициенты в вы- 
ражении для характеристической функции }л (571, 1.,..., 1») могут быть 
взяты произвольно. Если же ищется симметрический многополюсник А 
(т. е. строится схема без вентильных элементов), то эти коэффициенты 
определяются условиями симметрии: 


С, 1 = ал, о) а2, в —- ав, 2. 


В заключение рассмотрим несколько примеров на построение схем 
с вентильными и без вентильных элементов. 
Пример 3. Построим двухполюсную схему А с проводимостью 


х.з (А)= ас { 5 + 4 - 68 { ве. 
Имеем для двухполюсника: 
К, 0) = Бе -.а- ас -ве. 
Вводим параметр 23: 
1 (4, 0, хз) = бу + (с а - в) хз + ас + ве = 
= (1, о 8- 9% + с + а) жь + ас. 
Вводим параметр 24: 
1 (4, 0, ж,, 2.) = (2. - е) ха + 2 | баз - (с 4) х: + ас = 
= (а -{ 2;) с - 624 | 237 + ет, + 65, + 4х.. 
Вводим параметр 4: 
{А (1, 0, 2з, ха, 25) = (@-+ %) 2; + сть + ет. | 232, + ет, + 9, + аз.. 
3* 
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Берем недостающие элементы пятиполюсника А: 


в - 


ДА (21, то, 2, Та, №5) = а (121025) + т.т +с(7.о2,) + 


+ 8 (2, о 24) + 2.9. + е (11514) 6 (2, о 23) - 4 (23°) 
(см. рис. 6). 


Пример 4. Построим двухполюсную схему А без вентильных эле- 
ментов, проводимость которой 


т А) = ей -{ вес - абс + аай -- забс - афей -- а4ес. 


М; 


А 


Преобразуем это выражение: 


(2 -- а4 -{ аёве) (№ - ес + 4&°) + ас. 
Вводим параметр х.: 


(8 -- аа -Набе)х. + (В - ее + 4%) х, + а = 
= [(а -{ 6) х; + а]. [(а - ве) #, + №] + вх. + (в + ес) х;. 


Вводим параметр 2,: 


[(@ -- 5е) ж, + а] т, + [(а - 6е) ху + в] 1, + вжь + (№ - еб) х, = 
= (@ + №) (2; о 2.) -- а, + дев, + вть Е (В ее, = 
== (Вх, - ег.) (5х, - ет; + с) -- 4 (т ох,) + ат. | вт. + йх.. 
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Вводим параметр х.: 
(6, -- е2з) 5 Е (52. - ет, -- с) х5 + а (х, ох.) ах, + 82, + йа, = 
= (24 25) е (23025) -- сть - 4 (2324) - аз, + вт, + 1+. 


Исходя из последнего выражения, пишем характеристическую функцию 
симметрического пятиполюсника А: 


1А=6 (24 о 15) - е (12315) + с (25 °1,) -- 4 (2; ° 24) -- 
+ 4 (2, ° 24) - $ (2, ох) - 1 (5. °т,). 


Пятиполюсник 4 изображен на рис. 7. 


М; › М 
> $ 
а — & 
$ $ 
[4 
М, М; 
Рис. 8 


Пример 5. Построим двухполюсную схему А без вентильных эле- 
ментов с проводимостью 


Хи, з (А) = а6 + с4 -- аё} + сп} -- авй4 -- сй86 + е} -- ев - ейа = 
= (а - её - сй2) (6 - в} - вйа) -- са си} - е} + ейа. 
Вводя последовательно параметры 2., х., 1, будем иметь: 
(а -- ев - ей) х.- (6 - в} йа) х.- са- сп} - ей ева = 
= (62, Не + сй) (82, + Л- йа) - аз, + 6, - ва, 
(а, ре сп) 2, + (65, + 1+ Ва) жи + аа ++ вы с = 
= (по, + (е + ей) 2: + - Ва) 2, ат, | в, + а = 
= (и + 9 (а а) в (поза) ет. + ра + ат, + в, 
(аа + о) 2ь + (ил, + 4) ть + в (воза) - ет. + ри ау + в = 
= Й (21 ох.) - сх, + 4%, - & (@зох.) | ел. - }, | ах. - 8.. 


Исходя из последнего выражения, можно непосредственно построить 
нятиполюсник А (рис. 8). 


Поступило 
12. У. 1952 
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3. И. БОРЕВИЧ 


ГРУППЫ ГОМОЛОГИЙ р-РАСШИРЕНИЙ РЕГУЛЯРНОГО 
ЛОКАЛЬНОГО ПОЛЯ* 


(П ресставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе устанавливается, что п-мерная (п>3) группа гомологий 
Р-расширения регулярного локального поля с группой Галуа С изо- 
морфна (п — 2)-мерной группе гомологий группы С в бесконечной ци- 
клической группе с тождественными операторами. 


81 

Пусть К /А— конечное нормальное расширение поля Ё с группой 
Галуа С. Образ элемента а Е К при автоморфизме с6 С будем обозначать 
через а°. Мультипликативную группу К*” не равных нулю элементов 
поля К можно рассматривать как группу с правыми операторами из С. 
Можно говорить поэтому о группах гомологий Н” (С, К “ группы С в 
группе А", которые естественно называть группами гомологий расшире- 
ния К|]Ё. [Относительно групп гомологий групп см. (4) или, в другой 
терминологии, (?).] 

Группы гомологий расширений размерности 1 и2 (в других терминах) 
встречались уже давно. Известная теорема Шпейзера утверждает, что 
Н*(С, К”) =1. Группа Н? (С, К°) возникает в задаче об описании про- 
стых алгебр с центром Ё (теория скрещенных произведений). Именно, 
2-мерная группа гомологий поля К/Ё изоморфна группе тех классов 
простых алгебр с центром Ё, для которых поле К является полем разло- 
жения. В теории алгебр встречается также и И? (С, в.) 

Представляется интересным изучение групп ЯН” (С, К“) и самих по 
себе, так как эти группы гомологий являются инвариантами расширения 
КЁ, отражающими свойства мультипликативной группы поля К как 
операторной группы. 

Основной результат настоящей работы заключается в следующем. 
Локальное поле (конечное расширение поля р-адических чисел) назовем 
регулярным, если оно не содержит первообразных корней р-й степени 
из единицы. Нормальное (конечное) расширение К/А назовем р-расши- 
рением [см. (!)], если его группа Галуа есть р-группа. 

ТЕОРЕМА. При п>.3 группа гомологий Н"(С, К’) р-расширения 
К/Е регулярного локального поля Ё с группой Галуа С изоморфна 


* Настоящая работа и значительная часть работы (3) составляют основное 
содержание кандидатской диссертации, выполненной под руководством проф. 
Д. К. Фаддеева, которому автор выражает глубокую благодарность за многие советы 


и указания. 
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НН”? (С, Л), где Л — бесконечная циклическая группа с тождественными 
операторами. 

Интересно отметить, что для указанных расширений группы ИН" (С, К 3) 
зависят только от их групп Галуа. Из теоремы в частности следует, 
что ИЗ(С, К°) есть единичная группа, Н“ (С, К°) изоморфна группе ха- 
рактеров группы С, Н° (С, К°) изоморфна мультипликатору Шура груп- 
пы С [см. (2), доказательство теоремы 5]. 

Для доказательства теоремы установим предварительно некоторые 
вспомогательные ‚предложения, среди ‚которых’ центральное место зани- 


мает лемма 4, легко вытекающая из результатов, полученных И. Р. Ша- 
фаревичем в работе (1). 


во 


ЛЕММА 1. Пусть А — абелева группа без кручения (в мультиплика- 
тивной записи), для которой конечная группа С порядка т является 
группой (правых) операторов. Тогда 


ОЕ аи 


Здесь А” обозначает подгруппу т-х степеней группы А. 
Доказательство. Пусть /6 2” ((, А"). Положим 


Пс, с1,..., би—1) == [2 (с, . 951% 


где 86С” (С, А). Имеем: 


#—1 
ау 
1 (в1, ...,у с») ] (вст, 52, ..., си) П #(, 61, ... ›94 9441, +... у д») у - 
$=1 
у 
и ыы 


Перемножив все такие равенства для всех <6 С, получим: 


7 (1, ро с») реа [(6=) (ст, ооо 9») 


откуда следует, что /=08ю. Значит, /6 В" (С, 4), и лемма доказана. 
ЛЕММА 2. При условиях леммы 1 группа гомологий Н” (С,А | А") 
содержит подгруппу, изоморфную Н”(С, А), фактор-группа по которой 
изоморфна Н”" (С, А), п> 1. 
При этом операторы сЕ С действуют на элементы А/ А” естествен- 


ным образом, т. е. &°=а” (@ — класс смежности, содержащий а 64). 

Доказательство. Рассмотрим естественный гомоморфизм А на 
А=А/А”, Этот гомоморфизм естественным образом порождает гомомор- 
физм С”(С, А) на С"(С, А), именно, если 16 С”(С, А), то определяем 
ТЕ С" (С, А) равенством: 


а ее © 


При гомоморфизме /-> 7 группа циклов 2” (С, А) отобразится на группу 
2^ (С, А), содержащуюся, как легко видеть, в 2” (С, А). Группа границ 
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В" (С, А) отображается на В" (С, А). Если рассматривать этот гомомор- 
физм на группе 2” (С, А), то ядром его будет группа 1” (С, А"), которая, 
в силу леммы 41, содержится в В" (С, А). Поэтому для п>. 1 


Н“ (С, 4) = 2" (С, А] В" (С, А=2“ (6, А) /В"(С, А. 


Воспользуемся теперь результатом работы (?) (теорема 3), согласно кото- 
рому при п>.1 имеем: 


ОА С АВ" а: 


В силу леммы 1, левая часть равна группе Н”* (С, А"), которая изо- 
морфна Н”!" (@, А), ибо Аи А" операторно изоморфны. Таким образом, 
группа Н”(С, А) имеет подгруппу 2”(С, А) / В" (С, А), изоморфную 
Н” (С, А), фактор-группа по которой изоморфна Н”* (С, А). Лемма 
доказана. 


83 
Предположим, что @ — р-группа, а абелева группа (без. кручения) А 
р 

такова, что фактор-группы А; =А/ А? конечны, а пересечение всех 

$ 
АР? состоит только из единицы. 

Пусть 71 при #<] те оСТеодлрЕНЫЙ (операторный) гомоморфизм А, 
на А;. Очевидно, что у; = ху, если {<} < К, Рассмотрим совокупность 
А последовательностей 


а ар. = а, 


где а, 6 А,, причем 71 а; =а, при <]. Множество А образует абелеву 
группу относительно следующей операции умножения: 


{а1} {6} = (6). 
Группа С становится группой операторов для А, согласно определению 
(а1}° = {а4} (60) 


({а?} принадлежат А, ибо х1 (аз) = (1 а,)° = а). Группу А назовем 
замыканием группы А. т 
ЛЕММА 3. Группа гомологий Н" (С, А) изоморфна группе Н” (С, А), 
п> 1. 

Доказательство. Пусть р, обозначает естественный операторный 
гомоморфизм А на А. Очевидно, что при <] р, = ий р. Рассмотрим 
отображение а-> ра = {ра}, ав А. Так как Ха ==ра, то равА. 
Далее, 


р (а6) = {(в.а) (,6)} = (ра) (5), 
р» (4°) = {(р;а)°} = (ра). 


+ } 
Боли на 1, зобда= и тоосае АР при любом Е, а тогда а = 1. Таким 
образом, и есть операторный изоморфизм А в 4. 
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Если /6 С”(С, А), то в} будет обозначать функцию из С” (С, А), опре- 
деляемую равенством: 


(ь7) (21, ое) == (у, юн Ст, Э5ба 5: 2: 


`Отображение {—ь/ есть изоморфизм С” (С, А) в С" (С, А), при котором 
циклы переходят в циклы, а границы—в границы. Покажем, что этот 
изоморфизм порождает изоморфное отображение Н” (С, А) в Н" (С, А), для 
чего достаточно показать, что всякий цикл, отобразившийся в границу, 
сам есть граница. < 

Обозначим через ©, естественный гомоморфизм А на А,:9, {а,} = а,. 


При этом г таково, чт 
р” == т = ога С: 


Гомоморфизмы р, и $, групп Аи А на .А, естественным образом (ана- 
логично изоморфизму в) порождают гомоморфизмы групи С”(@, А) и 
С" (С, А) на группу С” (С, 4,), которые обозначаем также через |, И $, 
Пусть теперь /6 2" (С, А) и /=8й, где #6 С" (С, А). Так как 
р, отображает С”\"1(С, А) на С”"(@, А), то существует функция 
26 С" "(С, А) такая, что 
Ф,й = №,5. 


© - у 
Оператор & перестановочен с гомоморфизмами $, и р, поэтому 


в,/ = Ф.в7 — ‚5 >> бр,8 5% рб. 
Следовательно, 


в, 0887) = 


р с —1 т 

т. е. все значения цикла /68`' принадлежат ядру гомоморфизма р, — груп- 
пе А”. Применяя лемму 1, получаем, что /8`1 есть граница в А, а значит, 
и ] есть граница. 

Покажем, что ядро гомоморфизма ©, совпадает с группой Ат. Пусть 
{а} 6 А, причем а, =1. Так как 

аи 
Г 

то а, 6 4 ибо ядро гомоморфизма х совпадает с А; . Следовательно, 
для каждого 1 найдется элемент 6,4: 6 А„.; такой, что 


с ое 
Е ори 6, 


Элемент 6,4; определен не однозначно, а с точностью до множителя из 
р к 1 р 
А! ‚ так как ядро гомоморфизма А„1; —> АР. ; равно Ар. Для каждого # 

положим теперь 
— 4иГ-% 
Е ОЕ 

р 
Элемент с; определен однозначно, ибо элементы из А’; отображаются 
С т = 
при гомоморфизме же в единицу. Последовательность {с;} принад 
лежит А. Действительно, при {< ] имеем: 


В Е 
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ЕЕ ВЕН ЕРЕСИ НЕА ИЕ 


так как 


РОУВР ЧАЮ Е К гы 
(5..4) Хе о = хе бл ЧАР 


Далее, 


т ур" Ш и = 
а ОЕ, 


Следовательно, {а;} Е А” и ядро гомоморфизма Ф, содержится в не 
Обратное включение очевидно. 

Таким образом, фактор-группы А/А” и А/А” операторно изоморфны, 
откуда следует, что группа гомологий Н”(@, А/А") изоморфна 
Н" (С, А/А”), п>1. Группа А, как легко видеть, не имеет кручения. 
Применяя лемму 2, получим: 


ога Н” (С, А). ога Н""" (С, А) = 
— ога Н” (С, А)-ога Н"\ЦС, А). 


Все встречающиеся здесь порядки конечны, ибо из конечности С и 
т п 

А! А” следует, что Н” (а, А/ А") конечна. Сопоставляя это равенство 

с неравенством 


909, 4) < оа НС А пи 


= 


находим, что 
ога Н” (С, А) = ог4 Н” (С, А), 


откуда следует, что группа гомологий Н”(С, А) изоморфна Н” (С, 4). 
Лемма 3 доказана. 


$4 


ЛЕММА 4. Пусть Ё — регулярное локальное поле степени у над полем 
р-адических чисел, Е — свободная группа ранга у + 1. Каждому элементу 
хЕРЕР и каждому р-расширению К/Ё можно сопоставить символ (х, К), 
являющийся автоморфизмом поля К /Ё и обладающий свойствами: 

1) при постоянном К отображение х -—> (т, К), х ЕР, есть гомомор- 
физм ЕР на группу Галуа поля К/К; 

2) если Кс К,, то автоморфизм (т, Кь) на поле К, индуцирует 
автоморфизм (х, К\). 

Доказательство. В группе Ё строим индуктивно убывающую 
последовательность нормальных делителей: К, =Ё, а ЁР;4: есть под- 
группа ЁР;, порожденная коммутантом и р-ми степенями группы #Ё:. Над 
полем № строим возрастающую  последовательность р-расширений: 
К. =А, К:4 есть поле классов над полем К; для группы (Кз)а 
(К’— мультипликативная группа поля А:). Как показано в работе (1), 
группа Галуа С; поля К;/к изоморфна фактор-груше Ё/Е;. Следова- 
тельно, существует гомоморфизм ф, группы Ё на С,, причем ядро каж- 
дого такого гомоморфизма совпадает с Р;. Далее, в работе (т) установле- 
но, что каждый автоморфизм фактор-группы группы С; индуцируется не- 
которым автоморфизмом группы (+. 
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Пусть Хх) обозначает естественный гомоморфизм группы Галуа С; на 
группу Галуа С. Утверждаем, что существует последовательность гомо- 
морфизмов: 


Фа Фо н--» Фу +. 
группы Ё на С;, обладающих свойством: 
$: =71$Ф; при 1</. 


Построим такую последовательность индуктивно, положив ф, = ф:. Пусть 

* ат : 
гомоморфизм $; уже определен. Гомоморфизм {1 ф ., отображает ва’, 
(с ядром Р;). Поэтому 


где 1 — некоторый автоморфизм группы С; Автоморфизм 1' группы С+ 
индуцируется некоторым автоморфизмом х группы Сул, т. е. 


ОН = Ха, 
Положим 


Фа — ба: 
Тогда 


а 


Так построенная последовательность гомоморфизмов ф; обладает требуе- 
мым свойством. 

Пусть теперь К — произвольное р-расширение поля А. Возьмем # такое, 
что Кс К: и положим 


(2, К) = хе в, 


где х& — естественный гомоморфизм группы Галуа поля А;/^ на группу 
Галуа поля К/^. Символ (х, К) не зависит от выбора 1. Легко видеть, 
что условия 1) и 2) леммы 4 удовлетворяются. 


$5 


Пусть К/А — р-расширение регулярного локального поля А с группой 
Галуа С. | 


Мультипликативная группа К” поля К распадается в прямое произ- 
ведение трех групп: 


К" = {п} ХОХЕ, 


где {п} — бесконечная циклическая группа, порожденная простым элемен- 
том п поля К, О — группа элементов конечного порядка группы К”, 
Е — группа главных единиц (1-единиц) поля К. Порядок О взаимно 
прост с р, ибо поле К также регулярно. Группы О и Е инвариантны 
относительно операторов из С. 

ЛЕММА 5. Иростой элемект т 6 К* можно выбрать таким образом, 


что группа \ = {п} Хх Е будет инвариактна относительно группы опе- 
раторов С. 
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Е Рак р ВН Барин ОИ 
Доказательство. Для с ЕС имеем: 


п° = по Вс, 


где ‹ 60, в ЕЕ. Далее, 


от 
к = ео 2о* —= (“С ®о)" — тт 8. Е 25, 


откуда 


с 
сот = С: с, 


т. е. функция (ъ, <6С, есть цикл в группе О. Так как порядок @ взаимно 
прост с порядком О, то все циклы С в О являются границами [см. (°), 
теорема 1]. Следовательно, существует СЕ О такое, что 


[67 = 41-5, 


Положим 


то. 


Тогда 


[2 [2 р 
О еп 


Группа 9% = {*‚} Х Ё инвариантна относительно операторов из С. Лемма 


доказана. 
Рассмотрим свободную группу Г леммы 4. Пусть А обозначает ядро 


гомоморфизма х- (х, К), хЕР. ВН, — фактор-группа группы А по ее ком- 
мутанту. Группа С является группой (правых) операторов для Во. Именно, 
если и, ЕЁ, сЕС, таковы, что (из, К) =в, то 


= = 
т = Ис ГИ, 


где г обозначает класс смежности из Ао, содержащий представителя г 6 В. 
Группы Ао и $ удовлетворяют условиям, сформулированным в нача- 


ле 5 3. Следовательно, можно определить замыкания А и % групи Ву и % 


соответственно. 
^ м 
ЛЕММА 6. Группы Ву и \ операторно изоморфны. 
Доказательство. Для #>.1 положим 


В = Ва/ ВР, 
9, — 9/9". 


При {< пусть $1 обозначает естественный гомоморфизм №; на В+, 
а 71 — естественный гомоморфизм %; на %;. Уостановим существование 
операторных изоморфизмов р} групп В; на 9%, обладающих свойством: 


7 $1 5 У, при #<}. 
Пусть А; обозначает поле классов над полем К для группы (К)? 
©; — группа Галуа расширения А;/ К. Поле К; является нормальным и 


относительно А. Поэтому группа С естественным образом является груп- 
пой операторов для абелевой группы ©;. Именно, если с6 С, «Еб;, то 


СЕНО, 
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где ® есть какой-нибудь автоморфизм поля А; №, который на поле К 
индуцирует автоморфизм с (в обозначении ®| к = 9). 

Рассмотрим гомоморфизм д-> (2, Кз), ЕР, группы РЁ на группу Галуа 
поля К;/А. Ядро этого гомоморфизма содержится в В. При хЕЛ отоб- 
ражение х— (х, К:) является гомоморфизмом В на абелеву группу ©», 
откуда следует, что (х, Кз) =1, если х принадлежит коммутанту [А, В] 
группы А. Можно считать поэтому, что символ (5, К;) определен для 
ЕЕ, = Е] [В, В]. При хЕ ДА), отображение х- (5, К;) будет гомоморфиз- 
мом Ао на @®;, ядро которого содержит 8 Порядок группы ©, равен 
индексу 


(к*: (К*)”*) — р (туч) 


(ибо абсолютная степень поля К равна ту, т — порядок С). С другой 
й : 

стороны, индекс (А,:Аь) также равен р”), так как ранг Ао равен 

ту -- 1 (теорема Шрейера). Следовательно, ядро гомоморфизма х- (5, Ку, 


р' : 
хеН.,, равно А, ,‚ и этот гомоморфизм порождает изоморфизм А; на @®;, 
который будет операторным в силу равенства 


(ит ФИс, Аз) = Пе. К; ' (<, Аз) (из, КУ, 
тде хЕД., а Ро, причем 
(из, Кз)|к == (из, К) =5. 


Воспользуемся теперь символом Хассе [см. (5)], который каждому 
а К/К ь 
аеК" ставит в соответствие автоморфизм | —— ) из группы Галуа ©; поля 
г р К/К * 
К;/К так, что отображение а->| —— } есть гомоморфизм К” на ©; с ядром 


Я ъ СО 
(К*)”. При этом имеют место следующие свойства: 


>\ 


в, К;/ К Г 
1) при <] автоморфизм ( у ) индуцирует на поле К; автомор- 


и, 


’ 
2) если ® — автоморфизм поля А;/ А, то 


К,/ К ‘К. /К 
: = ( ь Ф. 
(5 о 


а \ 


о К./К 
Так как О содержится в (К*)? (а значит, | —=1 приае 6), то можно 
считать, что символ Хассе определен на группе %, причем свойства 


тм 


1) и 2), очевидно, сохраняются. Таким образом, отображение а—>( 


а 
ае3[, есть операторный гомоморфизм 9 на ©; с ядром 9, который есте- 
ственным образом порождает операторный изоморфизм ©; на 9. 

Итак, при помощи символа (5, А;) группа А; операторно изоморфно 
отображается на @©;, а последняя при помощи символа Хассе — на %.. 
Построенный операторный изоморфизм В; на % обозначим через + (> 1). 
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Покажем теперь, что гомоморфизмы дя и (<) отображают 


28” ЕЛА; в один и тот же элемент из 9%. ен ИЬ, 


дар ани ани, К = (29) ие’, 


ДР: авт, Ку = (ИИ) 5 > РГ, 
Однако 
(И) = (, Кд = @ К | -(“) ве 
так что 
аб?" = 5" 
Следовательно, 
ВВ: 


— 


Теперь легко показать, что группы А. и % операторно изоморфны. 
Пусть {2} 6 А,. Положим 


При <) 
И. т. 5 =) 912, = Ть 


так что } (2;} 6%. Легко видеть, что ] есть изоморфизм Но на %. В силу 
равенств 


1 (20°) = 1) = {1 (#1)} = {(фа)°} = {20 " = (0 (8), 


изоморфизм } операторный. Лемма 6 доказана. 


$6 

Доказательство теоремы. Мультипликативная группа К” поля 
К представляется в виде прямого произведения К* = ОХ % (лемма 5). 
Как уже отмечено выше, Н” (С, О) =1 (доказательство леммы 5). Поэтому 
группа Н” (С, К*) изоморфна Н” (С, %) [см. (3), лемма 5]. В силу леммы 3, 
группа ИН” (С, %) изоморфна Н” (С, 9), а группа Н” (С, Во) изоморфна 
Н” (С,В.) (Во — группа, рассмотренная в $ 5). Но группы Уи А, опе- 
раторно изоморфны (лемма 6), поэтому Н” (4, К") изоморфна Н” (С, Вь) 
при всех п> 1. При п>3 группа Н”(@, Во) изоморфна Н” * (@, Л), 
что установлено в работе (3) (теорема А). Следовательно, 


НОЯ 6.) 
и теорема доказана. 

Замечание. Так как Н1 (С, В.) =1, а Н? (С, В.) есть циклическая 
группа порядка т = ога С [см. (3), теорема 3], то из приведенного дока- 
зательства вытекают также следующие хорошо известные факты: Н1 (С, К“) 
есть единичная группа, а Н? (С, К*) есть циклическая группа порядка т. 


Поступило 
76, 1. 1952 
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СИЛОВСКИЕ р-ПОДГРУППЫ ПОЛНОЙ ЛИНЕЙНОЙ ГРУППЫ 
НАД ПРОСТЫМ ПОЛЕМ ХАРАКТЕРИСТИКИ р 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе исследуется силовская р-подгруппа линейной группы над 
полем из р элементов. Находятся образующие этой группы и соотноше- 
ния между ними, определяющие группу. Находится также группа всех 
автоморфизмов исследуемой группы. 


Введение 


Полной линейной группой над полем Ё называется группа всех невы- 
рожденных матриц с коэффициентами из ГР. Полная линейная группа 
имеет нормальный делитель, состоящий из всех матриц © определителем 
единица. Эта группа называется специальной линейной группой. 

В дальнейшем порядок матриц будет считаться всегда одним и тем же 
числом п, а поле Р — простым полем из р элементов. 

Нами будет исследована силовская р-подгруппа линейной группы. 
При этом безразлично, с какой линейной группой — полной или спепи- 
альной — мы имеем дело, так как индекс специальной в полной группе 
равен р —1 и, следовательно, взаимно прост с р. 

Всякая конечная группа имеет изоморфное представление матрицами 
над полем из р элементов, например, регулярное. 

Следовательно, всякая конечная группа изоморфна подгруппе полной 
линейной группы. Если исходная группа была р-группой, то изоморфная 
ей подгруппа полной линейной группы содержится в силовской р-под- 
группе. 

Таким образом, силовские р-подгруппы линейной группы являются 
универсальными р-группами в том смысле, что всякая р-группа изо- 
морфна некоторой подгруппе силовской р-подгруппы линейной группы. 
Это оправдывает их более подробное изучение. 

Аналогичный вопрос для силовских р-подгрупи симметрических групп 
решен в докторской диссертации Калужнина (“). 

Когда настоящая работа была уже закончена, появилась работа Дю- 
биш и Перлис ($), в которой исследовалась группа автоморфизмов тре- 
угольной алгебры (т. е. алгебры, состоящей из матриц, у которых под 
главной диагональю и на ней стоят нули) над произвольным полем. 
Так как группа треугольных матриц является одной из силовских р-под- 
групп линейной группы (см. $ 1), то для исследованного в нашей работе 
случая, когда основное поле состоит из р-элементов, результаты работы 
Дюбиш и Перлис получаются как следствие наших результатов. 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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8 1. Группа треугольных матриц с единичной диагональю 


Пусть е,«— матрица п-го порядка, у которой на 1-й строке и А-м 
столбце стоит единица, а во всех других клетках — нули. Тогда любую 
треугольную матрицу А, у которой в клетках ниже первой главной диа- 
гонали стоят нули, на первой главной диагонали везде единицы, а в 
остальных клетках — числа ах поля вычетов по простому числу р, запи- 
сываем в виде 

А=1- У чл, 
< 

Треугольные матрицы названного вида будем называть просто тре- 
угольными матрицами, так как они чаще всего встречаются в настоящем 


исследовании. Имеет место 
п(п—1) 


ТЕОРЕМА. Порядок группы треугольных матриц равен р * . 
Доказательство. Число произвольных коэффициентов аз,» в тре- 


п (п — 1) 
2 


угольной матрице п-го порядка равно и каждый коэффициент 


принимает р различных значений. 


Обратим внимание на тот факт, что порядок силовской р-подгруппы 
п (п 


общей группы линейных подстановок также равенр * . Отсюда сле- 
дует, что группа треугольных матриц является одной из силовских р-под- 
групп в названной группе. 

Строение группы автоморфизмов силовской р-подгруппы общей группы 
линейных подстановок будет известно, если мы изучим автоморфизмы 
группы треугольных матриц, потому что по известной теореме из теории 
групи [см. (2), стр. 93] две силовекие р-подгруппы по одному и тому же 
простому числу сопряжены друг другу внутри всей данной группы. 


$ 2. Образующие треугольной группы и соотношения между ними 


Пользуясь свойствами 
её, к-ек, у — @зу, 


вн-@н = 9” ПРЕ А), 
представим матрицу А в виде: 
А = (1 @т—1, п @и—1,п) Х 
(1 - ан оп и, п) (1 -- ана, иле, п-1) Х 


ах ал ком ее о ова 


с ес Ка О МА №. И Ме ааа. О 


(1 а, мел») (1 - ал, иле, 1) ***(1 — алэе1›). (1) 
Иногда бывает удобна сокращенная запись: 
1 Рек = ел. 
Тогда А запишется так: 
Ан Хх 


а а 
п—2,п. п—2, п1 
Что, п бо, "—1 х 


а а а ’ 
ти 1, 71—1...2 12 
1, п и м 21, й (1 ) 
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Заметим, что коэффициенты ах в (1) и показатели ах в (1’) — одни 
и те же числа. 

Из формулы (1’) следует, что матрицы г, в с «< В являются образу- 
ющими группы треугольных матриц. Из дальнейшего будет видно, что 
уже некоторая часть этих матриц является системой образующих. Поэто- 
му мы будем систему матриц е„, в называть промежуточной системой обра- 
зующих. 

Для коммутаторов матриц е,®,8, 18, в. 88, в.18 верны соотношения, вы- 

а, В › бу, 5? в, 8? 855 р , 
раженные в следующей лемме. 

ЛЕММА 1. 


1) в в. 92° . 6.28 . =@у5 —4 : 


20е ВЕ 0; 


“у8 
—@ав.-—9@65, „@аВ, „85 _ „Чбававё. 
2) ев «В ерз ® 8 6В 658 = 8,50 85; 


—бов. > Суа. -баВ. бух _ „`` @уа@ав 
.= .8 . — ь 
3) ав а [4 а вв 


Доказательство. Соотношения получаются прямым вычислением: 


1) (1 — дав еав) (1 — @лз её) (1 На ав еав) (1 -Е аз ег) = 
— (1 — ав еав — @узе,з) (1 -- @овеав -- аузеаг) = 
—=1 — авеав — @+зе:з | аовеав + аузе.з = 1; 
2) (1 — аовеав) (1 — авзевз) (1 -- аавеав) (1 -- авзевг) = 
= (1 — аовезв — авзевз -- чвавзеаз) (1 -- аавеав + 
-- авзевзева Е Човвзеаё) = 1 — Човбав — @взевз -- 
- аовавзеаз -- @авеав | авзевз -- Чов@взеиз — @овавёбаз == 
== 1 - Ясв@в5 68 = (1 - е.з) "8988 —— 68788; 


3) (1 — аавеав) (1 — @лаеуа) (1 + аовеав) (1 - алеа) = 
= (1 — @авёав — алла) (1 -- аавеав -- @уи@уа) = 
—=1 — Чавбеав — @уабуа -- @авбав -- @тибуа — @лаавеув = 
—=1 — а«авечв = (4 ев) “аа в ев, 


Из соотношения 1) следует, что 
26 *8у5 — 88 * ав, 


если Вт и «-Е8, т. е. матрипы ев и е,з являются перестановочны».. 
между собою. Так, например, в 2) коммутатор ег матриц в.в и ев, пере- 
становочен с каждой из этих матриц, а в 3) коммутатор в! перестано- 
вочен с каждой из матриц гев И @м. 

Из леммы 1 легко получить следующие формулы кцреобразования 
одной матрицы при помощи другой: 


1) ре ве,а = = „в, если ПН: О, ив, |8 


2) ваз 82.298. ев = = в.в. 6.2888, (А) 
— а. а т те —а ва. уе 
3) Е 6.28.6, ета —е „ев. г. 


4* 
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Присоединяя к формулам (А) соотношение 
ев = 1, 


получаем следующее утверждение: 
ТЕОРЕМА 1. Между матрицами э;; существуют соотношения: 


{еее ны, МОЕЙ 


2) (ев, в, 88, 5) = 8,5, (В) 
| 


(вм,в, @у,«) = ву, в, 


3) 2? —1. 


) 


Пользуясь соотношением 2) из (В), мы можем множитель е„в, “< В, 
представить в виде коммутатора множителей в, в-1 И ев, в: 


—1 * 
Зав == (ва, в-1, @8—1,8) = Фа, в-1 "6—1, 8 "Фа, в —1-@в—1, 8; 
точно так же 


8, в6—1 — (ви, Ва, 2—2, в—1). 
Таким образом, з„,в есть двукратный коммутатор: 


Фа, в = ((ех,в-2, @в-—2, вВ—1) *8в—1,в) 
элементов 


баба», 98-1 96-8 


В конечном счете а„,, представим в виде многократного коммутатора мно- 
жителей вида е., 41: 


8а,в = (((... ((Фа,а-л» Зал, а-2), Ва, аз). .-), 8—2, в-1), 88—1,8). (®) 

Формула (х) показывает, что е„в является некоторым произведением 
множителей вида в. у+:, в которых первый и второй индексы отличают- 
ся друг от друга на единицу. 

Так как е„,в составляют систему образующих, то ехау: (х=1,... 
....П— 1) тоже составляют систему образующих. 

Образующие е„,„4: мы будем называть основными образующими. Из 
теоремы Бернсайда [см. (5), стр. 131] следует, что не существует системы 
образующих, которая содержала бы меньше образующих, чем система 
основных образующих. 

Всякое соотношение между элементами группы в конечном счете есть 
соотношение между основными образующими вида: 


т 


та, аа та 
Фа, а -|-1 ° Зо, а,-1 ... В ы. 1 


ср, “у-Е1 ие 
Для изучения автоморфизмов группы нам понадобится 
ТЕОРЕМА 2. Всякое соотношение 


т 


в” 2. № а 5 —@ р) 
а, 1 ° баз, 91-1. о ( ) 


существующее между элементами группы, является следствием соотно- 
шений (В), которые мы рассматриваем теперь как соотношения между 
основными образующими. 
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Доказательство. Левую часть формулы (2), пользуясь соотноше- 
ниями 1) и 2) из (В), будем представлять в желательной для нас форме. 

Пусть В — наименьшее значение среди индексов ол, х.,... 62 

Каждый из множителей вида а при помощи соотношений 1) и 2) 
из (В) переносим на крайнее правое место в произведении. Тогда в произ- 
ведении левее вре 1, кроме степеней вида я на некоторых местах 
могут оставаться множители вида ев, где [>В --1. Пусть Д будет наи- 
меньшим числом среди индексов /1 <. Теперь все степени множителя 


ев, поместим правее всех остальных, но левее множителя в тогда 


левее произведения ева ав множителями будут степени вида е"& ыы 
ЭТ › ’ 


(«> В) и степени ай (1>>1,). Пусть 1, будет наименьшее число среди 
индексов {/ в последнем произведении левее Е 

Все степени множителя ев, поместим правее всех остальных, но ле- 
вее в, 8-е. 811. Тогда левее произведения Фрее ера -евр8 41 останутся 
ее («>> В) и степени её ([>> [,). Операция переноса 
степеней з2'; в указанном порядке после некоторого числа раз прекра- 
щается, так как числа / не превышают числа п. В результате мы полу- 
чаем произведение вида 


множители вида = 


т у. т 7’ т / 
[* 2 [#2 [74 
р ве 

В 


тде о, >В. Очевидно, число ‘<; и & >41 >... >> >В-А. 


С произведением 


а а а 
5 неа 6 В, 5 СВЕ, В, В--1 


те Ве: ВЕНЕ вь евь ‘в.в › 
$75 


т! т’ Та" 
1 ор 5 


ое, , 

“с”, & „1 
поступаем так же, как и с левой частью соотношения (2), получая в ре- 
зультате: 


и 


ти т” т @ лу / Я, Й а ал ау В 

[3 (“2 си 8”, 871,,/—1 В” В 6, В'-1 
г, .8 ре И и И ... 86/1 в, ав’ Я 
а, а} +1 ао, ©„--1 “си, &. „1 В 1, В 1—1 


пе и 


То же самое проделаем теперь с произведением 


и и 


и 
Иа и, Па 
Е ЗН, ...8 и и . 
“, @) +1 “о, а “и » @.и-1 
Тогда получаем: 
и и а и а и а 
р т", Ч Ч 8",1 8”, < 8”, В“ 
8 ы .& И ме „’ *2 и и би й 
тот = И п НХ и] и 871 6”, В’-1 
аа, 1 би, “На В”, С В ‚6 1 


а РЕЕ 


Этот процесс упорядочения множителей в произведении после конеч- 
ного числа раз прекращается, так как левее упорядоченных множителей 
каждый раз остается все’меньше и меньше множителей. Таким путем 
мы левую часть (2) приводим к нормальному виду (1’). Но тогда, в силу 
того, что правая часть (2) есть единица и показатели в (1’) совпадают 
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с коэффициентами в (1), показатели а,» в нормальной форме должны 
быть числами, делящимися на простое число р, что в сочетании с пере- 
носами при упорядочении показывает, что соотношение (2) есть результат 
соотношений (В). 


8$ 3. Убывающий центральный ряд и центр группы 


Убывающим центральным рядом группы © называют последователь- 
ность подгрупп, где первым членом является коммутант группы ©, = (©, ©) 
и каждый другой член есть коммутант группы ® и предшествующего 
ему члена, т. е. ©, = (©, @,_/). 

Для групп из треугольных матриц известна следующая теорема 
[см. (3), стр. 774]. 

ТЕОРЕМА 3. Группа всех матриц 1 -- 3, где ч; в первых Е побочных 
диагоналях, примыкающих сверху к главной диагонали, содержит исклю- 
чительно нули, является 1-м членом ©; убывающего центрального ряда= 
группы треугольных матриц, а (п — 2)-й член ©„_». состоит из элемен- 
тов вида 1-- а, пе!,", являясь, таким образом, центром группы. Следо- 
вательно, 

О = (©, © 4. 


Для групп матриц п-го порядка убывающий центральный ряд для тре- 
угольной группы обрывается единицей на члене с индексом п—1, и 
предшествующий ему член состоит из элементов центра группы, т. е. 
из элементов в 1". 

Члены центрального убывающего ряда суть характеристические группы. 


$ 4. Теоремы о некоторых классах сопряженных элементов 


Большую роль в дальнейшем будет играть одно свойство элементов 
1 - а.везв, заключающееся в том, что элементы вида 41 + ажвев и их 
произведения на элемент центра при х-Е 1, В-Е п обладают минималь- 
ными порядками классов сопряженных элементов среди всех элементов, 
у которых ал, в = 0. 

ТЕОРЕМА 4. Класс элементов, сопряженных с 1-- аз, ве, в, состоит 
из р”+“В-1 элементов, имеющих вид 


©, п 
И - дав » 7; 8, е;,, 


$=1,)=6 


где 1, =; =1, а остальные т; и 6, — произвольные числа 
Доказательство. При доказательстве пользуемся теоремой о том, 
что порядок класса элементов, сопряженных данному элементу, равен 
индексу централизатора этого элемента во всей группе [см. (1), стр. 63]. 
Пусть элемент 1 + оч е,х принадлежит централизатору элемента 


1 - 4х в е»,в. Тогда 


({ + Уч,» ен) (1 - давеыв) = (1 -- аавеав) (1 + Ха» бам. 
< лЛ<ь 
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Отсюда 


(У С, ен,ь) ба, В = ба, В № Сл, би, 


Вх: «и 


или же 


2 С, «ев = о Св, ш ба, в. 


<“ в<и 
Тогда должно быть 
С,«=0 (=1,2,...,&—1), си =0О (р=В-И,В-2,..., п). (3) 
В централизаторе элемента 1 -|- азв ев коэффициенты с+,« (#=1, 2,...,&—1), 
Св, и (, =В-1,..., п) одновременно равны нулю, а другие коэффициенты 
Срр Остаются произвольными. Следовательно, порядок централизатора эле- 


р 
мента 1 -- ав ев равен р *? и его индекс будет р”+- 8—1, 


Общий вид элементов класса, сопряженных элементу 14 -+ аавеов, будет 


А=1-+ ав У те, 


$=1, 7==В 


где а = 88 =1, а остальные 7, и 8; — произвольные числа. Чтобы дока- 
зать последнее утверждение, достаточно показать, что элемент А при 
преобразовании образующими группы переходит в элемент той же фор- 
мы, так как число этих элементов совпадает с порядком класса элемен- 
ода 

Сначала преобразуем элемент А при помощи элемента 1 -{- хех 4, 
где >В. Тогда 


(1 — 26, х41) (1 +в У 8, вы) (Е 2ел, >41) = 


$=1,7=В 
а, п 
= (1 — дел, 41а -Ё ав У т; 8, г, х (1 - хе), 41) = 
#=1,7=8 
а, п В 
=4 — Те), 41 + ав р т; 8, е., + 26) 11 Е Я, В о т; 186} 1 —= 
4=1,7=В 4—1 


а, А с: 
=1 Ев У м бе, ау 6. тем 


чл, ув а 
<, п о, п 
И 
+48 У бе, = а» Х уе, 
4=1, 1=А-2 $=1, 1=8 


где = (ВВ А,... Аа... ин =фн +. 
Если затем преобразовать А посредством элемента 1 Уё„-1,и, где 
р <, то получаем: 
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(1 — Уеи-а,) (1 - 94а, в р т; 8, ен; (1 уе,-1, и) = 


1=1, 7=В 


— ({ — Убил, и - @ав о 1; 56 — зв > "Убе, , = 
7=В 


1=1, =В 


ап п 
=1 — У + ав ХУ 'буеы — @ав У) Убе, у Убили = 


в в 
и-—2,п п а,т ь 
=1 4.5 У вен - ав У, Сы — Ут») ера РН аав У "бе, 
$=1,/=В 1=В 4$=1,)=86 


где *; =* при #=1,2,3,.. 8—2, ур -1,....@—1, 9, =, — УМ, 


Таким образом, утверждение, что класс элементов, сопряженных эле- 
менту 1 -- авеов состоит из элементов вида 


Тв У бе, 


1—1, =В 


где \х = бв =1 и остальные *%; и 8; — произвольные наперед заданные 
числа из поля вычетов по модулю р, доказано полностью. 
Особого рассмотрения требуют элементы вида 1 - хе, в | уе.„, потому 
что их классы имеют тот же порядок, что и элемент 4 - де, в. 
ТЕОРЕМА 5. Элемент вида 1- те, в -+ уе›.„ принадлежит классу 
порядка р” В, и общий вид элементов, сопряженных элементу 1+ хе, в- 
- уе. „, будет 


п 
1 +=» 56; уе», я, 


1=В 


где 8, =1, а другие 8; — произвольные числа из поля ФЕ [р]. 
Доказательство. Вычислим индекс централизатора элемента 
<) 
1 - хе: » - уе. п. Пусть элемент 1 -- Усиев принадлежит нашему центра- 
1<1 
лизатору. Тогда 


(У сцен) (тел,в - Уе5м) = (хез,в Е Че, ) кб 
<] ^<в 
или же 


я 


С1,2Уе1, п = 1 ь Свет, › 
и=В--1 


откуда получаем: 


129 — сви = 0, 


О 
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Число независимых соотношений, которым подчинены коэффициенты 
централизатора, равно 


п 1 —В-1=п-— В. 
Но тогда число произвольных коэффициентов в централизаторе равно 


п (п— 1) 


9, 


п(п—1) 
2 


—(п—в) 
порядок централизатора будет р и его индекс равен р”-В. 


Это и доказывает, что порядок класса, которому принадлежит элемент 
1 + хе в - уе›„, в точности равен р”-8. 

Аналогично доказывается 

ТЕОРЕМА 6. Элемент вида 1 -- хе + уе „1 принадлежит классу 
порядка р“, и общий вид элементов, сопряженных с ним, будет 


т > "вел Е Уе т, 


$=1 


где "к = 1, а остальные т, — произвольные числа из поля ©ЁЕ [р]. 
ТЕОРЕМА 7. Если у элемента А треугольной группы показатель 
а«в == 0, то порядок его класса не меньше, чем р” В-1. 
Если порядок класса в точности равен р”1“-В-1 в ав 0, то А с0- 


а 
пряжено с ев.” при «1, ВЫ п; 
если порядок класса равен р’ и ав-0, то А сопряжено 
1, В 
с ки Е , 
о порядок класса равен р“ и а,„-0, то А сопряжено 


@1, п—1 
с ва — * 21, и—1 


Доказательство. Исследуем, как изменяется матрица 


ДЕ -Н У ацен 
$<1 
при трансформировании посредством вре ". Матрицу А представим в виде 
—1п 
А= =. Гоа п. х 


Что Чип, п—1 
и—ом ‘Виот—1 Х 


а а а 
1, п 1,п—1 1,2 
З1 м * 1—1 °° ‘81.2 - 


Согласно формулам преобразования (А), при трансформировании каждого 
множителя изменяются только множители вида 


оси ьо- р, 


а А ОИ 7. 
причем первые становятся равными 84,2”. ‚ а вторые — в; в; 
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Имеем: 


ак < дес — 


и" х 


Чтв биз, "1х 
З:—зм "За, п. 


Чи ТЕлачл бал - ХЕАЧАлЬф. 1 ЗЕЧеА-НЕ Хх 
Зла -В5а "Вал—1 "ВЕ и За 
П . Е ах 
о БЕ о м 
95—35 ЧЕ З, ЕЕ. 
ще. мы < мы ЗЕ, т .. 
ти ттт 1 =, 12 “1, 55ЕЧ К 
и Е те, © 1 > 813. 


Заметим, что 1-я строка и $й столбец не пересекаются, так как \>Ё 
Начнем теперь переставлять множители =; м, так, чтобы они стали 

рядом с множителями $:;, стоящими в {й строке, т. е., ввиду <, ниже 

их. При этом будем придерживаться следующего порядка: сначала пере- 


> < ХЕ ма +, "—1 
ставляем е:; “” "" с множителями -й строки в", вле т а,... 
8, ть. —<Е.@ | 
ат -вееа “", потом ‹ элементами у — 1-й строки, потом \ — 2-й 


‚ ‚п—1 
строки и т. д. Затем в этом же порядке переставляем веет” "1 и т. д. 


Чрезвычайно важно для нас следующее обстоятельство: при всех этих 


и 
переставовках =; ®”” коммутирует со всеми множителями, с которыми 


мы его переставляем. Это следует из формулы 1) соотношений (А). Дей- 
ствительно, когда мы переставляем :; по «тр, «\—1»,..., «® строкам, то 


в. 
встречаемся с множителями в (( <в< У). Ясно, что не может быть ни 
& =, ни в =} (так как 7 >71). 
Те ; : ЧЕТЕТ 
е же операции произведем с множителями вх °Т в «&» столбце, про- 
водя для них те же рассуждения. 


ет % 
В результате мы получаем для матрицы в. “Де” сле щую запись: 
) \ = = дующу 


—х= х: 
ЗУ. 
в1 ^ Ав = 


—*х 
..х 
агп—х:а К: < ЗЫ —< 
Зы м ИТ а НЫ т меж... *Х ре 
1 ЕХ 
Е ее 
ао т-аЕ_оЕх 
кекс О 
: а а1 ЕХ 
т ан НЕ ия ив 


где через * обозначены множители, имеющие те же значения, что и мно- 
жители, стоящие на тех же местах в (А). 
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х 
Применяя формулу (С) к различным в, докажем, что если в А 
@.в = 0, то существует и с А матрица такая, что в ней асн, 


ана а, в 1’ @1в’-`.›@,в Имеют произвольные наперед заданные 
значения. 
Действительно, будем последовательно преобразовывать А при помощи 
(с. оо 94) °5в 5 
матриц ев; при ё=п, п—1,...,В-- 1. Согласно формуле (С), 


показатель при ®„ сделается тогда равным 


а -- (а — ав) ав - @>в = О. 
причем показатели при ег; с другими] > не изменяются, так как 
изменяются только множители в В-й строке и в 1-м столбце. 

После этого мы преобразуем А последовательно при помощи элементов 
(1-03) °58, 
вла ‚| =“—1, «—2,...,1. Для них верен тот же ход рассуж- 
дений. Дополнительно надо только установить, что показатели в множи- 
телях е; остаются прежними а’,. Это ясно из того, что, по формуле (6), 
при трансформировании элементом ем изменяются только множители, стоя- 
щие в ]-й строке или в я-м столбце. Но ни в /-й строке, ни в “-м столбце 
е„; не стоит, так как } «<. 

Так как общее число коэффициентов али»... аавуи, Чл, +. ., в 
равно п+- «—В—1, то этим доказано, что при а.в = 0 порядок класса 
А не меньше р"+*—В-1, 

Пусть порядок класса, содержащего элемент А с ав -Е 0, в точности 
равен р”+-—8—1. 

Рассмотрим элемент А’, сопряженный с А, у которого показатели при 


Зап, Зи, тр, - --› ба, В-1 8а«—1,В, Ва—2,В› --- › 81,8 (1) 


— нули. Существование такого элемента следует из только что доказан- 
ного. 
/ @%хВ 
Прежде всего отметим, что в Аи А' на о-строке правее в.в и в 
а 
В-столбце выше г. не может быть множителей с отличными от нуля 
показателями. Действительно, в противном случае, по предыдущему, эле- 
мент А принадлежал бы классу порядка выше, чем р”+-В-1. 
, ‚ 
Сначала рассмотрим случай, когда В == п. Допустим в А’, что а; ,-- 0 


при К =. Тогда элемент А’ можно преобразовать в А” посредством 


7 1 
а а 
_ Пи преобразовании будут изменяться только показатели 


п-го стоябца, а именно, а, „ будет переходить в 
, и И ’ В, Й 
Ч, = (ат б п 44, К а, Е 
в 1,2,....Е— 1 строках. Показатель а’ „, переходящий в 
, и! Ен / ео Й 
аи (4„— 4, „) ара, 
численно остается равным нулю, потому что 


Й ’ 
ЕЕ а, =0. 
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В итоге показатели при множителях (1) в А’ также остаются нулями, 
но показатель при в;„ будет произвольным наперед заданным числом. 
Применяя результат первой части доказательства к самому множителю 


а 
ое мы можем затем показатели при множителях (1) сделать произволь- 
ными наперед заданными числами: 


т [2 т т’ (А т! 


@сп› @х,п—1› ---› @а,В-1› @а—1,в› @а—2,В› -.. › @1,В- 


Тогда в А” показатель при ®:„ будет иметь вид: 
[А т! Г 
п в Е (а, а. 


где а:» есть произвольное число, а Р — вполне определенная рациональ- 
ная функция от показателей преобразующих и преобразуемых элементов. 

Ясно, что показатель при =;„ остается и после преобразований также 
произвольным числом ал, потому что он имеет вид суммы, где одно сла- 
гаемое принимает произвольное значение. 


Если бы ах было не равно нулю при А+", то в результате исход- 
ный элемент А имел бы больше, чем р"+“-8-—1 сопряженных с ним эле- 
ментов. 

Таким образом, в А’ все Е =0; ге А- пи тЫ не есть ав. Пусть 
м ив А а; „+0. Тогда элемент А’ преобразуем посредством 


ит 


== та. а: : 
д ь 64, п) 94, в элемент А” так, чтобы показатель при е „ стал про- 


извольным наперед заданным числом а1 „. Это привело быт к увеличению 
порядка класса элемента А за ‚пределы числа р" 8—1. 

Таким образом, в А’ все ап также равны нулю, если х Е 1. 

Если же х =1, то в А’ можно обращать в нуль показатели множи- 
телей 


1, п, 81, пл, ..-) 1, в--1- 


Если бы какое-нибудь а, „» где = 2, было отлично от нуля, то мы 


р м ‚1 
смогли бы А’ преобразовать в элемент А” посредством с( А аз) в; ти 
тогда в А” показатель при в», „ стал бы произвольным наперед заданным 
числом а› „, что привело бы к увеличению порядка класса элемента А 
за пределы числа р"-В. 

Таким образом, в А’ при хх = 1 все нь —=0, где 1 = 2. Очевидно, что 
отличный от нуля показатель а»„ нельзя использовать для обращения 
в произвольное число какого-нибудь показателя, кроме показателя и „, 
который мы не имеем права обращать в произвольное число при х =1. 

Следовательно, элемент А, принадлежащий классу порядка 2”-8 и 
в котором а, в == 0, сопряжен с элементом вв т. 

В силу симметрии треугольной матрицы, справедливо утверждение: 

элемент А, Е а. классу порядка р” и в котором ав, „= 0, 
сопряжен с элементом = жх а Так как в общем случае нельзя дока- 
зать, что в А’ показатель а, „ должен быть нулем, то сказанное доказы- 
вает теорему 7. 


Из теоремы 7, в силу теорем 4, 5 и 6, для 8 =«-1 выводим 


у 
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т 
Следствие. Если у элемента А треугольной группы коэффициент 
Ча, о+1 0 и порядок класса сопряженных ему элементов в точности ра- 


веи р”, то А сопряжено с ее и имеет форму 


&, т 


1 == о-1 >» "нб;е = 1, п 61, п, 
1—1, 7=о-1 
где ин если и +1, «Ет— 1. 
а а: : 
При а, ‚+0 А сопряжено с элементом 2,15? в." и имест форму 


п 
1 Е не» ое -- 45 и. п. 


9=2 
а. а, 
При а, „0 А сопряжено с элементом 2,1, 8,2," и имеет форму 


#1 
1 == ат, п-т № Тр 6, п == 1, пл 61, ит, 
4=1 


где т1„_ =1. 


$ 5. Отображения основных образующих при автоморфизме 


Элемент с, „41, не принадлежащий коммутанту треугольной группы, 
при автоморфизме переходит только в элементы А, содержащие по край- 
ней мере один множитель типа а Но, с другой стороны, порядки 
классов при автоморфизме сохраняются, поэтому порядок класса элемен- 
тов, сопряженных с А, также должен равняться р”-?. Отеюда, в силу 
следствия из теоремы 7, элемент з», а41 при автоморфизме переходит лишь 


в элементы вида: 
Во 


1 аввн У ен + @1теь», 
аа, +1 


где в = вв =1. 
Будем рассматривать действие автоморфизма группы на фантор-группу 
по второму члену убывающего центрального ряда. Для элементов этой 


фактор-группы верно утверждение: 
Два элемента Ффактор-группы всегда коммутируют между собой, 


если они имеют форму: 
1 -- але а Е бен, Е бен, 
1  а,е;, ул + Выез, уа - сое, уь 


и индексы и 7 удовлетворяют перавенству: 


Это является следствием того, что произведения двух членов вида хи 
ед, не равные нулю, имеют индексы, разности которых по абсолютному 
значению будут не меньше числа 3. 
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Из последнего замечания следует, что все соседние образующие ес, ил 
И 2+1 а42 при автоморфизме могут испытывать только такие отображения: 


В, ® 
№ (8) (В) (в) 
о 
1—1, 1=В-1 
В-1, п 
в ме (8+1) (8-1) (8+1) 
ана Р-Я а > НОВ е,, а е1, п 
фа, ЕВ 
или же (п) 
В+1, п 
583 (8+1) (8+1) (в) 
и 
а, В+ 
вп 
вк. (в) 58) (В) 
онона О бары поро В’ 
4—1, =В+1 


Действительно, в противном случае элемент 2, 25 — (Е, а» а, «+2) 
фактор-группы по второму члену убывающего центрального ряда, отлич- 
ный от единицы, при автоморфизме в фактор-группе, порожденном авто- 
морфизмом с всей группы, переходил бы в единичный элемент то“ же 
фактор-группы. 

Полученное противоречие доказывает сохранение соседства образую- 
ЩИХ 6%, «11 При автоморфизме, понимаемое в смысле, указываемом в отоб- 
ражении (П). № 

Если бы единица перешла в ВЕ 1, В-п—1, то могли бы иметь 
место только такие подстановки: 


А 


или 


1 тв. 
м * а 
Мы видим, что, каким бы числом ни заменялось В -- 4 в первом случае 
и п—В--1— во втором случае, соседство чисел В, В-Р 1 и, соответ- 
ственно, п_Вип— В-- 1 нарушается. 
Таким образом, без нарушения соседства индексов возможны только 
такие подстановки первых индексов: 


Результат наших рассуждений сформулируем в виде теоремы: 
ТЕОРЕМА 8. Треугольная группа может иметь автоморфизмы 
только двух видов: 
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<, п 


1) ево = 4 0-м МХ бен РА (@=14,2,....в- 1), 


$=1 ‚ =а-1 
па, п 


2) ва, а = - @п—«, п—а--1 о та буез - В [(© == и 7. ее 9 — 1) 


$=1, 7=п—«-Ы 


где вид слагаемых А и В определяется следствием из теоремы 7. 


$ 6. Сведёние автоморфизмов. 


Пусть дан некоторый автоморфизм с вида 


(1 + е, 2) = о 80 ел, ; Е Уе», п, 


9=2 


(-Р ен =1 + Хе рае,» (@&=2,3,...в— 2). 


4—1, )=о-1 


Здесь каждый раз 5—4, 88} =0. Имеем: 


п—1 
(1 -Е еи—а, зе = - р Зы +, п -- Же, пл, 


$=1 


тео некоторое отличное от нуля число из поля ®Р [р]. 


Умножим автоморфизм с слева на внутренний автоморфизм *!, состоя- 
щий из последовательного преобразования элементов треугольной группы 
при помощи элементов 


1 — 8108 1е,; (=3,4,...,п). (4) 
Тогда коэффициенты 5, 8, о: ‚50 в е.› обратятся в нули, а коэффи- 


циенты &® в других е5.а4: как-то изменятся. В результате получаем 
автоморфизм: 


(1 = е,, 2) "° = 4 + Зе, з- уе, в, 


7:6 < "(а 
Е 


1=1, 1=о--1 


гай (&=2,3,....п— 2), 


п—1 
„(п—1) 
(1 - бил, Их — И + > А . @4, п г тел, п—1* 


1#=1 


Умножим автоморфизм т.с слева на внутренний автоморфизм т», 
состоящий из последовательного преобразования элементов треугольной 
группы посредством элементов 


(2) >(2) —1 з 
1—5; 83 63, ; (Иа т м (5) 
Тогда элемент е;:5 не изменится, так как 1% коммутирует со всеми 
т 2 2 2 
элементами из (5), у элемента е5'з коэффициенты В... 5 обра- 


тятся в нули, а коэффициенты Е) в других е”.у, как-то изменяется. 
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В езультате получаем автомо изм: 

резу м р 

(ета, ня = 30 е.з У», п, 

(1 Ре», м =4 -- 88) е,з + В р ел, з -- а?е1, п, 


о, т 
(<) 

О Е 

1=1, /=%-+1 

Й—1 

т и(п—1) 

(Реал) | Не 25 р 5 +, п. Же, пл. 

*= т 


Затем умножим автоморфизм ^.л10 слева на внутренний автоморфизм, 
состоящий из последовательного преобразования элементов треугольной 
группы посредством элементов 


и 58) $8) =! 4, ; (7 — 5. 6, ...у п). (6) 


Тогда элементы вы. о не изменяются, так как они коммутируют 


со всеми элементами из (6), у элемента 32° коэффициенты 58) 5), к 58) 
У 3,4 5 › 06 т 


обратятся в нули, а коэффициенты &® в других образующих как-то из- 
менятся. 
В результате получаем автоморфизм л.лол:с: 


(1 { е,, ре =1- ре е1, 2 -- Уз, п, 

(1 =- ОА =1- о е,з Е) в” е1,з а ет, п, 

ее" 4 а ас ЮЗ вара ею 
о. 


$=1, 7=&-1 


в: 
тт и"п—1) 
(Е ен») = ХВ” ем 91, на. 


*=1 


Продолжая эту операцию далее, мы в результате придем к автомор- 
физму вида: 


Ре, ое =1 + а уе», м, 


& 
1 -- ео) =1 1, У ыы = пе) 
+—1 
п—1 
/ — 
(ел, и) = + № Е :. е1,п Е те, пл. 
$1 
Уточним коэффициенты &® при помощи соотношения 


(ем, му ев, в+1) =4 («1 -=8, В 1-9, 


которое при автоморфизме не должно нарушаться. Получим: 


(69 ана» ава) = (7) 


СИЛОВСКИЕ ПОДГРУППЫ ЛИНЕЙНОЙ ГРУППЫ 453 


Из (7) следует; 


[24 В В 
(=) \ ;@) в (в) ) ( 
ео № Ма, = 0 Ре; а у Верь 
+1 И =1 З 
Если «< В, то 
и в 
м о, НИ * № Ре, ва = 0 
т 1=1 
или же 


[22 


2х НО ев, в+1 = 0. 


Отсюда #®. &®), = 0. о как &® —=1, то В =0. 

Заставляя « пробегать значения 1, 2,..., В—1, получаем, что вся- 
кий автоморфизм при помощи последовательных внутренних автоморфиз- 
мов можно свести к автоморфизму вида: 


(а а =4 -- а + У», п, 


(1-е ЕВ Зе, аа Е ев, а+1 + 2 е1, п 
аз... па) 


(Ф-Е ера, ем =4 + я пени НЕ ва п -- 21, пл. 


Умножим автоморфизм с’ слева на автоморфизм т, состоящий из по- 
следовательного преобразования элементов группы при помощи элементов 


1+ Е е1, 2, 4 -- Е ел, з, .. а И 16, п—1 


в результате получаем автоморфизм с” = ло’ вида: 


(1 теь, 3). =1-+ Ре, 2 - Уе», п — уе, п) 
(1 -- и, — 1 ЗЕ те, &-+1 т ве п (х = 2, 3, ее) п — 2), 


(= въ, не =1 + ен, п + 261, п-1. 


Эти автоморфизмы можно упростить еще более, если ввести в рас- 
смотрение автоморфизмы, вызываемые элементами нормализатора тре- 
угольной группы во всей полной линейной группе. 

Нетрудно показать, что нормализатор нашей треугольной группы со- 
стоит из треугольных матриц © любыми отличными от нуля коэдфициен- 
тами также и на главной диагонали. 


Мы получим систему образующих этого нормализатора, если к обра- 


зующим 4 -- в, а (@ =1, 2, 3, ‚ п 1) присоединим еще элементы: 


т (64 = Е, 


где #{ пробегает все значения 1, О И 
Полученный автоморфизм с” подвергаем дальнейшему упрощению, 
умножая его слева на так называемый диагональный автоморфизм, полу- 


5 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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чающийся в результате преобразования всех элементов нашей исходной 
треугольной группы при помощи элементов нормализатора: 


1 (862, — 1) ева. 


Ради большего уяснения выкладок, посмотрим, как при помощи эле- 
мента нормализатора 1 -- (у— 1) е» преобразуется элемент 


1 + хе, в. 


Мы имеем: 


[1 + (у — 1) ем] [1 Е хеив] [1 + (у— 1) ем] = 
= [1 - (у * — 1) а - 2ев + 2 16а, в — Феи, в] [4 - (У— 1) еш] = 
= [1 - (у * — 1) ем» - ху "ев, в] [1 - (у — 1) еш«] =1 - (У — 1) еш + 
+ ху ев + (у— 1) ео + 26е.х — Чех — У аа = 4 -- ху вв. 
Точно так же имеем: 
[1 - (У * — 1) ев] И - хе, в] [4 - (У— 1) ев, в] = 
= [1 У" — 1) евв - 26, в] [4 Е (у — 1) евз] = 1 + (У * — 1) евв + хеав + 
+ (у— 1) евв - 2евв — У ‘евв — Уевв - 2уеав — деав = 1 -- хУеа, в. 


Пусть первый диагональный автоморфизм *:, на который умножается 
слева в”, будет определяться посредством элемента ` 


1 6 — Пел. 
Тогда получим автоморфизм т;0”: 
в к - 
(1-Е е, и = Ре, ЗЕ а? ть 
(Река) = 4 еда оО оо па), 
(ран) Ан а 


Затем автоморфизм ^;5” умножим слева на диагональный автоморфизм то, 
происходящий от элемента 


О ен 


В результате получаем автоморфизм: 


(1 - е, = 1 { е,2-+ узи те, я Е) 1, п, 
(1 -- ое" =4- е,з-- а? жа п 
(ев, 4)" = 1 Ре, , -- а, 
(1-е, ау" = ле ал + ае,, (@=4, 5,.,., п), 
Ре о 


Произведя это сведёние автоморфизмов над всеми образующими груп- 
пы, в результате получим упрощенный автоморфизм: 
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[1 


(1 е,.) =1-Не,2- уе, „Е ое, п, 
(1 НЕ о =1 Е ба, «+1 = а, п (х =: 2, 3, ово 5 (0 2), 


[ 


(1 ел, п) + НЕ бил, п -- Тел, пл ЭЕ ав, п› 


ИА 


Автоморфизм с” упростим еще больше, умножая его слева на вну- 
тренние автоморфизмы, вызываемые преобразованием посредством элемен- 
тов 

—а(1) +у а(п—1) 
и с 


В результате получим автоморфизм о: 


< — . &У 

в, 81,2 25 п’ 
с РР „. ва № = \ 
ое (а. а), (8) 
в а х 
я: п — ее. п 1, п—1 * 


Таким образом мы показали, что всякий автоморфизм, сохраняющий 
индекс образующих вх,«+1, может быть переведен в автоморфизмы про- 
стого вида (8) при помощи автоморфизмов, вызываемых преобразованием 
элементов группы посредством элементов нормализатора. 

Покажем справедливость обратного положения, а именно, что отобра- 
жения вида (8) сами по себе являются аьломорфизмами при любых зна- 
чениях а, У, и 1. 

Для этого достаточно показать, что они не нарушают тех соотношений 
между элементами группы, из которых, по теореме 2, следуют все такие 
соотношения. С этой целью рассмотрим соотношения вида 


[о з ее 
(ее, 228) =1. 
Нам достаточно проверить справедливость равенств 
(е* „› 225) =1, 1-2, 


Ге. И р Ев 
(21 „8°:)=1, вп 1. 
Действительно, для левых частей этих равенств получаем: 


‚ У . . ЕВ —1 = 
2 2 в; 8 те Е 


У.з 
1,2 2, п п 


А 


Е ЕЕ 
2 2 Е Е 278 На 


тн 5 1, пШ1 п—1, п 

Таким образом, отображение (8) оказывается гомоморфным отображе- 
нием группы в самое себя. С другой стороны, по известной теореме 
Бернсайда [см. (5), стр. 131], правые части равенств (8) образуют всю 
треугольную группу. Итак, показано, что отображения (8) являются 
автоморфизмами. 

Автоморфизмы (8) образуют подгруппу % порядка р”! во всей груп- 
пе автоморфизмов с образующими 


пп = Ви, п ° бе. п—1 › 


® 
| 


оо био У. 


(остальные образующие остаются на месте). 


5* 
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Внешние автоморфизмы 91 и в, назовем концевыми автоморфизмагми, 
внешние автоморфизмы сх (“ =, 3, ... ‚ п- 2) — центральными авто- 
морфизмами. 

Из хода наших рассуждений следует, что всякий автоморфизм, сохра- 
няющий индекс образующих е», «+1, получается из автоморфизмов под- 
группы % умножением их слева на автоморфизмы, вызываемые в груп- 
пе преобразованием при помощи элементов нормализатора группы во 
всей полной линейной группе. 

Покажем, что отображение т вида 


т Е 
85, | а, п—а-1 


ария. маи 


является автоморфизмом. Посредством ^ элементы ев преобразуются сле- 
дующим образом: 


т 6—=“—1 
вав = (— 1) п—В-1, па+1. 
Независимые соотношения типа 
(ев, у, 8) =1, 


где «+8, В-Е 1, между элементами при отображении ‹ не нарушаются, 
откуда следует, что отображение является. гомоморфным. Так как 
па, п_а41 пробегает все основные образующие 


81,2, 82,3, -.. о @и-1, п, 


то этот гомоморфизм оказывается и автоморфизмом. 

Автоморфизм < назовем зеркальным автоморфизмом. При таком авто- 
морфизме происходит зеркальное отображение основных образующих 
вокруг второй главной диагонали. 

Установив наличие зеркального автоморфизма и принимая во внима- 
ние уже достигнутые результаты о строении автоморфизма, мы заключа- 
ем, что образующими группы автоморфизмов нашей треугольной группы 
будут такие элементы: 

1) образующие группы внутренних автоморфизмов; 

2) образующие группы центральных автоморфизмов; 

3) образующие группы концевых автоморфизмов; 

4) образующие группы диагональных автоморфизмов; 

5) один зеркальный автоморфизм второго порядка. 


$ 7. Структура группы автоморфизмов 


Для лучшего уяснения структуры всей группы автоморфизмов изу- 
чим взаимоотношения между разными видами автоморфизмов. Прежде 
всего отметим тот известный в теории групп факт, что группа внутрен- 
них автоморфизмов является нормальным делителем в группе всех авто- 
морфизмов. Далее, при помощи простых рассуждений можно убедиться 
в том, что группа внешних автоморфизмов, обозначенная у нас через 3, 
является абелевой группой порядка р”. 3 есть прямое произведение 
групп центральных автоморфизмов 8 и концевых автоморфизмов Г: 


$, =8-7. 


СИЛОВСКИЕ ПОДГРУППЫ ЛИНЕЙНОЙ ГРУППЫ 457 
Е лее ЧА О НЫНЕ ВИА) Ч СНЕ ВОЕН Е ЕЕИИАНЫЙ 


Легко образовать подгруппу автоморфизмов 1.8.1, являющуюся полу- 
прямым произведением группы внутренних а и подгруппы 
внешних автоморфизмов №. Порядок 1.3.И равенр 2? * 

Для выяснения связи диагональных автоморфизмов с другими видами 
автоморфизмов рассмотрим, как преобразуются концевые и центральные 
автоморфизмы посредством диагональных автоморфизмов. 

Пусть даны диагональный автоморфизм с и концевой автоморфизм оу: 


г 
68, ва — ЗВ 81 В. ПВ 


с: — 2 
12 81,2° п 
с. ыы шо ‹ 
бо, а-1 —— ба, ат (х = 2, 3,...,п— 3), 
85: — У 


и—1 п — и, п и п—1° 


Тогда при автоморфизме сс, с получаем отображения: 


9106 — .5@ „55 

21,2 81 2 во, т 2 п’ 

6-16: — — се 

а, а-1 Зея 8, а+1 (х Е 2,3, ..) 2), 
#91016 — с |5 


и ОИ итп 81 п 1, п? 


где а, 6, с, 4 — вполне определенные рациональные функции от 26, Х 
и у. Правая часть последнего равенства показывает, что автоморфизм 
< 1в,с содержится в группе Г.ГИ.З3. 

Для центрального автоморфизма с, найдем, что автоморфизм свв 
содержится в группе Г1.Г.3. 

Теперь мы можем сказать, что группа (1.7.3) 3 есть полупрямое про- 
изведение групп 1.Г.8 и ®, потому что 'элементы группы /[.У.8 пс- 


средством диагональных элементов преобразуются в элементы той же 
п--п—4 
группы 1.И.8. Порядок группы (1-У.8).® равен (р — 1)" "р ? 
Для получения всей группы автоморфизмов % нам достаточно образо- 


вать полупрямое произведение 
((Г.У.3)-5) . {}, 


где, {=} — группа зеркальных о образом, порядок 
группы автоморфизмов 9% равен 2 (р — ре 

Окончательный вывод о структуре группы автоморфизмов треугольной 
группы дается следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 9. Группа автоморфизмов % треугольных матриц с еди- 
ницами на главной диагонали есть полупрямое произведение группы вну- 
тренних автоморфизмов и четырех видов подгрупп внешних автоморфиз- 


мов, взятых в определенном порядке: 


% = ((7.И.8)-5)- 
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где {=} — группа зеркальных автоморфизмов второго порядка, 
> — группа диагональных автоморфизмов порядка (р— 1) 
8 — группа центральных автоморфизмов порядка р”-3, 
У — группа концевых автоморфизмов порядка р”, 


И—1 
, 


пи п _ 
1 — группа внутренних автоморфизмов порядка р ? ы 
и -+я—4 
Порядок группы % равен 2 (р—1)" р ? 


Вышеприведенные результаты можно перенести на случай треуголь- 
ной группы над любым конечным полем из р’ элементов, только тогда 
в качестве образующих надо рассмотреть элементы 1 - ®;ех, „+1, где 
%, ®.,..., ®;— базис конечного поля над своим простым полем, и, соот- 
ветственно, в порядках всех встречающихся групи заменить р на р”. 


Поступило 
18. Т. 1952 
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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ 
И ОДНОЙ ЧЕБЫШЕВСКОЙ ЗАДАЧЕ 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


Для решения некоторых экстремальных задач в классе целых функ- 
ций необходимы целые функции конечной степени, график которых 
имеет вид, схематически представленный на рис. 2. В первой части 
настоящей статьи строится и исследуется семейство таких функций, 
а затем дается одно применение. 


1. Положим 
802 ас? и -Ё сп? а 51? и 


= $02 а — 812 и } (1) 
пи „ГН’ (аи) Н’ (а— и) 


В первой формуле зп, сп означают эллиптические синус и косинус, 
а во второй формуле Н есть тэта-функция Якоби; и — переменная, обла- 
стью изменения которой является прямоугольник периодов 2К, 24’. При 
этом модуль А (0 <#<1) и величина а(0<а<К) играют роль пара- 
метров. 


С 9 И и, 
У——щ > 
и р Хх / @) 
Рис. 1 


Так как & есть четная функция и, подобно 2, имеет периоды 2А, 
2:К’, а при помощи (1) прямоугольник А плоскости и с вершинами О, 
К, К-+К', К’ конформно отображается на полуплоскость Пи 2 > 0 
(см. рис. 1), то %@ есть однозначная функция от 2 во всей плоскости. 
При этом единственной особой точкой этой функции является образ точек 
и = а, т. е. бесконечно далекая точка. Следовательно, есть целая и, 
очевидно, трансцендентная функция от 2. Мы обозначим ее через 


9 = (ва, №. 


Величины 2, отвечающие точкам и = К + А”, {К’, мы обозначили на 
рис. 4 через В и «. Эти величины связаны с параметрами а, Е следую- 
щими формулами: 
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2 
&=2з1?а — 1, = ‚ 
откуда 
та 
2(а—вВ) и 4 
Ей. = . а 
а. " \ та-—2(—-ер 


Так как формулу (1) можно переписать в виде 


о и зпаспа (Н’ (и а) Н’ (и — а) 
и. ` па. Е НН 
то 
К’а 2 
3 = (5; а, ) = с [те сиа2 + = (4), (21$) 


где е (и) есть величина, ограниченная в А. Отсюда вытекает, что С (2; а, ®} 
есть целая трансцендентная функция степени 


К’ дапа 
т. (3) 


Применяя преобразование Ландена, перепишем формулу (3) в виде 


р 52 ь (3 51$} 
зп с ^) 
где 
а—м . ее 
ет: (’= УТ — 4), 


а Г’ есть полный эллиптический интеграл первого рода для дополни- 
тельного модуля Х = И 1 — 2; при этом 


х 2Г, 


Из формулы (315) вытекает, что при фиксированном К величина р мо- 


д, К в 
нотонно убывает от со до [/, когда а растет от 0 до 5. При дальней- 


К Е 
шем увеличении а от —- до К величина р монотонно растет * от [/ до со. 


п 
Таким образом, при любом р>— формула (3) определяет величину а 
как двузначную функцию от А. Областью определения этой функции 
является интервал [А,, 1], а область значений принадлежит интервалу 
0, К), причем, если одно из значений есть а, то другое равно К — а. 
Далее, отметим, что 
С (2; К-а, К) =-—@(—- ва, №) 
ИВ 
и, следовательно, С |=; —-, А] есть нечетная функция от 5. 


* Это вытекает также из того, что величина р, определяемая формулой (3), не 
меняется при замене а на К — а. 
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Если положить 
С (за, К) = азс -+..., ЕЮ 
0 


так что с; = с; (а, А) из =о (А), т 


поскольку 
а: (5. #)= ДИ а аку т и] +0 


Особого внимания заслуживают две функции С (2; а, К), отвечающие: 
значению А =1. Первую из них обозначим через С, (2; р); для нее 


Иа 
1+ у 
1 я 1+ « п п 
о ИЕ (+2>5). 


Вторую обозначим через С. (5; р); для нее 


&#=1: а—05, зы (2> >). 


В этих частных случаях параметр и легко исключается, и мы получаем: 


6: (р) = врРУб-О@-9 = врРИ @—1)(&+1—2%)= 


=ей Е + о 
ры 
С» (2; р) = — созрУ (2-1) (2—В) = 


= вр ИУ +1 (2—1 +9) = — 61-55. 


Написанные представления позволяют построить графики функций 

С: (х; р), С» (5; Р) ([— < <:т< о), а также установить, что производные 
а 

С: (2; Р), -- Сз(5; р) имеют только простые и вещественные корни. 


а 
Если учесть, что функция те (2; а, ^) при фиксированном р непрерывно 
зависит от модуля А, а также что ее вещественные корни всегда простые, 
то из сказанного уже нетрудно заключить, что функция 5 (2: а, №) ни 
при каком А не имеет невещественных корней, а также, что график функ- 
ции С (5; а, К) имеет вид, схематически представленный на рис. 2. Отно- 


шение 
4% 


аи 


У 1—2? 
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есть эллиптическая функция от и. Применяя к ней общие теоремы о пред- 
ставлении эллиптических функций, находим, что функция % = С (2; а, К) 
удовлетворяет дифференциальному уравнению 


аи я (& — 1) (@—5) 
та Су! Е) й 


где С, 1, 8 — вещественные константы (—14<8< В, «я«1< 1. 


—т 
Рис. 2 
Для дальнейшего полезно ввести целую функцию 
о ы [беви = 
ее 


корнями которой являются точки уклонения функции С (2; а, №) на то- 
чечном множестве, состоящем из интервалов 


(—Ы=, —1], [1, ®), (Е) 


т. е. последовательные точки множества (Е), в которых С (2; а, А) при- 
нимает с чередующимися знаками свое максимальное на (Е) численное 
значение — единицу. 

2. Рассмотрение точек уклонения оказывается необходимым для уста- 
новления экстремальных свойств целых трансцендентных функций *, 
как и многочленов. При этом в трансцендентном случае, в отличие от 
алгебраического, число точек уклонения бесконечно, с чем связаны до- 
полнительные трудности. Для преодоления этих трудностей полезна сле- 
дующая 

ЛЕММА. Пусть о (2) есть целая (трансцендентная) функция конеч- 
ной степени, имеющая лишь вещественные и притом простые корни 


о т Е 


Шуть, далее, }(2) есть целая функция конечной степени, для которой: 
а) справедливо неравенство 


я |7 (+) | «о, 


к [№№ (№ | 


Ь) в некотором угле 


|5: — ащв2| < (4) 
имеет место соотношение 
:п 1 (2) 
г 5—9 © 


* См. С. Н. Бернштейн (1), (?). 
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В таком случае 


%) ® (^») 


со 
й (^,) 
1 (2) =о(2) У Ао ° 
К=—< 
Доказательство. Прежде всего заметим, что 


в.в У 


К=—< 
есть, в силу а), целая функция конечной степени. При этом 


804) =/ 0). (1=0,1,2..) 


п 
и для любого положительного сы в угле (4) имеет место предельное 
равенство 


О В 
- © (2) Ее. (6) 
Отношение 
1 (2) —& (2) 
© (2) * (7) 


очевидно, представляет целую функцию, и можно доказать, что это есть 
целая функция конечной степени. Учитывая, что в угле (4) имеют место 
соотношения (5), (6), заключаем, на основании теоремы Фрагмен-Линде- 
лёфа, что функция (7) есть тождественный нуль, что и доказывает наше 
утверждение. 

При помощи доказанной леммы можно установить экстремальное 
свойство * функции С (2; а, ®). 

ТЕОРЕМА. Пусть при некоторых значениях параметров а и Ё и не- 
которой вещественной константе М целая функция степени р 


Ф (2) = МС (2; а, ^) 


в точках 21, 1. (—-1<1<х,<\1) принимает значения &, &. (В таком 
случае для любой целой функции ** 4 (5) степени < р, удовлетворяющей 
условиям 


ф (2,) =&, $(2) =, (8) 


* Идея применения интерполяционной формулы для доказательства того, что 
данная целая функция наименее уклоняется от нуля, принадлежит С. Н. Берн- 
штейну (°), а именно, таким путем было впервые дано доказательство того, что 
среди всех целых функций ]} (2) степени «р, удовлетворяющих условию 7 (0) =1, 

п р2 
функция 


аналогичным образом интерполяционная формула при 


наименее уклоняется от нуля на всей вещественной оси. Затем 


@ (2) =И р222 с эт И р?22 + с? 


использована С. Н. Бернштейном при решении проблемы 3 в статье (3). 
** Достаточно рассмотреть вещественные функции. 
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имеет место неравенство 


зир |3 (2) | > |М |, 
х6Е 
причем знак равенства достигается лишь при \ (2) = $ (2). 
Доказательство. Допустим, что для некоторой вещественной 
целой функции \(2) степени < р, удовлетворяющей условиям (8) и от- 
личной от ? (2), имеет место неравенство: 


зир | $ (2) | <!М|. 
х6Е 


Примем для определенности, что М> 0. Обозначим через 
мм... (№=1 
последовательность всех точек уклонения функции ф (2) на интервалах (Е). 


Эти точки являются корнями функции О (2; а, А). Из наших предположе- 
ний и неравенства М> 0 следует, что функция 


1 (2) ре Ф (2) —4 (2) 


ря 2—1, 


удовлетворяет неравенствам 
(—1)"7 0») >20 (п=0,1,2,...), 
(—1)" 10») <0 т=—1,—2,...). 


Далее, легко видеть, что к функции }(2) применима лемма, если 
в качестве в (2) взять О (5; а, А). Действительно, условие Ь) выполняется 
в силу того, что * 


0 
0 


тогда как из (261$) следует, что 
|0 (ва, №) >С”! (у 1) 
здесь С: и С, — некоторые положительные константы. С другой стороны, 


условие а) выполняется потому, что 


Оба, = — Се 640,1) 


и, значит, существует такая константа М№`> 0, что 
|9, а, | >№ (+:=0,4,2,...). 
Замечая, что 
зп ©, (4; а, А) = — ви бОна, = (=) (4:=0,1,2,...), 


находим: 


Пе 1 (24) ы 
О Ре абнки 
=) ь № у О») | В: 
яр ЕЕ: т |9, (^ ;а, 1 


* Для доказательства можно воспользоваться теоремой Фрагмен-Линделёфа, 
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Отсюда, поскольку 


О (2; а, К 0, 
получаем: 
[И | -Е 
Хх (^„—=,) |, (Ан; а, к) | Г 
—1 
17) | 
Е ; = 0. 
ее. (1, — и) | ©, (Ат; а, ^) | 


О (420120...) 


т. е. лишь при ] (2) =0 и, значит, { (2) =9 (2), что противоречит допу- 
щению. 

Легко видеть, что теорема верна и в предельном случае, когда усло- 
вия (8) заменяются на 


ф (5) = НЕ у (о) =—= В 
Поэтому справедливо также такое 


п 
Следствие. Пусть р >. -5- зафиксировано и пусть а есть та ветвь 


определенной выше функции от Ё, значения которой принадлежат ин- 
К 

тервалу |0, --|. В таком случае функция с (а, К) при изменении от й> 

00 1 изменяется монотонно от 


90 со. 

3. Построенное семейство целых функций позволяет решить некоторые 
чебышевские задачи относительно трансцендентных функций. Мы рас- 
смотрим одну из них, а именно аналог ‘задачи Е. И. Золотарева для 
многочленов. 

Задача. Среди всех целых трансцендентных функций ] (5) степени 
<р, удовлетворяющих условиям 


где А и В — заданные вещественные числа, найти ту, которая на мно- 
жестве (Е) наименее уклоняется от нуля *. 


* Рассматриваемая нами задача при А =0 содержится как частный случай 
в проблеме 2 статьи (3) С. Н. Бернштейна. При помощи рассмотрений, основанных 
на предельном переходе от многочленов, С. Н. Бернштейн, не входя в детали, 
показал, что решение его проблемы должно выразиться либо в элементарных фуик- 
циях, либо в функциях эллиптических в зависимости от значения некоторого пара- 
метра. Это обстоятельство и послужило толчком для написания настоящей работы. 
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Прежде всего заметим, что при А == 0 можно положить А =1 и тогда 
условия (9) принимают вид: 


ЛО Ха (10} 


Случай А =0 содержится здесь как предельный (5 = с<). Поэтому мы 
примем в дальнейшем условия (10). При этом можно предположить, что 


‹>0. Действительно, случай с < 0 сводится к случаю с > 0 при помощи 
замены 2 на — 2. 


Решение нашей задачи зависит от того, какое из соотношений 


п п п 
Ро рР<о, в ->5 
имеет место. 


Переходя к рассмотрению каждого из этих трех случаев в отдельно- 
сти, введем функцию 


созрУ (2—1) (#2 ^) 
(а РЕ ВАА. 
2 (2; ^) СВРУХ 
где Х — параметр. 
Случай С р= >. Нри любом с>0 решением нашей задачи 

является функция Ё) (3; ^), где параметр Х определяется из уравнения 

2 

п (1—^) а И 
4Ух - ь 


(левая часть последней формулы изменяется от 0 до со при изменении 
от 1 до —1). 


Случай П: О<р<=. 


а) При О<о< рр решением является функция Ёр (2; №), где пара- 
метр Х определяется из уравнения 


Р(1—^) ЕЕ 
2у= ФрУл=с (11) 
(левая часть этого уравнения изменяется от 0 до р\ор при изменении Х 
от 1 до —1). 
Ь) При ‹> р! р решением является функция 
0$ р с а 
Случай Ш: р >. 
а) При 


(Пр 
2 
О— Е 


т 

— 2ра 

с < 4р И - 
В 


решением является функция К, (5; \), где параметр ) определяется из 
уравнения (11) | левая часть изменяется от 0 до 
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п? 
когда ^ изменяется от 1 до 4 — —” 


Ь) При 


12 


ее оВ Р и! — Эра 


“21 Е 
Уря 


решением является функция 


МС (5; а, №, 


где параметры а, А, М определяются из условий: 


. т К’ па 
МС (0; а, Е) = 1, С, (0: а, К) =, а 

Доказательство для случая Ш Б) непосредственно вытекает из теоремы 
п. 2 и следствия. Другие случаи трактуются аналогично, на основе 
леммы п. 2. Поэтому достаточно рассмотреть один из случаев, скажем П Ь). 

п 

Итак, мы хотим доказать, что при 9-2. ис > рр решением 

нашей задачи является функция 
эт рз 


В 


уклонение которой от нуля не только на интервалах (Е), но и на веще- 
ственной оси равно 


Так как в интервале [—1, 1] 
=’ (х) = — рэш рх - 960$ рх > в созр — рзш р >. 0, 
то функция 5(2) в интервале [—1,1] изменяется монотонно. Поэтому 
внутри интервала (—1, 1) 


|8 (2) |< М, 


и, значит, все точки, в которых в (52) = М, принадлежат (Е). Чтобы 
доказать, что 2 (2) есть решение нашей задачи в рассматриваемом случае, 
нужно построить интерполяционную формулу п. 2 при 


в (2) = &' (2) = — рзш р2 - 00$ р», 


а затем повторить рассуждение, которое мы применили при доказатель- 
стве теоремы п. 2. 


Поступило 
25. П. 1952 
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ОБ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПОЛИНОМАХ В. А. СТЕКЛОВА 


(Представлено академиком В. И. Смирновым) 


В работе рассмотрено решение задачи, поставленной в 1926 г. 
В. А. Стекловым; найдено достаточное условие, которому должен удовле- 
творять вес системы ортогональных и нормальных полиномов для того, 
чтобы вся эта система была равномерно ограничена на всем интервале 
ортогональности. 


Введение 


Рассмотрим систему полиномов {$, (2)}, ортогональную и нормальную 
на отрезке [—1, 1] относительно веса ® (1), т. е. удовлетворяющую 
соотношениям: 


причем 40 (2) > 0 для —1<5<1. 

В своем мемуаре (8), посвященном столетию со дня рождения великого 
русского математика П. Л. Чебышева, основоположника общей теории 
ортогональных полиномов, В. А. Стеклов рассмотрел тот случай, когда 
вся ортогональная система {$, (1)} равномерно ограни- 
чена на всем отрезке [-1, +1] или на его части, т. е. удовлетворяет 
при некоторых х неравенству 


| $, (2)| <М (п = 0, 1, 2, ...), (2) 


где М не зависит ни от п, ни от х. Такие ортогональные полиномы, которые 
мы позволим себе назвать ортогональными полиномами В. А. Стеклова, 
обладают рядом интересных свойств; например, В. А. Стеклов показал, 
что в каждой точке х отрезка [—1, 1], в которой выполняется усло- 
вие (2), ряд Фурье-Чебышева любой функции Е (т), удовлетворяющей условию 


Липшица 
Ре) Е (|5 "|, 01, (3) 


сходится к значению ЁЕ (т). 

Возникает естественный вопрос об условиях, при которых выполняется 
условие (2). В. А. Стеклов говорит по этому поводу следующее: 

«К сожалению, мы не имеем способа выразить совокупность общих 
и достаточных условий, которым должна удовлетворять характеристическая 
функция (2) для того, чтобы неравенство (2) имело место для всех 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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полиномов, соответствующих функции 1 (5), удовлетворяющей указанным 
условиям. 

Я думаю, что неравенство (2) является общим свойством всех полиномов 
Чебышева, характеристическая функция которых не обращается в нуль 
внутри данного интервала; однако в данный момент мне не удалось ни 
найти строгого доказательства этого утверждения, ни обнаружить примера, 

`в котором это неравенство не выполнялось бы в каждой точке внутри 
данного интервала». 

После В. А. Стеклова некоторые авторы рассмотрели случаи равномерно 
ограниченной ортонормированной системы полиномов; некоторые из этих 
случаев указаны в таблице, в которой через о (7; 8) обозначен модуль 
непрерывности функции ](5) на отрезке [—1, -- 1], через # (2) обозначен 
так называемый тригонометрический вес 


2 (2) = (а У1— 122, (4) 


через р (1) в случаях 3 и 4 таблицы обозначен полином, положительный 
на отрезке [—41, - 1]. 

В последней графе таблицы указан интервал, в котором справедливо 
неравенство (2) *. 


Таблица 
№ Автор Характер веса Интервал 
1 1 Г. Сеге? (9) (т) >0, о(м, 8) < АЗ —1+=<2<1—= 
2 | Г. Сеге (19) (2) >0, оба —1+=<2<1— ес 
Г. Сеге:(°) м Е 
о {С Н. Бернштейн (1) Е е (2) —1<#<! 
4 Я. Шохат ($) (2) = 6(2) —1 << 1 
5 | С. Н. Бернштейн (1) ©, $) < Ав РА, 9 —<;<1 


В. И. Смирнов (6), рассматривая ортогональные системы В. А. Стеклова, 
говорит: 

«Мы знаем теперь, что если вес ® (2) положителен и удовлетворяет 
условию Липшица (3) с «=1, то 


а —1<#< +1, 


т" 


т. е. условие (2) выполняется во всех точках внутри [—1, + 1}]». 

Мы видим из таблицы, что вместо условия Липшица с х =1 (случай 1) 
мы можем наложить на вес менее обременительное ограничение С. Н. Берн- 
штейна (случай 5); однако в обоих этих случаях вес преднолагается 
непрерывным, что, как мы увидим, совсем не является необходимым; 
общее условие С. Н. Бернштейна (случай 5) введено им для вывода 
асимптотической формулы и поэтому является слишком ограничительным 
в вопросе, где речь идет лишь о выполнении неравенства (2). 


* См. также (“). 
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Рассмотрим пространство [.(0, 2=) периодических функций /(0) * 
с обычным определением нормы 
2 


= (5 ма < (5 


0 


и введем интегральный модуль непрерывности функции ] (6): 


®з (7; 5) 7 @ыж)—7 0]: (6. 


— ар | 
0<1<5 
если ‹› (]; 8) < М5, 0<«<\1, то будем говорить, что функция }(6) 
принадлежит классу Шр (а, 2). 
Условие, достаточное для того, чтобы ортогональные полиномы {$‚ (5)} 


были полиномами В. А. Стеклова, дает следующая основная теорема: 
ТЕОРЕМА. Для того чтобы неравенство 


|$„ (2) |< С (7) 


имело место на всем отрезке [— 1, - 1] для всех ортогональных нормальных 
полиномов, соответствующих весу (т), достаточно, чтобы функция 

р (0) = 1 (соз 6) | зп 0 (8) 
была ограничена сверту и снизу, 

От, < р(9) <т,, (9) 
почти всюду на отрезке [0,2ж] и принадлежала классу Шр (о, 2), 


1 
где > < & < 1 о 
Последующие параграфы посвящены доказательству `Этой теоремы. 


$1 


ЛЕММА 1.1 Если полиномы С„(2) (с любыми комплексными коэф- 
фициентами) степени не выше п удовлетворяют в замкнутой области 
|2| < 1 условию 

| С» (2)|< М» [б,(е“|=М,, (1.1) 


то справедливо неравенство 


М 1 


| Сл (ге) [2 5, т=-. (1.2) 


Для доказательства применим метод, принадлежащий Д. Джексону 
Мы имеем: 


О -= ( С’, (®аг. 


Известно, что из (1.1) вытекает неравенство: 
Й - ц 
| С» (2)| <пМ», |2|<1; (1.3} 
* Вообще комплекснозначных. 


[9 
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#0 40 , 
поэтому при 2 = ге*, 2 =е`* получим: 


| С, (2%) = бе) < — 9 М». 


Полагая 1 
1—хг= к (1.4) 
легко находим: 
{0 40 40 М, 
М» — | С» (те °) | <|С»(е °) — С» (те > з 


откуда вытекает (1.2). 
ЛЕММА 1.2. Если ф (2) — аналитическая функция, регулярная в области 
12] < 1 и принадлежащая классу Но, и если С» (2) — полином степени п, 
удовлетворяющий условию (1.1), то 
1 


М, <2 [|9 (ге) | + 28,Уп|, г=1 


5—, (1.5) 


где 
= 6»| (=1). (1.6) 


Для доказательства представим функцию {© (2) — С„(2)}? класса Н, 
интегралом Пуассона: 


2-2 


—2 Вгсоз (0— ф) +? 4$, 


2" 
(9 (ге) — бер = зд | (9 (Ве) — в, (Ве 


0 


где г< А 1; отсюда вытекает, что 


|Ф (7е®) — би (ге, (1.7) 


1—* 


{ 1 * 
полагая 1 — т = я 9 = 6,, получим: 


$ (ге) | — | Фа (пе) | < | ® (ге) — С» (ге) | < 28. п, 


‚откуда, пользуясь (1.2), находим (1.5). 
ЛЕММА 1.3. Если функция $() ЕН, ограничена почти всюду на 
единичной окружности 


|9 (29) |< А * (1.8) 


и если полиномы С» (2) осуществляют приближение к ней (в метрике 1.) 
порядка О (п-“), где = << 1, то эти полиномы равномерно ограничены 
8 замкнутой области |2| < 1. 


Известно, что для функции $ (2) ЕН, из неравенства (1.8) вытекает 
неравенство 


|® (2) |< А, (1.8') 
справедливое во всей области |2|< 1; так как, кроме того, по условию 
Упз, < В, 


* Под ф (ей) подразумевается радиальное граничное значение функции ф (2) 6 Н,: 
©(е') = Вт 9 (те), 
1—0 


«уществующее почти всюду в [0, ж]. 
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то из (1.5) находим: 
М, <2(А+З2В). 


Ввиду того что правая часть не зависит ни от п, ни от г, отсюда вытекает 
справедливость нашей леммы. 

Таким образом, для доказательства равномерной ограниченности любой 
системы полиномов {С (5)} достаточно показать существование аналити- 
ческой функции © (5) ЕН,, ограниченной почти всюду на |2|=1, для 
которой полиномы {С»„(2)} осуществляют приближение (в метрике /[,) 


порядка О (п), 5 << 1. 


$2 


Рассмотрим систему полиномов {Р, (2)}, ортогональных на единичной 
окружности | 2 | = 1 относительно обложения ас (6), гдес (0) — ограниченная 
неубывающая функция с бесчисленным множеством точек роста в [0, 2*]; 
мы имеем, таким образом, 


_ и Го п=т 
1 О 1 т) ) 
к Рь (9%) Ре") 4 @) = 1 (2.1) 
И 9 то) 
причем 
^ Р/ (2) 
ров "РО 


у», 
Укажем некоторые свойства этих полиномов, необходимые для дальней- 
шего [см. (?)]: 

1) полиномы связаны соотношением 


Рида (2) = 2Р, (2) —а,Р* (а, Ра = эр, (--) = 0.2.) 0 


п—1 
а» = — Риз (0), |&|<1, ы=№ Па-||*; — (2.3) 


Ё=0 


2) так как 0< 1 < А», 10 существует предел 


2" 


В Ниш = № (4 — [а |*) = ехр [5 \ юдр (4 >0, (2.4) 


п—>со #—>0 0 


причем вес р (0) > 0 почти всюду в [0, 2*] равен с’ (6); 
3) при выполнении условия 


25 
\ 10вр (0) 40 > — °ю, (2.5) 
0 
эквивалентного, по (2.3), условию й > 0 или условию > [ак |? < со, можно 
Х=0 
построить аналитическую функцию т (2) класса Р * 


* См. (5), $ 6.5. 
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4 Вы у 
9=Уйехр [- уп 108 р (6) 46], 12| < 4, (2.6) 


регулярную и не равную нулю в области |2|<\1; почти веюду в [0, 2%] 
существуют радиальные граничные значения 


я (е*®) = Пи х (72°), 
1-10 
причем почти всюду в [0, 2] имеем 
р 
о 2. 
р (8) = (е18) р ( 7) 
4) имеет место формула: 
< Р» (2) Рь (и) Р.Р» (у) — Р, (9) Ри) 
Аз (9) = О о ани. пан. 5 
(2, У) р | ТЕ ( ). (2.8) 
$3 
ЛЕММА 3.1. Если почти всюду в [0,2] имеет место неравенство 
р (0) > т, >0 (3.1) 


и если р (8) Е Шр (а, 2), тоит (28) Е 11р (а, 2), О а<1 
Из формулы (2.6) находим граничные значения функции т (2): 


(2) 1 а 


интеграл понимается в смысле главного значения Коши и существует 
почти веюду в [0, 2ж], ибо 10ер (0), в силу (3.1), — суммируемая функция. 
Таким образом, пользуясь периодическим продолжением р (6), имеем: 


9 юр (0) 48); (3.2) 


2" 
+ 1 
агат (2°) = — = \ ме? (3.3) 
; 9 и 0 
ато [6 91] — = \ ош т 1ос р (6) 40 = 
1 и 0 
о \ 8—5 108 р (0 +1) 
0 
уедет > 0 — произвольная малая величина; отсюда 
А (©, 1) = арк [6 ©] — агрл (6°) = 
2к 
1 —0 
== \ №08 р(6) — 105р(8 + 1) 46; (3.4) 
0 
поэтому легко находим: 
ый НИ (9 |2 1 1 2008 А (фт 
А - 
= | 4 1 } 2 [1 — созА ($, 1)] ц (3.5) 
УРе+) Ирб) Ур (®)р(Ф +1) ° 
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так как Ир($)>У т, почти всюду в [0, 2ж], то почти всюду в [0, 2*] 
имеем: 
1 Рае |= Р (ФУ) —Р ($) |< 
УрФ-+ т) Ур(9) Ур Р() И Р(Ф) +ИУРр(® 1] 


ыы 2 
— {РФ 1) —Р(9)} 


4тз 


211 — созА (, 1)] [А (ФУР 
Ур +1) ^ т 


Таким образом, из (3.5) находим: 


ь : А ИЗ ЕЕ 
ее] — (2) |< от, 2 |рФ-) РЕ Ат, * | А ($1 |. 
Неравенство о» 
Повр(Ф 1) — 108р (9) | <-> 1р(Ф-) —Р 8! (8.7) 


показывает, что условие р(0) Е Шр (х, 2) влечет за собою условие 


10 р (0) © Шр (х, 2); вследотвие этого функция агрпк (2), являющаяся, 
1 


по (3.3), сопряженной по отношению к функции 108 У также при- 
АХ 
надлежит классу Ыр (а, 2); поэтому мы имеем: 
и лю зир | А (Ф, 7 | < 88", 
0<у<о 


и, таким образом, из (3.6) находим: 
1 3 1 ‚= в 
зир [п [е(91)] — м (е®) | < | И а =, (3.8) 
0<у<8 } 
следовательно, 


п (2) 6 Шр (о, 2). 
ТЕОРЕМА 3.1. Если функция с (0) абсолютно непрерывна, 
4с (0) = р (9) 460, 
причем р (6) Е Тлр (в, 2). гео и если почти всюду в [0, 2] выпол- 


няется неравенство 
О< т, < р (0) < ть, (3.9) 


то соответствующие ортогональные нормированные полиномы {Р (2)} 
равномерно ограничены в замкнутой области |3| < 1: 


^ М» 
ао.) (3.10) 


| Е | 
1 : 
Обозначая через и (0), < (8) вещественную и мнимую части функции 2" (21°), 


имеем: 
[и (9 1) — и (0) 15-х [ее] — п (21) |, 
1 3 (3.14) 
[9 (0+7) —9(0)1<-5-|=[9 6+] — = (#9)|; 
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так как, по лемме 3.1, п (ей) 6 [р (х, 2), то отсюда вытекает, что и (8), 
< (9) Е р (х, 2). В таком случае, как известно, существует тритономе- 
трическая сумма 


$п (0) = ао - > (ак созЁ 60 -- бузш А 6) (3.12) 
п=1 
порядка п, для которой 

В 2 
[и (6) — $» (0) [< кр (3.13) 

Введем сопряженную сумму 

п 

с (6) = У (ахзт 0 — 6, с08А 6) (3.12) 


А=1 
и построим полином 


С» (2) = У (%—) 2, в=0, С, (8) = з, (0) + 1, (0). (3.14) 
й=0 


Рассмотрим функцию 


Е (69) | < С ВЕ (6 |, (3.16) 
где С —= некоторая постоянная, не зависящая от п; отсюда находим: 


|9 (6) — о (|< С [и @) — 5.6) |< 25. (3.17) 


пх 


Так как справедливо неравенство 


А (ее) | < |8 (©) | + [ТЕ (#8) | 
то мы имеем: 


[559 -. С, (©) | < нь. (3.18) 


п 


Благодаря тому что почти всюду в [0, 2м] выполняется неравенство 
р (0) < ть, мы находим: 


2 : 
1 м) ее 
т — @ь (29) "р (0) 48 < 
0 
й п (210) 0 |? ть 0? 
и (3.19) 


ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПОЛИНОМЫ В. А. СТЕКЛОВА 477 


Покажем, что для полиномов {1 (2)} будем иметь нера- 
венство: 

; * 1 
(2) Рь (0) 

А й 


2" ; 
1 п(е®) 
7 \ № 


о о (3.20) 


п 


Л 


= ат (е18) 


> 


п (2) 


Найдем коэффициенты {\„} Фурье-Чебышева функции ——^. По (2.7), имеем: 


2" 


$0 
Рода о ) 


Г 2 


о. НРА 
ие) р (6) 40 = 6 ). Ре) 
0 


0 


в 
== \ о 


> п (ей) 


откуда, по (2.4) и (2.6), находим: 


и, таким образом, имеем формальное разложение Фурье-Чебышева функции 


со сена 


Ру (2) Ру. (0) 
ЕР ИИ. (3.21) 


=0 ть 
Из формулы (2.8) находим, полагая у =0: 


р (г) Р, (0) 
п, 


 Р®=У м (3.22) 
п А=0 


Из сопоставления (3.24) и (3.22) видно, что интеграл 


— В, (29) | р (6) 46, 


в 
Ри(7). 
р ы 


п 


где А) (2) — полином степени и, обращается в минимум при А) (2) = 


отсюда вытекает (3.20), а также неравенство 
2п :0 * , 40 
Ге”. 2. @) 

2 \ Г р 

0 


п 


и 
и] < 


2п : #10 1 в 
1 1 п (28) Ри(е |2 . Е ИЗ 
а [0% И 


* 

так как функция "2 и полиномы |-" 
я т 

леммы 1.3, то эти последние равномерно ограничены в замкнутой области 


[2 < 1. 


удовлетворяют всем условиям 
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Докажем теперь теорему, сформулированную во введении. Как извест- 
но, полиномы {фи (2)}, ортогональные и нормальные на отрезке [—41, --1] 
относительно веса (2), связавы с полиномами {Р‚ (2)}, ортогональными 
и нормальными на единичной окружности относительно веса 

р (6) =“ (с03 6) | 11 6 |, 


соотношением *: 
# 1 Ри (2) + Ро, (2) 2 * 
= : = — 4: 4.1 
фи (5) У >. В (4.1) 
при —1<5<1 имеем |2| =1 и поэтому 
2м,„ ь и 
, | Ры» (2) |, | Ро (2) | < Ми; (4.2) 


ри (2 <= 
| =) 


так как, по (2.4), (2.5), 
Юта ал = 0, 
А—>со 
то при условиях теоремы 3.1 полиномы {Фи (%)} равномерно ограничены 
на всем отрезке [—1, - 1]. 
Отметим в заключение, что при выполнении условий теоремы, сфор- 
мулированной во введении, функции 
фи (6) = УР (0) ф» (с0з0) (п=0, 1, ...) (4.3) 


образуют на отрезке [0, п] ортогональную нормальную систему 


( 1 
фи (9) фи (0) 40 =} ’ | 
\\® п Пя — НЕ 


) 


причем 
|9» (6) |< Уж, М 
Применяя к этой системе ряд теорем, выведенных для равномерно огра- 
ниченных ортогональных систем, мы получим ряд свойств полиномов 
В. А. Стеклова {х„ (т)}, ортонормированных на отрезке [—1, 4] отно- 


сительно веса < (т): 
со 
1) ряд р Вы фи (2) сходится почти всюду на отрезке [—1, +1], если 


п=0 


со 1 
№ п < с (Вейль); 


п=1 
2) если ряд № Ь, от (х) сходится почти всюду на отрезке [—41, +1], 


п=0 
то Па В =0 (Планщерель); 


п->со 


©. 
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со 
3) если к тому же сходимость ряда абсолютная, то > 16, | < со 


(Привалов); вы 


4) если существует интеграл 


и если 
р (2) 55 р | и (*), 
п= 


то для любой всзрастающей последовательности номеров {п} имеем 
(Стечкин): 


А=1 А=1 ивы 
где 
т—1 1 
в) | {|в9- Хьво ша]; 
1 А=0 


5) если функция Р (2) & (2) суммируема на отрезке [—4, 1], то все 
коэффициенты Фурье-Чебышева функции РЁ (5) стремятся к нулю при 
п > << (Мерсер); 

6) сходимость разложения 


в точке х отрезка [—1, +1], в которой выполняется условие (2), зависит 
только от поведения функции ] (2) в г-окрестности этой точки; в частности, 
для сходимости в точке х достаточно, чтобы условие (3) выполнялось в 
=-окрестности этой точки (Шохат). 

Отметим также одно свойство полиномов В. А. Стеклова, ортогональ- 
ных на единичной окружности относительно веса р (8), удовлетворяющего 
условиям теоремы 3.1: 


со 
1 
если 6, = °(,) или если У п со, то ряд я Ь, Р, (2) схо- 
ь п=1 А=0 


дится в области |2|<\1 к некоторой функции $ (2), причем существо- 
вание радиального предельного значения 


ф (216) = Ш ф (ге%) 


>= 


в точке 0 =8, эквивалентно сходимости ряда в этой точке [см. (3)]: 


р Ь, Р, ( ев») 6. (26). 


Ноступило 
18. Ш. 1952 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
16 (1952), 481—492 


М. А. ЕВГРАФОВ 


ПОВЕДЕНИЕ СТЕПЕННОГО РЯДА ДЛЯ ФУНКЦИЙ КЛАССА Н, 
НА ГРАНИЦЕ КРУГА СХОДИМОСТИ 


(П ресставлено акабемиком М. В. Келдышем` 


Конечной целью предлагаемой работы является получение: оценок 
для коэффициентов функции класса Н , (5 < 1) в случае, когда ее стенен- 
ной ряд имеет бесконечное число адамаровских пропусков. Эти оценки 
получаются на основании одного неравенства для числовых рядов, свя- 
зывающего частные суммы и чезаровские средние этого ряда. Поэтому 
‘пришлось выяснить вопрос о суммируемости стененного ряда для функ- 
ции класса Ну методами Чезаро на окружности круга сходимости, 


$ 1. Суммируемость степенных рядов функций класса Нь 
методами Чезаро 


Из теории тригонометрических рядов известны результаты о сумми- 
руемости методами Чезаро рядов для функций, принадлежащих классу 
Н; при 8 > 1. В настоящем параграфе эти результаты распространяются 
на случай $ < 1. 

В дальнейшем мы будем пользоваться следущими обозначениями: если 

со 


ь й 
дан числовой ряд > ПАО 9 5% (и) определяются равенством 


п=0 
п со 1 со 
56) (и,) =5,= Уи Убе У", (4.4) 
Ё=0 7 ==0 (1—2) п=0 
а 5 (® (и„) — равенством 
5 (и) ри 
(=) Юй пи Г(-А-1) (2.1) 
> & = ТО+ОГа+О` 
("г 
Если же дан степенной ряд 
} (2) = я Ч 2”, 
й=0 


сходящийся внутри единичного круга, то мы будем употреблять обозна- 


чения: 
5% (20, /) = 5) (а, 20), 


5% (20, = 0% (аи 20). 
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Для доказательства первой из наших теорем нам понадобятся следующие 


результаты: 
[2] 


1 Если /@) = — а» 2" принадлежит классу Н\, то почти для всех 6 


П==0 
Не О. 
п—> оо 
при любом => 0 *. 
2°. Если 1 (2) принадлежит классу Н»з, то предел 


1 (е") = Нш 7 (2) 


2—>е19 
существует при стремлении 2 к ей по любому пути, не касательному к 
окружности |2|=1 **. 
3°. Если /(2) принадлежат классу Н», то имеет место представление: 


1 (8) =6(2).Л (2), 16(е8)|=1 почти для всех 0, 


|, (210 при |2| 1 ***. 


со 


4°. Для того чтобы ряд ] (2) = о а„ 27 был суммируем в точке 2 = 50: 


7—0 
(|2. | = 1) методом Чезаро порядка № к сумме $, необходимо и достаточно, 
чтобы имело место равенство: 


нЕ обе = ы к Е 
(20 — ду ых 2 ы Ф (2, 20), ® [= 20) = 2 Ь,, (20) # 6, (25) = (п ). 


Доказательство. По определению суммируемости методом (С, К) 
имеем: 


Вт (5 — с® (а 2") = 0 
п> < 


или, согласно (1) и (2), 


° ("5") Ре), вы) = о (("%*)). 


Далее, 
1 (тэ) п А < 
(он = К д" УВ, (9 =", 
й=0 П=0 
или, полагая 422% = $, 
1 (а ь у Ви (25) 
(35° — А +1 И (20 — д) = и 


Но 
В (в) =о(("#^)}, 


* См. (*), стр. 54. Соответствующий результат сформулирован там для тригоно- 
метрических радов. Перенос на степенные ряды осуществляется при помощи рас- 
смотрения отдельно действительной и мнимой частей. 

> Фо В), оо. 9% 

о бе 
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поэтому, В силу асимптотического равенства 
( п-+ *) п 
р: ГЕО, 


мы получаем наше утверждение. 


Докажем теперь следующую теорему. 
со 


ТЕОРЕМА 1. Если }(2) = м ап 2" принадлежит классу Ну (р це 
—0 
лое число), то почти для всех [8 а 


По (и, д = 16°) 
в 
при любом е> 0. 
Доказательство. Согласно 3°, 


1 (2) = (2) [Дл (2)]Р 


где ]: (2) принадлежит классу Н:. В силу 41° и 4°, почти для всех 0 
и для любого е, > 0 (2% = ей) 


ВМ = м 4) (2,). 27 (1) И: 
ами (аа = УР 2, в (2) =о(п”"), 
(2) {1 (2) Ь Ь (20) [а (2о) А (20) (2) 27 (2) и 1+, : 
(во-2)е* — (5 (ау: я У %° (20)-2, бт (5%) =0(т”"). 
Обозначим 
1, (2) = 6 (2) ]1 (2), 
(&, 20) > В (25)-2”, 
(5, 20) > 2) (25) -2" 
и рассмотрим выражение 
Пан 1 (8) _. Л (2) ь : 
ар Е = 
р (20 — р (20 — о. 
Согласно 3°, почти для всех 0 
(2) Е Р (20) - т фо (2, | Я (20) - тв фа (2, ие ее 
(2. — 2) Ре Ее < 
(%—2) Р (%—2) Р 
1 (20) ве пт 
= РЕ - Ф (2, 20), $ (2, 20) = 2, (50) 2". (4.1) 
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Так как © (2, 45) представляет собою сумму конечного числа произведе- 


= 
ы . - Е 
ний р сомножителей, каждый из которых имеет коэффициенты О (= г) и 
= 


Е 
хотя бы один не в), то, очевидно, почти для всех 0 


К 


В силу 4°, это эквивалентно утверждению теоремы. 
Как показывает теорема 1, чезаровские средние порядка р— 1 {ев 
сходятся почти всюду, если }(2) принадлежат классу Н,. Следующая 


далее теорема 2 позволяет выяснить характер этой сходимости более 
точно. Для ее доказательства нам понадобится еще один вспомогательный 
результат. 

5°. Если /(2) принадлежит классу Нз (621), то для любого е> 0 
существует функция РЁ (0) >. 0 такая, что 


[94° (е®, |< Е (6), 


} [20240 < во +. 


0 


Теорема 2 является перенесением этого результата на случай 5 < 1. 


ТЕОРЕМА 2. Если }#()= » а, ® принадлежит классу На 


п=0 
й 
>>. р — целое число), то для любого в> 0 существует Функция 
Е (0) >. 0 такая, что 


оо (ГЕ Е 


2 
[2 (0)18 40 < оо. 


0 


Доказательство. Так же как и при доказательстве теоремы 1, 
представим }(2) в виде 


7(а) = Л» (2) [1 (&]Р-Ъ, 
где ]1 (2) и ]> (2) принадлежат классу Н»з. Напишем равенство 


У Пет 
(= — те т: | 1 =. . 


(4—2) т 


(2—2) ы 


* См. С). петр. 22%. 
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Согласно 1°и 2°, 


| > о 
А = (Ю-1-ЕЕ)\ и. А ® 
И р р—1- } (ш, 1) г 


(5.4) 


откуда 


а. 


т.-...-ть=п = 
1 ь р р 


Но, в силу 5°, существуют Ё, (6) и Р, (0) такие, что 


2" 


<: 6), ||; (0) | 40 Зоо (51,2); 


= 


поэтому 


так как в числителе дроби стоит коэффициент при 1” в разложении 
1 р 
== | , 
(1—8) 8 


а в знаменателе — коэффициент при 4” в разложении 


1 
(4 — дур Е 


т 


Таким образом, в качестве Р (0) можно взять ЁР’, (0) [Ё', (6)]”`, так как 


р—1 1 
2" 2п р 2" р 
о-в то [к Фа] | Дебра] < 


Этим теорема 2 доказана. 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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1 
ТЕОРЕМА 2. Если }(2) принадлежит классу Нз >>. р— целое), 


то 
23 


1 \ |1 (2%) — 21° (28, ДР а =0. 
">> 0 
Доказательство. Так как 


2" 


1 (е®) 248 < со 


0 


2п 


ИР (6) 40 < оо, 


0 


то можно выбрать й так, чтобы 


т 


с другой стороны, по теореме Д. Ф. Егорова, можно выбрать множество 
Е, так, чтобы шез Ё, > 2к —й и при п> то 


[7% 80 99 (2, ни < для всех 0ЕЁ.. 


Тогда 


2® 


Це) — о ее, урав + < рф, 


0 Е, СЕ, ВЕ, 


что и доказывает теорему. 


$ 2, О коэффициентах функций класса Нь 


В этом параграфе мы для сокращения будем пользоваться обозначением: 


Нь у (а = эх (8). 


Нам понадобятся следующие результаты: 
1. Если }(2) принадлежит классу Нз, то 


Ош зу — 19] =0*. 


2. Если }(2) принадлежит классу Нз (8 < 1), то 


1 1 


НР (и) < (Е р 


(Нь И). * 


т 


* См. (2), стр. 89. 
** См. (3), стр. 85. 
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3. Если }(2) регулярна в единичном круге, то Н [] ("2)] — возрастаю- 
щая функция г (0<л<\1). 


4. Если }(2) = Ха принадлежит классу Нь, то 
п=о 


;| 


, 


|4. | < в.:08 — 
где 


в" = р | Нь [1 вы (+ в 


Доказательство. Действительно; 


1 (а) — } (ра) = УХ (1 — р") ал"; 
ы п=1 
отсюда следует: 


Переходя к модулям, получим: 


|4. | < 


й 1 
2. м: Н1 (9) — ва 
А 6 г 
или, согласно 2, 


НЕ И. 


Ев 


Из — о" 


1—0” т" 1—^ 


1 4 
Полагая г=1—=, р=1— >, получим: 


аа О В 


что и требовалось доказать. 
Из этой оценки следует, в силу 1, результат Г. А. Фридмана: 
со 


5. Если }(2) = Уа принадлежит классу Нез, то 


п=0 
о 
@ = 0\П . 


Дадим еще одну оценку для случая, если }(2) — многочлен. 


п 
6. Если Р, (2) = Урал, то 


А=0 


[ 


в. 
| СЕ" при < 5, 
а» | < 


Ах 
Ст при >> 


7* 


М. А. ЕВГРАФОВ 


где 


= —1 


1 
Са. че. (НР, ($ 
Доказательство. Действительно, 


ть 
5 


1 1 
1 Ри (2) 1 4 Аул! 8 
[в | <= \ дя @| <. НИР < и. (НР, ”. 


|2] =х 


4 
Полагая г =1 — -., получаем первую оценку. Вторую оценку получаем, 
применяя тот же метод к многочлену 


О; (2) = 2”. (-) . 


Далее мы построим пример, показывающий, что оценка Г. А. Фрид- 


мана для коэффициентов функций класса Нз не может быть улучшена 
а именно: 


ТЕОРЕМА 1. Какова бы ни была функция $ 0, монотонно 


стремящаяся к нулю, существует функция }(2 ре 4,2” такая, что 


п=о 
1) (2) принадлежит классу Ну; 
2 и = 
п>о = —1 
п Ф (п) 


Доказательство. Рассмотрим многочлен 


/ 1 р п+1] т 
.3 пт 
1 и 
1— (1 — ): 


$=0 


Оценим снизу шах а(® "). Все о(® т") >> 0, поэтому имеем: 


0«<з«&пт 
Ан, т= щах в(п, т) >. ов р - 
о Вин ЗнащиьИ я 
р-т® 
а Е С (т) пт-1. (1.2) 
Оценим сверху Н [Ри п(2)] при а Имеем: 
Е т8 тё п 
На [Р», "(4 <= в в < = < 
(=) и 1 | 
о Ё (1 >) 8108 5 -- | 
Е 
п п 
Ре 4 4ф 
<> | пт8 4 += | тё тб 
55 Ф 7 
я) [23] 
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При п>.2 получаем отсюда: 


2тб дт8—1 г 4 
Нь [Рь, п (8)] < пта-ь ‚7 | 8 < С, (т, 8)-птё-й. (2.2) 
2 т и у 
Рассмотрим функцию 
со т; 
5 
вх пут — Хе 
—1 р. 5 ой 5 И—0 


где рост последовательности и, выберем в дальнейшем. Покажем, что 
1 (2) принадлежит классу Нь.. В самом деле, 


Из = = Нь[Р, "(2 < У (в еь -- -С (т, 5). 
&—1 А—1 


Таким образом, }(2) удовлетворяет условию 1). Но, в силу (1.2), 


1 С (т.п 1 С (т ети 
о А Ат - 
понт 7 ии и 


2 
Если мы выберем теперь {п,} так, чтобы #8 ф(п,) —>0, то будет удовле- 
творено и условие 2). 


$ 3. О функциях класса Н, имеющих ряды с пропусками 


Нам понадобится одна важная оценка. 
со 


Если мы имеем ряд > и», и существуют последовательности {п,} и 
И—=0 
{т,}, удовлетворяющие условиям: 


1) и, =0 при п<п<п-+т,, 
2) т, >^А(п,-- т,) .2р, 
3) п. >п,-т,, 

то 


а м (4.3) 
о пу<п<ту+ту $ “ Р-р! 


где А — любое комплексное число. 


ту 
Доказательство. Рассмотрим выражение ( = Е. 


ть а- 


= х О Е ея 


(р) (р) (р) о 
эыд банщ— АА ( Г 


1—0 
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Здесь д{Р) означает разность р-го порядка с шагом й. Вычислим написан- 
т 


п, й 
ные разности. |. — ) — многочлен р-й степени со старшим коэффи- 


циентом т ‚ Поэтому 


р 
А В 
Далее, так как и, =0 при < п< п» -+ ть то при & < ть 
— РИ 
5+ (15 9+. + (1) 5, 


т, е. 5) и и. собою многочлен р-й степени от { со старшим 


коэффициентом тб и поэтому 


ДР 5 — 5 и,- ИР. 


Следовательно, 
Ах == (5х ЕЕ: А)- 1. 
Но 
‹ В 
[14| < шах |3ФЬ-А|. У т и - 
пу«тп<пту-ту ЕЕ т Р 
22. (п, + т, )Р 
<= шах |< — А |. 
е пкпть+ту 


И 
Отсюда, так как й» > Е (п» - т»), следует (1.3). 
Непосредственным следствием (1.3) является следующее утверждение: 
со - 


Если ряд р и” удовлетворяет условиям 1), 2), 3) и суммируем каким- 


п—=0 
либо методом Чезаро к сумме $, то 
Па пу —5 * 
А->< 


Доказательство. Применим (1.3) для А = 5. 
В следующих теоремах мы будем рассматривать функции вида 


7(2) = > 2 Риш, (2), 
ее: 


причем будем предполагать, что их и т» (степень Ри (2)) удовлетворяют 
условию 


пк > (Ел) (т + т»). 


Функции такого вида мы будем для краткости называть функциями вида 
(Аа). Докажем следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА 1. Если функция } (2) вида (Аа) принадлежит классу Нз, то 


ра Нз [Ри, (2)] =0 


* Для (С, 1) этот результат был указан А. Н. Колмогоровым. См. (*), стр. 240. 
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Доказательство. Применим (1.3) к ряду 


-У ав 2” == > 2 * Ру, и(2), 


п—=0 


положив А = }(е18). Имеем: 


: (2р)Р | 
| пу+ту (е®, }) — 1 (е8) |< Е и [< (е10, }) — 1 (е8) |. 


Но, в силу теорем 2 и 2’ 61, при р 


и И 
пуп 1 
следовательно, 
Нь [бизту (88, }) — 1 (8) >0. 
Далее, 
Ру (2) 5 блять ж- Эр ть 
отсюда 


Я [Ри, ‘2)] < Н, [путь (2, д. С. 1 (2)] яЕ Ш. аа (2, р —- 1 (=)] 2 0, 


что и требовалось доказать. 
ТЕОРЕМА 2. Если функция 


1 (2) == ь @пт 2" = > ть (2) 


П=0 А=0 
вида (Аа) принадлежит классу Нз, то 


ие ту 
2.9 5 при 9<->. 


[ 
| апуфа | < <: 5 
( 


ыы т, 
вх (ть — 9) 5 р при >>, ве. 


Доказательство. Применив оценку 6 $ 2 к Ри, (2), получим тре- 
буемое неравенство, где 


в 
5 


-е- {Нз [Рт,, (2)]} °; 


1 
> 1 
в 
в, =2 
по предыдущей теореме, ®»„ стремится к нулю. 
Результат теоремы 1 не может быть улучшен в том смысле, что если 
со 


[а РИ —=1 и /[(2) вида в д”® Ри, (2) принадлежит классу Нь», то 
#-> со ПА + т ЕР. 
Нз [Ри, р может и не стремиться к нулю. 


Действительно, рассмотрим ряд 


1 (2) = а д. ра Ру, 2 в 


Ё=1 
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где Ри. т (2) — многочлен, введенный в теореме 1 $ 2. Рассуждая как и 
там, убеждаемся, что } (2) принадлежит классу Нз при 5 <->. Положим 
п. =, (+ 1), пд. =ь,(, + 2), т, =1. При этом 


__ \ сив ЧЕН с ы а 1 
Рт, (2) = -ш `2 1— = зенит ГВ у, +1 


стремится к единице сколь угодно медленно, но если мы выберем р, так, 


У» 
чтобы 5+ — 00, то, очевидно, Нз [Ре, (2)] не будет стремиться к нулю ни 


при каком 8. 
В заключение укажем еще три теоремы, являющиеся непосредственным 


следствием результатов $ 1 и неравенства (1.3). 
ТЕОРЕМА 3. Если }(2) вида (А4) принадлежит классу Нз, то почти 


для всех 0 
Па Эпунту (8, }) = 1 (е®). 
А-> © 


ТЕОРЕМА 4. Если }(2) вида (Аа) принадлежит классу Нз, то суще- 
ствует Е (8) > 0 такая, что 


| Эл-ты (2%, /) | < Р(@), \ |Е (0) |460 < оо. 


0 


ТЕОРЕМА 5. Если }(2) вида (Аа) принадлежит классу Нз, то 
Пт Ну [путь (218, }) — }(е8)] = 0. 


>< 
Поступило 
3. Ш. 14952 
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ЗА ПЕРЕДОВУЮ СОВЕТСКУЮ НАУКУ 


Исторические решения ХХ Съезда партии Ленина — Сталина от- 
крывают величественные перспективы дальнейшего развития социалисти- 
ческой экономики и культуры в нашей стране. Для решения поставленных 
Съездом великих задач построения коммунистического общества путем 
постепенного перехода от социализма к коммунизму, непрерывного повы- 
шения материального и культурного уровня общества необходим новый 
мощный подъем советской науки. Коммунистическая партия, товарищ 
И. В. Сталин проявляют постоянную заботу о развитии передовой науки. 

Мы, советские математики, можем гордиться такими предшественника- 
ми, как Н. И. Лобачевский, П. Л. Чебышев и другие великие русские 
математики. Однако до Великой Октябрьской социалистической револю- 
ции наукой могли заниматься лишь одиночки, и применение открытий 
ученых встречало упорное противодействие. Лишь после свержения 
власти помещиков и капиталистов создались благоприятные условия для 
развития науки. Резко поднялся общий культурный уровень населения, 
вся страна покрылась густой сетью научно-исследовательских инсти- 
тутов и высших учебных заведений. 

Мощный подъем науки и культуры наблюдается как в великом 
Советском Союзе, таки в странах народной демократии; здесь, в лагере 
мира и демократии, развитие науки идет широким фронтом и направлено 
на разрешение задач, выдвинутых мирным строительством. В то же вре- 
мя наука в капиталистических странах все больше направляется на ре- 
шение задач, преследующих военные пели. 

Вопросам дальнейшего подъема культурного уровня нашего народа 
уделено большое внимание в Директивах ХХ. Съезда партии по пятому 
пятилетнему плану развития СССР на 1951—1955 гг. Поставлена задача 
завершить к концу пятилетки переход от семилетнего образования к 
всеобщему среднему образованию (десятилетка) в столицах республик, 
городах республиканского подчинения, в областных, краевых и крупней- 
ших промышленных центрах и подготовить условия для полного осуще- 
ствления в следующей пятилетке всеобщего среднего образования (деся- 
тилетка) в остальных городах и сельских местностях. В состветствии с 
задачами дальнейшего развития народного хозяйства и культурного строи- 
тельства Директивами Съезда предусматривается увеличение за пятилетие 
выпуска специалистов всех родов из высших и средних специальных учеб- 
ных заведений примерно на 30—35 процентов при увеличении выпуска 
специалистов. из высших учебных заведений для важнейших отраслей 
промышленности, строительства и сельского хозяйства в 1955 г. по срав- 


нению с 1950 годом примерно в два раза. 
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Подготовка в пятой пятилетке научных и научно-педагогических кад- 
ров через аспирантуру высших учебных заведений и научно-исследователь- 
ских институтов должна быть расширена примерно в два раза по сравне- 
нию с предыдущей пятилеткой. Планируются большие капитальные вло- 
жения в строительство высших учебных заведений и научно-исследователь- 
ских институтов. Директивы Съезда указывают на необходимость всемер- 
но содействовать ученым в разработке ими теоретических проблем во всех 
областях знания и укреплять связь науки с производством. 

В отчетном докладе тов. Г. М. Маленкова о работе Центрального Ко- 
митета партии выдвинуто положение: «Развивать дальше передовую со- 
ветскую науку с задачей занять первое место в мировой науке». 

Советская наука развивается на основе революционной теории, осве- 
щающей путь продвижения нашего народа вперед, к полному торжеству 
коммунизма. Всемирно-историческое значение имеют теоретические тру- 
ды товарища И. В. Сталина. 

В классическом труде «Марксизм и вопросы языкознания» товарищ 
Сталин открыл новые перспективы для прогресса всех отраслей знания. 
Этот труд стал руководством к действию для всей передовой науки. В новом 
гениальном труде И. В. Сталина «Экономические проблемы социализма 
в СССР» раскрыт и научно обоснован основной экономический закон со- 
циализма, существенными чертами и требованиями которого является 
обеспечение максимального удовлетворения постоянно растущих матери- 
альных и культурных потребностей всего общества путем непрерывного 
роста и совершенствования социалистического производства на базе выс- 
шей техники. Товарищ Сталин всесторонне исследовал законы обществен- 
ного производства и распределения материальных благ в социалистиче- 
ском обществе, определил научные основы развития социалистической 
экономики, указал пути постепенного перехода от социализма к комму- 
низму. На основе труда И. В. Сталина «Экономические проблемы социализ- 
ма в СССР» по решению Х1Х Съезда Коммунистической партии будет раз- 
работана новая программа Коммунистической партии Советского Союза. 

Роль науки в строительстве коммунистического общества велика и ответ- 
ственна. Укрепление связи науки и практики — одно из важнейших ус- 
ловий для решения стоящих перед наукой задач. Содружество ученых с но- 
ваторами производства обогащает науку опытом практики, а практиче- 
ским работникам помогает быстрее решать стоящие перед ними задачи. 

Необходимым условием развития и преуспевания науки является сво- 
бода критики, борьба мнений. Важную роль в деле развития советской 
пауки сыграли дискуссии, проведенные по вопросам философии, биологии, 
физиологии, языкознания, политической экономии. Дискуссии вскрыли 
серьезные идеологические недостатки в различных областях науки и на- 
правили ученых на борьбу с этими недостатками. Разбиты различные вуль- 
гаризаторские извращения, проявления буржуазной идеологии; разгром- 
лен аракчеевский режим, существовавший на многих участках научного 
фронта. Однако и сейчас еще в некоторых отраслях науки полностью ве 
ликвидирована монополия отдельных групп ученых, оттирающих молодые 
силы, ограждающих себя от критики и пытающихся решать научные во- 
просы административным путем. Советские ученые должны решительно 
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бороться против этих извращений, развертывая критику и борьбу мнений 
в научной работе. 

Усилия ученых должны быть направлены на более быстрое решение 
научных проблем использования громадных природных ресурсов нашей 
страны. Важные задачи при этом встают перед советской математикой. Ма- 
тематическая наука является необходимым инструментом в техническом 
развитии страны; нет ни одной отрасли техники, которая могла бы обой- 
тись без математики, причем применение находят различные математиче- 
ские дисциплины. Так как разнообразные направления математической 
науки тесно связаны между собой, то подлинно крупный успех в одном из 
направлений ‘обычно оказывает влияние на развитие других направлений. 
Важной задачей советских математиков является поэтому создание новых 
первоклассных научных работ во всех ее разделах. Большое значение 
для решения этой задачи должны иметь творческие дискуссии в области 
математики, начало которым положено недавно проводившимися Всесо- 
юзными совещаниями по теории функций комплексного переменного, по 
алгебре и теории чисел и по теории дифференциальных уравнений. 

Воодушевленные решениями ХХ Съезда Коммунистической партии 
Советского Союза и речью товарища И.В. Сталина, советские математики 
будут еще настойчивее бороться за развитие передовой советской науки, 
за первое место в мировой науке. 
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ОБ АНТИМАЙОРАНТАХ 


Статья содержит доказательство и обобщения одной теоремы об 
антимайорантах, ранее формулированной автором. 


1. В заметке (1) я назвал антимайорантой (Н (5х) Е) всякую функ- 
цию Н (1) >0 (— < <:< о}, обладающую свойством, что неравенство 
вида 


1С› (#)|<Н(®) (—-=<:«о) (1) 


где. С, (х) — целая функция данной конечной степени р >0, совместимо 
на любом отрезке [а, 6] действительной оси с неравенством 


зар | С. (2) | > М, (2) 
а<х<ь 


как бы ни было велико М. 

Очевидно, что антимайоранта не может быть майорантой конеч- 
ного (или квази-конечного) роста. Однако класс рассматриваемых ве- 
щественных функций нужно подчинить некоторым более или менее 
значительным ограничениям для того, чтобы можно было утверждать, 
что если функция ЁЕ(х) этого класса не является антимайорантой, то 
она непременно должна быть майорантой конечного (или квази-конеч- 
ного) роста. В упомянутой заметке (!) я сформулировал без доказатель- 
ства утверждение такого рода (теорема 4), вводя ограничение, что 
Е (1) >0 есть почти возрастающая* функция, равная модулю целой 
функции конечной степени. Основной целью настоящей статьи является 
доказательство этой теоремы с соответствующим ее обобщением и уточ- 
нением. 

Введем еще одно определение, которое соответствует понятию, вклю- 
ченному в формулировку упомянутой теоремы. Назовем функцию Н (5) > 0 
слабо весовой (Н (1) ЕУ, УИ’), если всякая непрерывная функция 
1(<2) (— о <х« о5), стремящаяся к нулю при х— + о©, может быть 
равномерно на всей оси приближена с весом Н (5) при помощи целых 
функций Ср (71) любой данной (произвольно малой) стопени р > 0, т. е. 


* Функция Н (2) >а>0 называется [см. (1)] почти возрастающей (при Е =-—> 
—> ©), когда существует такая постоянная (не зависящая от %и у) с>[, что 
Н (у) <сН (2) при = «1 для всех достаточно больших |у|. В дальнейшем, 


не нарушая общности рассуждений, для упрощения письма положим Н (2) >1и 
примем с =1 (т. е. Н (2) будет просто монотонно возрастающей функцией в обоих 


направлениях). 
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если для сколь угодно малого е>0 можно построить целую функцию 
Ср (х, =) степени р, удовлетворяющую условию 


|1 (=) — Ср(х, ®)|<еН (2) (— ®°<=< о). (3) 


Легко видеть, что слабо весовая функция Н (5х) ЕТУ (так же как и вся- 
кая весовая функция) является антимайорантой. 

Действительно, пусть функция /(2) в неравенстве (3) с в-—>0 при 
данном р>0 имеет в данном промежутке (а, 6) 


1 (21) —1 (2) Ре у. 
о и 
В таком случае все Ср (х, ®) удовлетворяют на всей оси неравенству 
| Ср (х, г) ] < сН (2), (1 515) 


где с>0 — фиксированная постоянная; а между тем, из условия (4) 
следует, что, как бы велико ни было М№М`>0, неравенство 


[С (т, г) | < М№ 


невозможно для всех х внутри (а, 6). 

2. ОБЩАЯ ЛЕММА. Пусть почти возрастающая функиия Н (5) >1 
обладает. свойством, что на некоторой последовательности отрезков 
[— при, пр»| бесконечно возрастающей длины существуют многочлены 


а (®) 
В» (2) степени п < рь», корни которых обе а... м а 
п—> со удовлетворяют условию: 
к | 6”) 
М. - Зв ->® >>, © 
#=1 


причем, как бы мало ни было в>0, 
1И (9) — В, (0 | <еН (1) (— пра 315 пр»). (6) 
В таком случае Н (5) есть слабо весовая функция (Н (2) ЕТ). 


Для доказательства замечаем, что, какова бы ни была данная не- 
прерывная функция $ (2) (Иш $ (1) =0), вследствие теоремы П моно- 


х—> Ес 
графии (2?) (стр. 156) можно при любом г>0 удовлетворить неравенству 
ф (:) Ра (1) 
В <е ([- << 1< о), (7) 
где Р, (1) — многочлен степени не выше п. 
Положим 
д 
=, (4) = 2, \ = 2 4. (8) 


0 
Нечетная функция 4, (5), которая является целой функцией степени 
И 
-„_› Возрастает от — при ДО при, когда 1 растет от — о до -- со, при- 


п 
чем всегда |& (2)|<|х|. Поэтому, если Р,„(1) — многочлен степени п 
относительно &, то @. 


т, п (2) — Р» (в (2)) (9) 
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> [3 п 
будет целой функцией степени р —т._, и неравенство (7) можно за- 
п 
писать в виде: 


Ф (1 (*)) а „ (®) 
Н(,(2)) Небу ате) |<® (<<< о), 


где |е|<е, принимая во внимание (6). Следовательно, 
1$ (1 (2)) (1 =) — 5», » (2) | <еН (в, (#)) (4  ®), 
и так как ф (4, (2)) —>0 при |1, (2) | > со, то имеем также: 
Г (2 (2) — 5», „ (2) | < 2еН (& (2)) <2еН (1) (— << оо). (40) 
Остается доказать, что при п достаточно большом будем иметь: 
[$ (& (2)) —9(2)|<еН (1) ([-ю«<:<о). (11) 
Для этого фиксируем Г. настолько большим, что $ (#) <> >-Н ({) для всех 


в >. Как бы мало ни было данное «0, будем рассматривать соот- 


ветствующие п достаточно большими, чтобы иметь 


7Р 
п 
Положим сначала, что 
Г<=<51Г; (12) 
тогда 
Е ия 
ип 5112 — 
и) 7% $1? 2 2. 
ее \ я 42 >49 "> 
0 


> (т и >(: вт") > (>. 


Арль та 


Следовательно, если х удовлетворяет (12), то 
1 
1 @ > (13) 


но, учитывая, что |1» (2)| растет вместе с |х|, заключаем, что неравен- 
ство (13) будет всегда вытекать из неравенства 


Я РА, (14) 


Поэтому при соблюдении (14) осуществляется и (11). 
Предположим, напротив, что || < Г; в таком случае имеем: 


2 ий 


: 2 А 2 
>| Ш т = та] о 


откуда (учитывая, что |4» (2) |<|=|) 


‘в (2) 1 @| Е = а 
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Поэтому, взяв « достаточно малым, чтобы иметь 
[$ (21) —$ (22) [<», 
когда |1, —2,| <Ви |1, |< Ё, |1.|<Ё, получим: 
1$ (2) — $ (1 (2)) |< з<.зН (0) <еН (2). 
Следовательно, неравенство (11) осуществляется при всех х, и мы полу- 
чаем (складывая (10) и (11)): 
1$ (2) — 5», „ (2) |< ЗеН (2) (— <<< о). (3 Ъ15) 
3. ТЕОРЕМА *. Если |Н (5)| есть почти возрастающий модуль целой 


функции Н (2) конечной степени ро, корни которой о, Е 13ь Удовлетво- 
ряют условию 


у ре (15) 
Я о, Е В, 


то |Н (2)| Е У есть слабо весовая ‘функция и тем более Н (5) является 
антимайорантой (Н (5) 6%). 
Пусть 


со 
= ма апт”. 
т=о 


Тогда из условия (15) следует, что корни многочлена 


п 


т=0 
чз, и + Вх, „ при п достаточно большом будут удовлетворять неравенству 


- | Вх, п 


М, 5 ы 
а ви, я 


как бы велико ни было данное число М, так что многочлены А» (5) 
удовлетворяют условию доказанной выше леммы на любых бесконечно воз- 
п 
растающих промежутках (— при, при), где пи» ее 
0 


Особый интерес представляет применение нашей теоремы к сильно 
асимметричным функциям, когда условие 


а оо 


22 


(16) 


равнозначное условию (15), имеет место, хотя не только 


С 10° |Н 
\ АЙ ед 


1 
но и 


ув 1 (=) ИЯ о иВ 
1 


* Эта теорема, по существу, эквивалентна теореме 4 заметки (1), так как необ- 


тодимость условия (15) для того, чтобы |Н (2)| была антимайорантой, доказана 
мною в той же самой заметке. 
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Примером такой функции может служить функция 


< [(— 2) а И - и УЕ 
Я ($) = аз Гей чей № 


А=0 


Эта функция будет, по вышедоказанному, слабо весовой функцией (т. е. 
антимайорантой), тем не менее, как показано в моей заметке (8), она 
обладает свойствами майоранты по отношению к многочленам и, вообще, 
по отношению ко всем функциям конечной полустепени. 

Таким образом, в общем определении майоранты (как и антимайо- 
ранты) существенно, чтобы степень р рассматриваемых функций конеч- 
ной степени была положительна (р >0) (эта оговорка отпадает в случае 
четных функций). 

Примечание. Заметим, что условию леммы могут уловлетворять 
и целые функции выше 1-го рода (т. е. бесконечной степени). Пусть, 
например, 


— азт® = У авх® -Ё ри (1), 


Ё=о 


где 


с” \ Н (2) 43 


Х) = д й 
ри ( ) 24 | ап-1 (#—2) 


Тогда, если 


Вл шах 08 ее Ры 


Е—>оо |2| =В 


то р» (2) 0, при п=рА и |х|<е"п, для соответствующей бесконечно 
возрастающей последовательности значений В. 

Таким образом, доказанная выше теорема распространяется также на 
такие целые функции бесконечной степени. 

4. Следствие 41. Если Н (2) — антимайоранта (Н (5) 6 ), а С” (<) — 
любая данная функция конечной степени, то произведение | С” (1) | Н (5) 
также будет антимайорантой (| С" (2) | Н (2) 6%). 

Действительно, пусть при неравенстве 


[Ст (2) |<Н (1) 


верхняя грань производной С, „(2) для некоторой последовательности 
функций Сь,„(1) конечной (ограниченной) степени р >0 бесконечна 
в промежутке (а, 5). Тогда целые функции Ср, „(2) и С” (5) конечной 
ограниченной) степени будут удовлетворять неравенствам: 


| Ср, » (©) @" (#) [< |6” (® |Н (1 


причем в том же промежутке верхняя грань производной [Съ, „ (2) С* (2)]' 
также бесконечна, так как С’ (52) имеет лишь конечное число нулей на 
отрезке [а, 6] и производная С” (2) ограничена на [а, 6]. 

Следствие 2. Пусть целая функция конечной степени Н (5) > 0 
не является функцией конечного роста (т. е. удовлетворяет условию (16)). 
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В таком случае, какова бы на была функция р (1) >с > 0 и действи- 
тельная постоянная а, функция 


Р(®=| (р®Н (аа (17) 


8—3 


будет антимайорантой. 
Достаточно рассмотреть случай, когда р(1)=1, а=0. Замечаем 
х 


тогда, что функция Р (5) = }н (1) 4х| возрастает при х—> + со, причем 


0 
х 


\н (2) 4х есть функция конечной степени. Таким образом, если мы под- 
0 


чиним нопрерывную функцию $(5), фигурирующую в доказательстве 
т 
общей леммы, дополнительному требованию, чтобы отношение _— было 


ограничено на всей оси, то для таких функций будет осуществимо не- 
равенство (3 1$) (т. е. (3)), если в его правой части стоит функция 


Е (5) = (и (2) аз (17 515) 


0 | 


(которая удовлетворяет условиям определения почти возрастающей функ- 
ции, кроме требования Ё (5) > >> 0). Можно сказать, что Р (5) является 
слабо весовой функцией с точностью до множителя х и, очевидно, что 
при помощи того же рассуждения, посредством которого мы убедились, 
что класс У с %, заключаем также, что Р (2) — антимайоранта (Р (5) 6%. 


Поступило 
22.У11.1952 
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(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа имеет условный характер. В ней рассматриваются выводы, 
которые можно сделать из римановой гипотезы и различных плотност- 
ных гипотез в направлении бинарной задачи Гольдбаха. 


81 


В настоящей работе подробно развиваются соображения, кратко 
сформулированные в заметке (!) и частично в работе (?). Именно, ста- 
вится вопрос о том, что можно получить из гипотезы Римана и более 
слабых «плотностных» теорем и гипотез в направлении бинарной про- 
блемы Гольдбаха о представлении четных чисел суммою двух простых. 

Условность этих исследований может вызвать вопрос о том, стоит 
ли их воспроизводить. Но история известной «тернарной» проблемы 
Гольдбаха, решенной И. М. Виноградовым в 1937 г., показывает, что 
условные исследования, касавшиеся ее и смежных проблем, все же 
принесли пользу и выделили ряд узловых вопросов теории простых чисел. 

Кроме того, в этих исследованиях выясняется роль «плотностных» 
оценок, достигаемых значительно легче, чем гипотеза Римана. Они дают 
возможность получать и «безусловные» теоремы, касающиеся бинарных 
задач. 

Наконец, появляется возможность вникнуть в некоторые трудности 
и особенности бинарных задач. 


$2 
Для рассмотрения бинарной проблемы Гольдбаха об уравнении 
рЪ-+ р’ =М (М четно; р, р’ — простые) (2.1) 
вводим сумму 
5 (9, №) = Хе Ме "Л (п). (2.2) 
п=2 


Если мы обозначим 


0(№= У» шрир, (2.3) 


Р+Р’=М 
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то, очевидно, будем иметь: 
з 


0 (№) =е\ (5 (9, №)е95М 45 -- 0 (№ ш? М). (2.4) 


Мы видим, что для решения бинарных задач нужно уметь вычислять 
интеграл (2.4) по всему сегменту [0,1]. Ожидаемый порядок должен 
мало отличаться от порядка М. 

Кроме того, из асимптотического закона простых чисел известно, что 


во со 2т 
ь я СИ М 
159, м) аз = №4 пе М5 М. (2.5) 


Принятие тех или иных римановых гипотез или «плотностных» гипотез 
о нулях Г. ($, Х), как оказывается, дает возможность вычислять интеграл 
типа (2.4) по некоторым «достаточно длинным» кускам сегмента [0,1] и 
получать теоремы, имеющие определенный арифметический смысл. 


$3 


Мы рассмотрим сперва, что дает для бинарных задач гипотеза Римана 
для одной только (-функции 6 (5), которую мы обозначим через А [5 ($)], 
и плотностная гипотеза или теорема, обозначаемая через Л [6 ($), № (Т, ,)], 
которая состоит в следующем: 


Л - 
ля любого числа у из сегмента |0, —-| число нулей С(5$) $ =с-+ и 
5 у 


4 
в прямоугольнике -- + у 91, [1|<Т не превосходит М(Т, »). 
Такая функция М(Т, у) будет обычно аппроксимироваться выраже- 


ы ; 1 
ниями вида 7“) п?Т при у не очень близких к >, а вблизи 


У =--(@ —=1) будет равна нулю в силу известных теорем об отсутствии 
там нулей 6(5$) [см. (3)]. 

Имеют место следующие условные теоремы: 

ТЕОРЕМА 1. Из римановой гипотезы В [$($)] следует, что при 


хм = нь ‚ где => 0 — любое малое фиксированное число и № > №, (®), 
имеем: 
т. 
\ (59, №)? чм аз = № ат (3.4) 
ЕП (ш №) 


Из этого соотношения следует 
ТЕОРЕМА 2. При тех же условиях, при любом зв, >0 и любом 
М№`> М, (®), уравнение в простых числах 


Р+Р-—№|<Н (3.2) 


разрешимо при Н = (ш №+%. 

Имеет место также асимптотическая формула для числа решений 
неравенства (3.2). При этом существенной оказывается не сама по себе 
гипотеза Римана А [5 (5)], а «плотностные» факты. Именно, имеет место 
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ТЕОРЕМА 3. Из плотностной гипотезы П[5(з), М (Т, у], где 
№ (Т, э) = 1" ^ 127 иг> 1 — константа, следует разрешимость урав- 
нения в простых числах: 


РЕР-М|<Н, И, = 79М. (3.3) 


ТЕОРЕМА 4. Из гипотезы Римана для всех рядов Г, (5, Ха) по данному 
модулю 8 < о следует разрешимость уравнения 


Р-Р =М-Ой, (3.4) 


где 9 <} < 16 М, если только М№ четно при четном 4. 


Отсюда следует 
ТЕОРЕМА 5. Из расширенной гипотезы Римана следует разреши- 


мость сравнений 
р ЕР =М (то4 0) (3.5) 


М 
для любого 9 < ву, если только М четно при четном 0. 


$4 
Рассмотрим доказательство теоремы 1. 
1 . 
Примем гипотезу А [$ (5)] и обозначим через р» = -- - Ик нули ($), 
нумеруемые, считая кратность, положительными числами Ё при &>0 
и отрицательными при {< 0. Для вычисления интеграла 


“м 


} (5 (3, №))2е2чем 45 


—х 


М 


надо выразить 5 (3, №) через нули С (5). 


Полагая х= = + 2=, имеем [см. ('), (?)]: 


РА 
Обозначим 
Уз * Го = 51 ($, №). (4.2) 
2 
Тогда 
п 1 п 1 
— —аго Е —48х (— —агое ея 
# Г (0%) м [$ [Г °®Г (64) е? и. А 29 о Х (5 2 М№5 (4.3) 


Рассмотрим теперь интеграл 


“м 


Л: = \ [$ (3, №]? ем, 49. 


2 


М 
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м 


=} к ечем 49 + В, 


М 
где 


хм 


18 1<2 \ |5: (©, №) 243 + 20, +20, + 20, + 0 (п №), 
0 


Хм в им 
с ев) 15: (8, № ра, 
0 0 
“м 
ре }15, (9, №) 4316 М. 
0 


$5 
Разобьем 
5. (9, №) = — У ®Г (р) 
[73 
на сумму 


51 (5, М) =5, (3, М) - 5 (3, М), 


где 5, (9, №) содержит сумму по таким корням рь, у которых &>0, 


а 53 (3, №) — по таким, у которых &<.0. Далее, разбивая интеграл 
х 
м 


\ 195: (9, №) |? 4% на сумму интегралов 


0 


хм м хм 
15, (3, №49 = \15, (8, № 49+ \ 15, (9, №) 9, 
() (0 “: 
получим 
хм а : “м 
1= (15, ®, №495 ( |5, (8, №4 | [5 8, №243. (54) 
; ы # 


Последние два интеграла будем оценивать порознь, разбив их на части 
вида: 


. БИНАРНАЯ ПРОБЛЕМА ГОЛЬДБАХА 507 
ЕЕ Е НН 
Рассмотрим один из таких интегралов: 

М 


эт—1 


\ |5» (9, №) |? 43. (5.2) 
М 
эй 


Пусть 


р», = Вы, НЙ, и р, = В, и, 


— два входящих в сумму члена. Так как 


4 . 
Х = м - 2115, 
то получаем: 


2 Г (о, Гб, ) 8 = 


5 


х 


М 
= —— (+1) —— В - В) 
ЕС ,) г ,) 2 Ато 2 К: Аз 


-1 
Ф1 (9) $» (3) 43, 
м 


т 
х 
2 


где 


1 : 1 
Ф, (9) = ры Е >==м№ с" (ВЕ; Вл) атс\5 == 


9 (9) = 2[°е 9%, 


или, полагая 


5 
} $, (3) 48 =$ (3), 
хм 


т 


[53 


находим: 


м 
от—1 2—1 
Ге, (9) 2, (948 = |. (9) 4Ф (9) = 
м хм 
27 27 
А 
7—1 7—1 
Ф: 9) Ф®) — } Ф(5) в (3) 48 
У 
27 27 


Положим Ф = зар | Ф (3) | в указанных пределах; тогда, ввиду того, 
что # ий >0, наш интеграл не будет превосходить выражения: 
1 
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м 
т—1 Ра 
Ё Ни агов К Е 2 „бы догов мб в, Ни, 1 48° 
Ге в Й 2к№5? |* 
м (2=№5.? 
эт 


Если &,- &, <1, то это выражение не превосходит 
ФО. < Зе ф 
к 2х м мые: 


Если же 1», + &, >1, то ввиду того что 


х 


М 
ЗА о фы ее 
№" № м +, +1 2% 
) ь т: 1 23° < 
“м (2=№Э)? 
Ра 
м 
эт—1 
2 ие № агс мб. и — 1, 4$ 
—- и 1 2в№9 — 
М (2=М№Э)? 
>. 
Хм 
вю 9” не 
бт ат се — (к, +1 агс м 
— 2е я <. 26 = А 
М 
Ра 


найдем, что наш интеграл не будет превосходить 


ог 
— (#4. +1.) аг —— 
ее о ямым 


Далее, имеем: 


от ом 


г. 


Положим 


Иа пе + 42 $3, ИЕ. в 


тогда найдем, что интеграл (по второй теореме о среднем значении) будет 
равен: 
ы 


г \ в, ВА, ди 
2 НЕ 


Здесь 


ие ау 4. 
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Ввиду этого, по второй теореме о среднем значении, 


ы 
Ф = ‘эр |Ф (9) |< 2 зар \ и Вы Вы Ч дц]. 
х х 
М у хм 
2" А — 
х Хм 
При $3, меняющемся в пределах от до 


от 2—1? и не выходит из пре 


, поэтому искомый зиргетит не превосходит 
(5% —Вх, Ва, 


5 ХМ 1—Вл, Вх, 
шт { 
р ат, (>) 


Далее, учитывая, что при 


20 


п 1 
— ‚В а 
Г (р, )е? О (|1, +1" .), 
а при &,<0 


и 1 
в а 
Г (рь,) е? = 0, 1-4) = е 1,1, 
получаем: 


хм 
2т—1 


и 
\ 15, (9, №) 49 < У ый 2 


1 


Вл Ч 
-| ви, + 1 | м. 
хм РА, РА, 
Ра 
. ти. хм, 1—Вл, Вх, 2 М Г 
И 1х , е 6 2 
ве 
(5.3) 
Для 5, (9, №), где &, и ц,< 0, получим совершенно аналогично: 
хм 
от—1 В - 
О 2 е- ТВ д. 
мах М бы бы 
ХМ О, › РА» 
ет из 50 
= (вгов АН, 
эт М 


Е 
эт ши] \ 2” а 
г | | 


2 Известия АН СССР, серия математическая, т. 16, № 6 


(5.4) 
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Окончательно находим: 


М 


х 


1 
156, м <» У О 0% 
4 ГРА, ОА» 
их 
р — (Ее атс4в > 
5" 1—В», Вл, | М—— 
ры р ны ‘|. 2", (5.5 
ат (2 е ‚ (5.5) 
хм . г 
(5, МУ У (1+0. 
4 т ох, к, 
м 
ху В, вл, — (--оговя 1 авы 1+1 | 
5" ха, ВА, ам № 
‚шш | - ь ( ) .е 2т—1 
ЕВ | 7" 
(5.6) 
$6 
Введем теперь риманову гипотезу В [5 (5$)] и посмотрим, к чему она 
приводит в отношении Л, и У,. В этом случае В» = 5 и, таким образом, 
—у ры -: НИ 
|5. (9, №)1< |+ 28| Где -е 8. (6.4) 
о 


Ввиду того что между Т и Р-1 в критической полосе лежит 
О (№ (|7 |+ 1)} нулей 0(5$), легко находим из (6.1): 


Е 
5, (3, №)< (= - 43) 1 (МУ) № (№9 + 2). 
1 


Иначе: при >> 5, (9, №) < №3? ш М, а при < <— 


к 
2 


5: (9, М <м 


Отсюда выводим: 


ы 
5, (3, №) 2 43 < 
4 
0 
Далее, оценка (5.5) дает: 
хм 
15, (© №) #43 < 
4 
М 


— (1%, 4, аге5 


ХМ 
к 1—в%, Вх, 
=» У е ип, Е 7 ". (6.2) 
г о, › 0%, |, вы] . 
#, >06, 1, >0 
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Ввиду указанной выше оценки для числа нулей 6(5), получаем: 


А 
} 15, (3, №) Раз < 
4 
м 
— @и-)аго1е —1 
со ПИ й хм В, В 
< - : 3 м о 
> ыы А: ш К, @ > ши я. = } — 
< Хим. ш м. м < Мк шз М. (6.3) 
в 


87 
Для 5. (3, №) без труда находим такую же оценку, и, соединяя оценки 
типа (6.2) и (6.3), получаем основную оценку: 
“м 
15, (9, №43 < Мих Ш М 1. (7.1) 
0 
Оценим интеграл 


“м хм 
| 49 _ 49. 
Е о о 
— + 41292 
0 0 2 


Легко подсчитать, что при всех ху этот интеграл < М равномерно 


4 
по хх. Отсюда имеем при ху >: 


к 
< ММ № Ша М, 
И. <УМшз М, 
0, ЗУМ, шзМ. ш8 М <УМ. 
Окончательно это дает: 
хм 
л= ав, 
а 


18: |< Мхи №3 М. 


88 


Найдем асимптотическое выражение интеграла 1: 


= | чм, 46 = 
ео (у +2=э) 


х 


4 | мам, 43 + о; 
(х ге 21% | о’ 
оо) М№ 


9% 
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Написанный интеграл легко вычисляется при помощи теории вычетов и 


М, 


оказывается равным №е. М, так что 
и 4 
ЛжМе И+ („} (8.4) 


89 
Рассмотрим уравнение |р-+ р — М|<Н, где Н = (ш №}з+%, в, — лю- 
бое фиксированное число. Число решений такого уравнения совпадает 


с числом решений уравнения р-- р’=М | т, где х пробегает целые 
числа: —Н <х<Н. Полагая, как и раньше, 


9 (№) = У ШРрШр, 
р-р’=М, 
имеем: 


Пусть 2, а, +52, О<и<--=Нь де г |+ 1. 
Обозначим 


+е( {+ |5 (9, №). (Г (9)утетвм а 
хм 


Заметим, что 7 <— и что при 96 [= >| 


= 
—3—^ 


р РЕ 2. 
Положим ик = (шт М) ‚ тогда для нашего сегмента получим: 


1 Н 
о - ИНЬ 
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Н® НТ 
|7 (3) "< ЕЕ 2 м ° 
(шм№)* 2 


Отсюда следует: 


—х 


о т 
(+ Изо) < [15 9). 
= хм 0 


Ввиду тривиальной оценки 
1 
}15 (9 раз«м м, 
0 


Аа 
находим для наших интегралов оценку ет 


29, =е»У . (5 (9) земель 49 - ВМ, 


М, —м 


где В — ограниченная величина, не всегда одна и та же. 


предыдущему, 


29) тр И ШаМ В.М, 


Н 
о 


М, = М2, +... 2, б<щ< 


Имеем: 


Н’ 


о 


’ 


У хи Ш М = У— - 


М, М, (т №? (ш №) 2 


с№ т е м с Я'№М (с, >0 — константа). 


Таким образом, 


ем) > Н’М 


Е А а рае иены 


. Отсюда следует: 
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Согласно 


при достаточно большом М, что И доказывает разрешимость уравнения 


[Р-Р —М|<Н при Я = (ш №). 


Несколько усложнив доказательство, можно было бы вывести асимптотиче- 
скую формулу для совокупного числа решений уравнений |р-+ р —М | <Н, 


но мы этот вывод опускаем. 
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$ 10 
Посмотрим, что дает замена римановой гипотезы В [6(5)] на плот- 
ностную теорему или гипотезу о чабе нулей 6 (5): 2 [$ ($), М№ (ФТ, ,)]. 
Число нулей ((5) при |#| <7, 5 +у<с<\1 не превосходит 


М (Т, ›) <Р $ 1ш7Р, (10.4) 


где г>. 1 — константа. Желая дать оценку для интеграла 


хм 
15+ (8, №) 243, 


0 


обратимся к выражению: 


М 


> 


т—1 
\ 15, (9, №) 243 < 


Г 


1 
1 р 1 — (Е щуагс 45 их 
ЕЯ ба 5 2®М —— 
3 (2+, == 1) *е РК 


В 
<У +1” 


РА, РА 


: хм\1—Вх,— Вл, 
п ы |. 


Разобъем полосу [, 1 | на вертикальные полосы толщиной 


1 

—— В КОЛИ- 
ем 8 КО 
честве 


<Ш?М; обозначим их через 5:,..., ов, где А <? М. Тогда 


х 


м 
р В вх — 1 ВЕ 
15.9, Мрак мУ У О” щи" *. 
у КТ ро, 5% 
Ра 
— их Ньдатолв хм\! В, ВА, 
{= = 


э=м-№ ( ое: 
° 27 .т1 и ин 
е шт п ‚ (10.2) 
где суммирование идет по р, и р, в полосе 5„. Пусть в полосе 5, имеем 


1 И 1 
< Тит 


Число нулей р, или 6», В этой полосе при |1| <Т будет 


МГ РО 
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поэтому часть суммы (10.2), относящаяся к полосе ©,, будет 


2У \= 2 
<(м ее | _ -М№ (Г, у шт < 


1-Ф (>) 
«м. (м га ом. 


Эта оценка действует при у< > рае 


4 1 
щ» & при ии соот- 
(в № (ш Ми 
ветствующая сумма пуста [см. (3)]. Мы видим, что если для всех полос 


1-® (5) 

2 Хм МУ 

о а, 
то 
“м 
от—1 
2 М 

| 15, (8, №) 248 будет «т. 
х 

М 
— 


Таким образом, нам достаточно неравенства 


да > р и (у) я 


РЕ — шт 6 М 
ИЛИ 
1 1 
Хм < тв ° 2у—ф (у) 
(ым*® м: 
о > 
для << в. Вели $ (у у, то минимальное х, получается 
(в МН 


1—2» 
при максимуме выражения ЕВНРТ > Если жеф (у) > 2%, то минимальное х „, 
получается при у= 0. В частности, если ф (у) = 2%, то достаточно взять 
о 1 
М (1 т ы 
Для 9.(3, №) получается аналогичная оценка; используя ее так же 
как при доказательстве теоремы 2, мы докажем теорему 3. 


$41 


Пусть при заданном Л 9 — целое число, 1 < 9 < М, М — возрастающая 


функция М, для которой 9М < а ‚ М, — целое число, М, < 2М. Примем 


риманову гипотезу В [Г (5, 1] относительно всех рядов [.(5, /.) по моду- 
лю д и посмотрим, что она дает в отношении вычисления интеграла 


1 


ам 


о (5 (а) Е (11.1) 


(а, а) =1 т, оф ы 
ам 
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Полагая 
4.) = Ух (®) А (пе Ме, 
п 
где х— какой-либо характер (шо@ 4) (который может быть и неприми- 
а 
тивным), найдем [см. (?)] при 9 = =. о: 


= эх) АЕ, 
где 
от 
„= > хФее 
поаа 
Отсюда: 
У у 24 №11 
я х (2) у, (а) те 1 
ТЫ и 
1 
: \ А,(®) Аз, (®) ет № да | В 24 М. (11.2) 


Далее, имеем [см. (?)]: 
ОВ (Фе, аи (@, $) 1 
С — 0 


Выделяя главный характер х„, для которого *, = р (9), приходим к фор- 
муле: 


в других случаях. 


Ло (№1) =1%9 (М,) +1 (М№,) + 19 (М, + В ша.УМ, 


где 
в. 
и. 
м) 56) \ (А, дзен д, 
а 
а) в (а) ат. о, Е 
Ла (№) = 2 (а) »} е Ч № х (а) к 
(99) = х 
1 
ам 


ам 
214 №М:а 
72) ыы 1 ыы 
(№) — ву р к 
1 
т 
Ух@ и @ т, т, | 4. 4», @) ем ад, 
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Здесь штрихи при сумммах означают выпуск главного характера. При 
этом имеем [см. (?)]: 


ера 


ам 
(1) 
РМ, «д а 4% > | Ух@ь@) т, 4.604, @ |< 
ам 
1 1 
Я т 7 2 ' и 
в. = Ч 
<) \ И 2х) <, А, (@) <92 \ ГА» (а) [| Ах (©) | 4& < 
в, = 
1 
‚ам 
ре Че 2 
<; \ | С 
ам 


Обозначая через р, = Е -- и, нули Г (5, Х) (мы приняли гипотезу А [[(5, х.)]) 


1 : 
и полагая 1 = ---|- 2, получим, как раньше: 


А, == — УГ.) Оз М. 


2х 


Вычисления, совершенно аналогичные проведенным в $ 5—7 [см. также (2)], 
приведут нас к оценкам: 


7 (м) + Лам, | < и“ М, (11.3) 
(0) ы? (а) ое 
и : 1.4 
о 400 (11.4) 
$ 12 


Мы можем теперь доказать теорему о том, что в условиях и, 
ВЕ ($, Х.)] уравнение р + р =М- 9 разрешимо при 1<9< тем и 
0О< < В, где Н = 116 М. Для доказательства заметим, что число решений 
нашего уравнения равно: 


1 
2 
эы\ 5 (3, №))2Т (8) ем а3, 


1 
ой 
где 
$) = > е2тчав® 
в<Н 
Е. 4,5 : 
При |2—- |2 ам, ме М = (в №)”, имеем: 


1 Н 
О вм , 
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поэтому 
ны 
и они" а 
9 1 
чм 


С 


41|а (а, 9—1 _ 1 


При этом для 4, =1 допускается значение а =0. Полагая №, = М - 9%, 
получим: 


и №, пам Я 
- 2 тео М вх - 


(а, а:)=1 М, 
21 Ма 
и ме ты В 
. №, Ч: а ($ (91) (а, 4:) =1 УСЫ 
Далее, имеем: 
2 (а. 2тУа 
т 5 Хе =5 (М) = Па Чи (р), 
а” (а, 41) =1 24 
где Чл (р) = если р/ №, и Тк (р) = — если р не делит №. 


Будем считать, что М четно, если 4 четно. Тогда наша сумма будет равна 


М 
2 -е 5 (№ + Вщм, 


где 
1 
5 №)>‹, [| (1+1). 
р/М 


Ввиду этого, наша сумма больше сМ,Н, и уравнение имеет решения 


Итак, если О то, принимая гипотезу В [Г ($, Х0)], можно 


М 
118 №’ 
утверждать разрешимость сравнения р -- р’ — М ==0 (то 0), если только 
№ четно при четном О. В частности, если верна расширенная гипотеза 


Это дока- 


М 
Римана, то такие сравнения разрешимы для любого < ет. 


зывают теоремы 4 и 5. 


$ 13 


Примем расширенную гипотезу Римана и посмотрим, к чему она 
приводит. 
Если каждое хЕ [0, 1] мы изобразим в виде 


и, 9«ь вм, 
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то получим, согласно предыдущему, 


АО а 


ЕЮ ея +В (13.4) 


Этих выражений, однако, недостаточно для подсчета интеграла 


1 
} (5 (3, №)? ем 48, 
0 


ВМ 114 № 
так как остаточный член (13.1) ——_ не выдерживает суммирования 


по 9 <т. 
(Заметим, что затруднения, связанные с тем, что интервалы интег- 


т > 
рирования могут перекрываться при 9 > —, можно обойти и можно ста- 


вить вопрос о сложении наших интегралов при 9 <*.) 

В противоположность аддитивным задачам типа «не бинарного», может 
оказаться, что основное значение будут иметь слагаемые с большими (0, 
а слагаемые с малыми д не будут существенны. 

Для примера рассмотрим ту же бинарную проблему Гольдбаха: 


РАЕР =2М. 


® 
Пусть № — простое число, Хм (п) — какой-либо неглавный характер по 
модулю № и Хк (п) — сопряженный характер. Мы получим: 


0(2М= № лА;фл(т)=Хь(- Х Хьт®А(п) Хы (п) А (п). 
пи =8М п-п’=2М 
Введем сумму 
5 (3, №, Хи) = У Хи (п) А (пе те М. 
п>2 
Тогда интересующее нас количество будет равно: 


1 —> . 
9(2№) = Хи (—1). |5 (8, №, Хн)-5 (8, №, Хь) "а. 
0 
Положим х = УМ и произведем разбиение х = = -- = ‚ 9<*. Если мы 
‘примем расширенную гипотезу Римана и учтем, что все ряды Г (5, у, ай &р) 
и Г. ($, 2 Х г суть ряды с характерами неглавными, то, согласно преды- 
дущему, найдем: 
= а 
мы 5(= Ча, М, Х»)-5 (+ М, Хи) г" (4 г аа ВМ 


и (13.2) 
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для всех 9х (включая д = 1). Это показывает, что суммирование по 
9 рат, давая член порядка „у, не дает существенного вклада, и 
главную роль должны играть большие 4, суммирование по которым 
должно дать величину порядка М. 


Поступило 
26. У. 1952 
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ОБ ОБРАЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ АБЕЛЯ ДЛЯ РЯДОВ, 
ИМЕЮЩИХ ПРОПУСКИ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе выясняются условия, при выполнении которых для функции 
со 


®| 5 
Я (=) = № а„ 2", аналитической при | | 1, имеет место равенство 
П=0 


и 
а я а, =) (1). 
п==0 


Е—>ео — 


Здесь {п} — бесконечная последовательность целых чисел и а, =0 
при п, “пп, (1 -^). 


Мы будем пользоваться обозначениями: 


Й п п 
бп — 9 (т) = У, 5» бп = 5 (и) = Уи, 
и=0 А=0 


причем, если это не сможет вызвать недоразумения, будем пользоваться 
первым обозначением. 
В дальнейшем нам понадобятся следующие результаты: 


со 
1°. Если }(2) = У а (2 — 20)" аналитична при |2 — 2 | г и непре- 
п=0 
рывна при |2 — 2 | <г, то 


Ни сх (@Г” е"9) = } (2о - ге). * 
п—>о 


2°. Если Шао, =з и |5. —5 |< при «пт (1- №), 
({п»} — ры бесконечная последовательность целых чисел), то 
о =$. 
Доказательство. Положим т» = п» (1 -- ^). Имеем: 
т 
(ть + 1) от, — (пк + 1). = М 5. = (ть — пл) 5, + О(тье 


п=пь-+1 
или 


_ те) ви, + п, -УЙ т, +1 (о в 
а т; — п са т, — п‘ "* е 


1 
= ри (", кет 5) — 0 (е`°"*) = $ — 0 (1). 


* См. Зигмунд А., Тригонометрические ряды, ГОНТИ, М.—Л., 1939, стр. 51. 
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3°. Пусть 0<5< 1. Тогда имеют место оценки: 
Ав = (1 — 27-2. й ы ") <е-80, =) при т —^), 
&>т(1-»), 


пх 


=, № >00. 


Доказательство. При < т А»,»х является возрастающей функ- 
цией от А, при А > т — убывающей, поэтому при < т (1 — ^) 


пта-А) (пт, тета о" 
А ОА — п [т (1 —^)"а-№ р 


1—^х 
п: — Е 1х 
ое -^]] и) "= [и- к ох) "= е- 8, =)-п 
1—Ах 
так как функция + (2) = (1 — №2)“ при 0<5<\1 убывающая. Точно 
так же, при & > т (1-Е А) 
1 
Ах в |= тА1-ЕА)-1 
А» {а на) Ап, та) 


Полагая 


— е- 8» =) -(и-Н®. 


м 


. р 
(А, 1) = Ш не ‚› 05 (, =) \ , 
получаем требуемую оценку. Теперь легко может быть доказана следуючая 
со 


ТЕОРЕМА. Пусть } (2) = № а, ="— функиия, аналитическая при | |<1, 
п=0 
{пк} — бесконечная последовательность целых чисел, а, =0 при пп 


< п» (1-Х). Тогда, если }(25) непрерывна в круге | — %ю|<1— хо для 
п 


какого-нибудь 0< т < 1, то Им У =: (1) 
ЕЕ 


(п) 
Доказательство. В силу 41°, Пт сл | (1 — 2). 1 по | у. 
п->со 
Но, как нетрудно убедиться, 
‚= К" (2 %°) Ё Ё 
5 5, [1 — 2%)". — |= У)". 5. ("+") 5ынь (= бы (@)). 


А—о 
Так как (вследствие аналитичности ](5) при | 2|<1) 


И 
п—>со 


то, в силу 3°, имеет место неравенство: 


[8 (^ , хо) — ис 1%] 


р п пт п, (ТЕЛ) 
С = тн 


Если мы положим 
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то будут выполнены условия утверждения 2°. Поэтому, в силу 1°, 


1 ле = (1) 


А-—>со 


и, вследствие неравенства (1), Пт, = } (1), что и требовалось доказать. 
А—>со 


Построим пример, показывающий, что условия теоремы не очень 
далеки от предельных. А именно, построим функцию 


8) = Уа» 21, 
п=0 
регулярную при |2| < 1 и удовлетворяющую условиям: 

1) а. =0 при ж<п< т (1--^), {пх} — бесконечная последователь- 
ность целых чисел; 

2) }(2) непрерывна в области ДО, ограниченной справа сторонами угла 
]1—2|<М (1— |2|), а слева — дугой окружности |2|=р (о — любое 
число, меньшее единицы); 

3) Птби, + 7 (1) 

А—>со 


Положим 


= 0. (=) 


А—0 
где 


бед = =" [1— г (м 4—2], 


Пу — (9 т 3) пу, ТЕ = т Е М АЕ р П2х = ть, 
Пак = (9+ 2) №. 


Построенная таким образом функция /!(2) будет аналитична при |2|< 1, 
так как несложные оценки показывают, что а» = ео"). Выполнение усло- 


1 
вия 1) очевидно = те ;). Условие 3) также выполнено, так как 
&—1 
О аа и 
‚ 0=0 = 


и, следовательно, па 5» не существует. Остается проверить выполнение 
А—>> с 


условия 2). Для этой цели оценим (2) в области р», являющейся 
4 
общей частью круга || <1— —— и угла |1 —2| < М (1— |2|). Имеем: 


У», 
Пе не (ия 


0=$ 
Ее а а 
> (^» И НЕ в —° 2 п’ 1 
—0 а © 


= И, соеюу а 


< 2 


<= «+0», 
е 


(2 
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Затем оценим О» (2) в области О’, являющейся общей частью кругов 
[21 <1, |[1-— т (здесь А выбрано так, чтобы часть угла, не по- 
п 
С 


, п 
павшая в Д», вошла в 0»). Имеем: 


т, г 
д. п; + ы сы 
п, +1 > ( 5 Е 


5 


[0 (2) [< 


Но сумма, стоящая под знаком модуля, является отрезком ряда Тейлора 

функции —т--т, & Все выражение, стоящее под знаком модуля, — остат- 
5 

ком ряда Тейлора этой функции. Как легко видеть, наибольшее значе- 


ние этого остатка достигается (при фиксированном |1 — |) для действи- 
тельных 2. Поэтому 


1 ды ыы о ве 
и. "+1 ме 
СК. ве: 
Р в 
В) т; = п“, а. 
У», 
Отсюда получаем: 
АН аа 
® : ДЕ ыь 
лету 1 в)“ 
} Е м дут 4 (1 ту + о 
Ре 
(т, +1) (1—5) (1 —в) & ь 
; - 4Ап’ 
Е И ета вы 
<е 4" о Е: при п» > М (4). (3) 


Таким образом, соединяя оценки (2) и (3), получаем, что в сумме 
областей Д, и Пу, а тем более и в области , имеет место оценка: 
у; :5% 
= п уп 4 я 
| Ок (2) | < шах \2е Е | при и» > М (А). (4) 
со 


Следовательно, ряд У (2) сходится равномерно в области О и его 


#0 
сумма ](2) непрерывна в этой области. Тем самым доказано, что } (2) 
удовлетворяет всем поставленным условиям. 


Поступило 
3: МТ. 4952 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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А. А. ТЕМЛЯКОВ 


АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ ДВУХ 
ПЕРЕМЕННЫХ 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 
В работе вводится понятие гиперконуса сходимости |2|-+|ш|<В 


ряда Р (2, &) = № а, т" и устанавливается критерий, достаточный 


п, т 
для того, чтобы гиперконус сходимости был областью регулярности 


функции РЁ (=, №). 
$ 1. Интегральные представления 


В работе (') нами было установлено интегральное представление ана- 
литической функции двух комплексных переменных в виде: 


2 
Ре, = | уе, у геи) 46 (1) 
0 


где 
1 
1 (и, 9) = [= иЕ (иТ, о (1 — г) | аТ, 9=ие-и. (2) 


0 


Это представление показывает, что значение функции Ё (5,7) в точке 
{2,)) есть среднее арифметическое значений определяющей функции 


71 (и, 9) на замкнутой линии 


и=х-+ ей, о=уфалхей, О<1<2м. 


Пусть функция Ё(5,У) задана своим функциональным аналитическим 


элементом в точке (0, 0): 
Е (1, у) = Уататут. (3) 
п, т 
В силу формулы (2), определяющая функция имеет вид: 


п! т! 
Ар) = У рилата" у". (4) 


Определение 1. Область |х — %|- |У—%|< А назовем гипер- 
конусом радиуса В с центром в точке (2%, У). 


3 Известия АН СССР, серия математическая, т. 16, № 6 
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Определение 2. Назовем область |5|-|У|< А гиперконусом 
сходимости ряда (3), если эта область — гиперконус наибольшего радиуса 
А с центром в точке (0, 0), в каждой точке которого ряд (3) абсолютно 
сходится. 

Для определения гиперконуса сходимости ряда (3) в работе (1), на 
основании представления (1), доказывается 

ТЕОРЕМА 1. Если ряд (4) абсолютно сходится в бицилиндре |1|< В, 
[у| < В, то ряд (3) абсолютно сходится в гиперконще |1|--|у|< В; 
обратно, если ряд (3) абсолютно сходится в гиперконуее |т|-- |у|< В, 
то ряд (4) абсолютно сходится в бицилиндре |1|< В, |у|< В. 

На основании этой теоремы легко устанавливается, что радиус гипер- 
конуса сходимости ряда (3) определяется формулой 


п п 


т ИХ И аи (5) 


> Ё=0 
Раскроем смысл интегрального представления (1). Пусть функция РЁ (х, у) 


регулярна в замкнутом гиперконусе |х|-|у|< А’. Тогда в каждой 
точке этой области она может быть представлена в следующем виде: 


2 1 
4 га , 
Е (5, у) = т \ (1 \ [= иЕ (иТ, и (1 —Т) 218) ат, 
9-0 
где и = -|- уе". Рассмотрим функцию Г (иТ, и (1 —Т)е-") как функцию 


комплексного переменного и. Так как при любых значениях параметров 
в и 


|“Т 


+ [в (= Те ы=|8], 


то функция Ё(иТ, и (1 — Т)е_й) при произвольных указанных значениях 
Ги Т является аналитической функцией комплексного переменного и 
в круге [и | < В’. Пусть" С — замкнутая жорданова спрямляемая кривая 
$ =р($) е®, принадлежащая вместе со своей внутренностью кругу |и| < А’ 
(в частности, она может быть окружностью радиуса В’). Тогда 


—й 
Рот а 


— 


где точка и принадлежит внутренности контура С. Следовательно, 


2п 


В а ет рат, 
0 0 С 


и С 
Ге: принимая во внимание —— = > 
‚› Пр и АА мы приходим к сле 


дующей теореме. 
ТЕОРЕМА 2. Функция Е(х,У), регулярная в области |х|-|у|< 
<$р(агс 2), определяется внутри этой области своим поведением на 
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границе |х| -- |у| = р(аге 2) по формуле 


1 
и СЕ (СТ, (4—Т)е и) 
Е (®, у) = р > 


где и = т -- уей, С — кривая, © = р ($) е®. 


$ 2. Аналитическое продолжение 


Из определения гиперконуса сходимости следует, что на границе его, 
т. е. на гиперповерхности |2|- |у| = А, имеется по крайней мере одна 
особая точка функции Р (5, у). Наша задача — установить, когда грани- 
ца гиперконуса сходимости ряда (3) не является естественной грани- 
цей функции Р (5х, У), т. е. когда функция (3) аналитически продолжима 
за гиперконус сходимости. Из теоремы 41 следует, что имеется какая-то 
зависимость между особыми точками функции Ё(х, у) на границе гипер- 
конуса сходимости ряда (3) и особыми точками определяющей функции 
/(и, 9) на определяющей поверхности |и|=А, |9|= А бицилиндра 
[и |< В, |9|< А наибольшего радиуса А, где ряд (4) абсолютно схо- 
дится *. Эту зависимость устанавливает следующая, доказанная в работе (1), 

ТЕОРЕМА 3. Если на гиперповертности |1|-+ |у| = А точка (т, у) — 
особая точка функции Е(т,у), то на повертности |и|= А, |9|=В 
точка и = - цей, 9, = \% + 26-й, где & = агат, — аго У», является 
особой точкой определяющей функции }(и, 9); если точка (и, 9.) на по- 
верхности |и|= И, |9|=А- особая точка функции }(и, 9), то по 
крайней мере одна точка (т), У,), где ага ху, = аге и, агр у = ат ®,, на 
гиперпове рхности |х|- |у| = В является особой точкой функции Е (т, У). 

Из этой теоремы вытекает 

Следствие. Чтобы гиперповерхность |т| + |у|= А, где Н опре- 
деляется формулой (5), была естественной границей функции (3), необ- 
ходимо, чтобы поверхность |и| = В, |9| = В была особой поверхностью 
для функции (4). 

Предмет дальнейшего исследования состоит в установлении условия, 
достаточного для того, чтобы граница гиперконуса сходимости ряда (3) 
была естественной границей суммы этого ряда. 

Определение 3. Для этой цели мы будем пользоваться, наряду 


с определяющей функцией (4), }(и, 9), функцией 


тт! 
р 


где 4 — рациональное число из отрезка [0, 1], и сумма распространяется 
только на те целые положительные числа п и т, для которых имеет 


* В дальнейшем бицилиндр |х|<В, |у|< В наибольшего радиуса В, где 
сходится ряд (4), будем называть элементарным бицилиндром сходимости ряда (4). 


3* 
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п 
место равенство 


= = 4 Очевидно, функция [а (и, <) — определяющая 
п 


функция для функции 


Ех (2, 9) = м В 


Определение 4. В дальнейшем будем пользоваться еще функциями 


о ен, 


«<а<В 


Ха. (и, 9) = № (9), 


«<а<вВ 


где суммы распространяются на рациональные числа 4 между рациональ- 
ными числами хи В, О0%х<1, 0<%В<1, включая и последние в пер- 
вой функции. 

Определение 5. Назовем поверхность |2|= А, |у|= В особой 
поверхностью в сильном смысле функции } (5, У), если она является осо- 
бой поверхностью как для функции }(х, у), так и для функций 


‚ а, а+э) (2, У), Ло, ®) (2, У), Гале, 11 (2, У), 


где 4 — любое рациональное число из интервала (0, 1) и = — произвольно 
малое положительное рациональное число, удовлетворяющее для первой 
функции условию 0<%9—:<9-+:8<1, а для двух последних — усло- 
вию 0«<е< 1. 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы гиперконус сходимости |х|-+|у< В 
ряда (3) был областью регулярности Функции Е(х,у), необходимо и 
достаточно, чтобы остов |х|= В, |у| = В границы элементарного би- 
цилиндра сходимости ряда (4) был особой поверхностью в сильном смысле 
определяющей функции }(х, у). 

Доказательство необходимости. Так как гиперповерхность 
12| + |У| = А составляется из поверхностей || = ТА, |у| = (1-—Т)В 
при непрерывном изменении Т на отрезке [0, 1], то поверхность |и| = А, 
19| = есть особая поверхность функции Р (и, (1 —9)%), где 9— про- 
извольное рациональное число из отрезка [0,1]. Возьмем какое-нибудь 
рациональное число 4, из отрезка [0, 1]. По условию, поверхность 


+= 9%Не", у= (1 — р) Ве", Ох, Оо, (6) 


— особая поверхность функции К (5, у). Докажем, что эта поверхность — 
правильная поверхность функций 


Е, Ч —Е=] (х, 9), То 1] (т, У), 


где е — произвольно малое положительное рациональное число. Действи- 
тельно, рассмотрим, например, функцию Ёю, а, 1 (5, У). Из равенства 


п 


п-т =. 
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следует, что 


где #& — любое положительное целое число, кратное знаменателю рацио- 
нального числа 4. Очевидно, числу Ё соответствует конечное число № (А) 
чисел 4, именно, М (Ё) < К. Поэтому 

Е, а»—е3 (Чи, (1 — 40) 9) = 


=х У вы 99а -— в б-о ма, 
К 9<9<4,—= 


Найдем радиус А. элементарного бицилиндра абсолютной сходимости. 
этого ряда. Так как 


хх № [оо * (1 — 4) а-Ф и [9 [К #а—9 5 
К 0<49<94‹—= 


= У( у [ава д 1904 (1 — 4+0) и, 
р 


0<49<9.—= 
то 
ди т ь * ® (1-а) 
п |1“ вад)1 91 (4 — 9-9 = 
#>0 0<9<4—= 


& т ея Шова ОВНА ЕТС АОИ а ВИ 
ее а-— ) 
0<9<4 = Фо = 1 —0о--= Фо 8 1 - Е 


Принимая во внимание, что функция 
а/ 11—90 \1-—ч 
ну) 
(9) 4—=/ \1 —4о = 
— возрастающая функция, имеем для значений 4 из отрезка [0, 40 — :]: 


( Чо } 1 —4% а о Е 1—4 а 
оке Е `*\4— в 1 — 90+ = ы 


—1 4 __\%—(_1— 9 у р 
| о : р Е 


о 
. Ши У [ава (4 — 9 (4 — 4% + в) а-9. 


№ >> 0<4<4,—= 


откуда 


А так как ряд 
Рю, а.—г1 ((4о — ®) и, (1 — 4, - з) 9) = 


= У ада, & (1—9) (4о — )*4 (1 — 4о { в) -9 ила ок а-9, 
Е 0<9<4,—= 


как частичный ряд ряда 
Е ((906 — зи, (1 —4%- 2) 9) = 
= > У ала, к (1—9) (о — ®)й9 (1 — 4 + з)* @-9 ибо от а-т, 


К 0<а<1 
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имеет, по условию, радиус элементарного бицилиндра абсолютной сходи- 
мости А’> А, то 


т Фо Ч —= ( == Фо ИЕ = 
= и т 
В, о 1 — бое 


— ‹—$ /4 — (и - =\1—Чо- = 
В (^ =\9 ( 0 ) В 
‚> 4о ) 1 — 49 


Учитывая еще, что функция 


Ва =" 
о = (=) т 
принимает минимум при 4 = 4%, получаем: 
В. >. 


Итак, функция Е, а, (7, У) регулярна на поверхности (6). Анало- 
гично доказывается, что и функция ЁЕ(а,+е, 11 (2, У) регулярна на этой по- 
верхности. А так как 


в (х, у) = ЕР, 9, —=] (т, 9) =|- И Че =) (т, 9) = Ета, ль, 1] (т, у) 


и, по условию, для функции Р (5, у) поверхность |2 | = В, |у| = (4 — 9) В — 
особая поверхность, то отсюда следует, что эта поверхность, т. е. поверх- 
ность (6), является особой поверхностью функции (а, а,+е) (2, У). На осно- 
вании этого я утверждаю, что поверхность |и|= А, |9|= В — особая 
поверхность функции Ка, во (5, У). Действительно, функция 
Да.-в, ве) (и, 9) — определяющая функция для функции Р\(а,—е, а.о) (©, У). 
А так как точки (5, У), где 


= ВО У 90) Дет О О 


— особые точки функции Ё(а,—., а,+г) (7, У), то, на основании теоремы 3, 
точки (и, 9), где 


_ и = 4 Вей - (1 — 40) Ве" е-® — Вей, 
= (1 ны 4о) Я ЗЕ Чо Вей е— (т) — Ве", 


— особые точки функции (а, -е, а.+е) (и, 9). Итак, поверхность |и| = В, 
|9| = А — особая поверхность функции Да, в. а.) (и, 9). Но так как 
4о — произвольное рациональное число из отрезка [0, 4], то отсюда и 
следует справедливость нашего утверждения. 

Доказательство достаточности. Поверхность |и|=А, 
[9| = — особая поверхность в сильном смысле функции } (2, у). Пусть 
4о — любое рациональное число из отрезка [0, 1]. Поверхность [21 = А. 
[9| = является особой поверхностью функции а, -е, а.+е) (и, 9), гдее — 
произвольно малое положительное число, удовлетворяющее условию 
0<%—<4,-+з<1. Рассмотрим три функции: 


Тр, 1%, 9), Ра от У, оо 
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Я утверждаю, = эти три функции регулярны на частях гиперповерх- 
ности |5|-+ |у|= В, лежащих, соответственно, вне замкнутых гипер- 
поверхностей: 


х = 9Ве\, у= (1—9) Ве", 0<9<4%—е, 0% 1-2, О<тжх, (1) 
ИЕ аВе", Е- (1 а: 49) Ве", Чо —<9<494-+ а, 0<1<2*, 0 << 2, (8) 
< = 9Вей, у = (1—4) Ве", 9 +е<49<1, 0<1<2%, О<+< м. (9) 
Рассмотрим, например, функцию Ру, а, (я, У). Имеем: 

Ро, а,-‹ (9Веи, (1 — а) Ве") == Ру, а, (ди, (1 — 9) 9) = 


= > № @ кг, ® (1) 9" (1 — 4) (1—5) иги (1-г). 
К 0<г<4.—в 


Найдем радиус В, элементарного бицилиндра абсолютной сходимости этого 
ряда. Так как 


Хх > 9 ва-о |9" а — 90-9 [пора = 


К 0<г«а.—= 
=» ХХ аль 9" 4 9 Ш, 
К 0<т<4е—= 


то 


Во" -вву/ | ав», № (1) 19° (1 — 9) @—®) = 
а 0<г<,—= 
1 — а \№@—) а 
тва] | км, ® (1) | (= —), о (Ч— 8)" (1—4) @—”. 
РВ 


Принимая во внимание, что функция 


а ат 


— возрастающая функция, так как 9 >44, —еи 


р ие о Е 
(шл (2) = ш-" 0 


получаем: 


а поэтому 


— 9 Чо—= 1 —0 1—4 = Е 
В <( ) (: = = 


Ба 1/ № [ал 8) (4—9 8-9. 


Аа 0<7<4,—= 
Так как ряд 
о (1—% + ®)э] = 
== р № ала,  (1—а) (Чо — 8)9 (1 — 4, + =) 9-9 ийч 9-9, 


Е 0<а<1 
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на основании теоремы 41, имеет радиус элементарного бицилиндра абсо- 
лютной сходимости А, а ряд 


Е, в.а [(4о — ®)и, (1 — 4 + е) 9] = 


А (1—9) Ка А (1—9) 
ео У, ха, в (1—а) (Чо — ®) 9 (1 —4%- °) и - 
К 0<49<4.—= 


как частичный ряд предшествующего ряда, имеет радиус элементарного 
бицилиндра абсолютной сходимости В’> В, то 


ЕЙ а Ч.—= 1 — 9 1—4 1 
ее Е и. се 


90 — =\9—е /1 — 4о + =\1—4е 
т. = ) ( т ) и: 
Учитывая, что'4, —=< 4 и что функция 
а \@ /1— <\1—а 
е («) =( — 
(2) т Ея) 
принимает минимум при « = 4, получаем: 


В. >И, 


т. е. функция Ро, а, (2, У) регулярна на гиперповерхности 
х=98Ве", у=(1— 9) Ве", %—в<9<1, 0<1<2м, О<х м. 


Аналогично доказывается справедливость утверждения по отношению 
к остальным двум функциям: 


Е (аьчь, 1] (т, 9), И Чо =) (т, 9). 


Так как функция Да, а.+е) (и, 9) — определяющая функция функ- 
ции Ё(а,-е, а,+*) (2, У), то на основании доказанного и теоремы 3, функция 


Е(а.—, а,+&) (2, У) имеет по крайней мере одну особую точку на каждой 
прямой 


+= Ве", у= (1—9) Ве", у —=<9< 4 | в, 
принадлежащей гиперповерхности 
х=аВе", у= (1 — 9) Ве", 9 —<9<4%-»ь, 
0<2<2т, О<о<. (10) 
Из равенства 
Е (5, 9) = Рю, а,-ч (2, У) + Еч,-е, ав) (<, У) + Рае, (2, У) 


и регулярности функций ЁРр, .— (5, У), Еа,-+е, 1) (2, У) соответственно вне 
гиперповерхностей (7) и (9) следует, что и функция Е (л, у) имеет на 
каждой из тех же прямых по крайней мере одну особую точку. Я утверж- 
даю, что поверхность 


[52| = 498, |у1= (1 — 4.) В 
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есть особая поверхность функции Р (х, У). Действительно, в противном 
случае функция Р(5, у), будучи регулярной в некоторой точке 


То = 4.Ве", у = (1 — 9%) Ве!» 


поверхности |5|=9.Ё, |У| = (1 — 9.) В, была бы регулярна на гипер- 
поверхности 
т — аВе", Е (1 р 4) Пет. 4—8 < 9<9%-?, 
1—6 1-8, тит (11) 
где ®, 8, у — достаточно малые положительные числа. В силу произ- 
вольной малости числа в, возьмем <’. Но тогда функция РЕ (1, 9) не 


имела бы особых точек на части гиперповерхности (10), принадлежащей 
гиперповерхности (11), а именно, на прямых 


29= Ве", у= (1—9) Ее", 9. —=<9<4-+ь, 


где ци —8<1<%-5, «—1<*<.- 1, что противоречит вышеука- 
занному. Итак, поверхность 


|| == 9В,. [9|=@-—9)В 


— особая поверхность функции Р(х, у), а в силу произвольности 4, 
0<49-<1, и гиперповерхность 


[| +|у|=А 


есть особая гиперповерхность, т. е. естественная граница функции Р (х, 7). 

ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы гиперконус сходимости |т| + |у|<В 
ряда (3) был областью регулярности Функции Е (т, у), достаточно, 
чтобы при любом 1, О9О<а<2т, 


1; ПР 7 — К)! Не |. р= 
Пт р ("р ) аа, пре ("р—Ю | = Д-1 
ро р пр! 
Че а4е 
р 
и 

„вып 

Пи -Р = оо, 

ф—>< р 


где 4— любое рациональное число на отрезке [0, 1] и е — произвольно: 
малое положительное число, удовлетворяющее условию 0<а—в<9- 


+ 82< 1. 
Примечание. При 4=0 сумма распространяется на числа #, 


удовлетворяющие условию 0 < —<е; при 4 = 1 сумма распространяется 
р 


к 
на числа Ё, удовлетворяющие условию 1 —е 51 в 
р 


Доказательство. Так как 
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то, на основании теоремы Фабри, при любом #, 0<1<2т, окружность 
|#| = В — естественная граница для функций 

= (п, — К)! Е. 
Ё(и, ие") = У о т лье = ) =, 


р=0 \0<<пр р } 


| НЕ К! (п, — К)! а 
Ка-, а-+=) (и, ив") Е 2 № к ах, пр-к@ ба р 


п. | 
у) 
=0 К 
РО ‘вх —— «а+е 
Пр 


Следовательно, поверхность |и|= А, |9| = В — особая поверхность для 
функций (и, 9), Гас але) (и, 9), т. е. поверхность |и|=А, |9|=В 
есть особая поверхность в сильном смысле функции }(и, 9). На основа- 
нии теоремы 4, гиперповерхность |2 | -+ |У| = А есть естественная гра- 
ница функции Ё(х, у) со стороны || - |у|< А. 
Пример. 
Е 2—4)! а 
Е (ху) = У У, к и. 


п=1 А=1 


Определяющая функция имеет вид: 


со 27 
= К фа (ют 
шее У 
п=1 А=1 
или 
со 2в р 
п=1 А=1 
"Так как 
г п 
Пт — = ©, 
п> о п 


то второе условие теоремы 5 выполнено. Рассмотрим 


= р р-+т р? 
Ба У Е 
п> о эп 

К=р 


где целые числа р и т — функции от п, удовлетворяющие неравенствам 
1 <р<2", 15 рт”. Для +0, 1-2 имеем, на основании 
преобразования Абеля, 


3 р+т—1 
Ах К ам РТ ар р Е аа Чар емее 2_ 
х п РЕ ет -= 
Хр 2 2 1—е и 2п РИ 
ет! р+т—1 
Е = Ё + т) (4 — е#(п+1 1) — У (1 — е%-Р2+1) Й в 
А=р ь 


ей! р+т—1 
я Р+т-и+ у | - 
&=р 
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е 


+7 Е 
тая |Р- Феи е 
е 


ей! (та 
я 


2" (1 —е" 1—е 
ей 1 — (та 
Ре ао 1. 


Поэтому в интервале 0 :< 2 


т ре ВВ ЩЕ 1 с, бое 
ре тай (+) (р 1) 1— ей == 
А=Р 
и Ре Ее: 
>= ия ||Р+ | Ё Е 


< 


р Е а (в 11 | |Р— 1 ЕЕ 26% | |= 


== ее [Иб т - 2+ а >. — И В- 5+ Ч сц т == 
я 


22 


Сео О таеЕ- 


(т 1+2 (т №1) (2—5) 


ГПУ тутчА-УРЛУТЯ 
т Е 
- 2 п + |- ЗУ (+=) о 
(т - 1) 
РТ +т+ 2) -зтт? 5. + с058 5. 
(т 1)? —— (т + 1) - = 
"У и 2+! 2 У (рт +1) 


И Е Е 
рт и а 7 з 


С другой стороны, в сегменте 0 <#<2* 


Ё А (т 2р) (т- 1) - (2-Е (2" +1) 2" ы 
> ее | < 2 — о - о = о 
Ё=р Ё=фр 


Итак, в сегменте 0<1<2м имеем: 


р+т 


У > ей 


= 


4 


243 < <2 ’ 
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а поэтому при любых допустимых значениях р и т и при любом &, 
0 < Е< м, 
ее 21 
Па 
п>со 


т 
К о: 
2п 
Е=р 


==. {. 


Следовательно, в силу теоремы 5, гиперконус сходимости |5 | + |Уу|<1 
рассматриваемого ряда есть область регулярности функции ЁР(х, У), так: 


как множество а плотно на сегменте [0,1]. 


Поступило 
14.ХИ.4951 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОГО КЛАССА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С ДВОЯКО-ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе рассматривается обобщенное уравнение Ламе коэффициен- 
ты которого выражаются через эллиптические функции Якоби. Путем 
применения одного интегрального уравнения типа Фредгольма удается 
проинтегрировать целый ряд подобных уравнений, а также применить 
получаемые результаты к определению периода колебаний тяжелой 
сферической нити. 


Введение 


1°. Теория линейных дифференциальных уравнений с двояко-периоди- 
ческими коэффициентами издавна привлекала внимание многих выдаю- 
щихся исследователей. Достаточно назвать классические работы Ламе, 
Эрмита, Пикара и др. 

Пикаром было показано, что обобщенное уравнение Ламе 


—0 
1.1) 


и” (в — пп 1) = — 


х (^— 1) ы (и — 1) 412% у(у—1)Ю сп? 
Е РЕН 28 ти Чт? х ) < 
в том случае, когда ^, р, у, п являются целыми числами, может быть 
проинтегрировано для любых значений й при помощи якобиевых функ- 
ций @© (57), Н (х). Но существуют такие исключительные значения пара- 
метра й, при которых уравнение (1.1) допускает решения в форме неко- 
торой определенной алгебраической зависимости от зпх, спх, 4пх, причем 
нет необходимости считать параметры ›, р, у, п целыми числами. Так, 
например, уравнение 


и (6 р ера) = 0 (2.1) 
при 
1 3 
й = 28 


имеет решение 
4 закарнныйх 
== Ум ай 


представляющее собой алгебраическую функцию от спх. 
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В настоящей работе мы будем рассматривать такие решения урав- 
нения (1.1), которые при надлежащем выборе постоянной й имеют вид. 


3074.сп7 2 40’ Р (зп? 2), (3.1). 


где через р, 4, г обозначены рациональные числа, а Р (31? 4) есть неко- 
торый полином от эп? х. 

Мы покажем, что решения такого типа одновременно являются реше- 
ниями некоторого линейного однородного интегрального уравнения Фред- 
гольма. Если остановиться на частном случае обычного уравнения Ламе 


и” | (й — Ёп (п 1) 12 1) и = 0, (4.1) 


где через и обозначено целое положительное число, то на одно из таких 
интегральных уравнений указал Уиттекер (1). В этом случае получаются, 
в зависимости от выбора чисел р, 4, г, функции Ламе Е»п (5) первого, 
второго, третьего и четвертого рода, и Уиттекером были приведены два 
из могущих здесь представиться интегральных уравнений [см. (?)]. 
Между тем, для полной картины, охватывающей все возможные случаи 
решений уравнения Ламе, необходимо иметь четыре интегральных урав- 
нения. Недостающие два уравнения мы приводим во втором параграфе 
настоящей статьи. 

В третьем параграфе мы показываем на ряде примеров, каким образом 
может быть ‘использовано выведенное нами интегральное уравнение для 
построения тех решений обобщенного уравнения Ламе, которые имеют 
форму (3.1). 

Наконец, в последнем параграфе мы применяем полученные резуль- 
таты к нахождению периода колебаний тяжелой сферической нити, 
закрепленной верхним концом в северном полюсе сферы. 


$ 1. Вывод основного интегрального уравнения 


2°. Допустим, что линейное уравнение 


п” (в — тп ее СО 1) 


902х 
сп? 


у (у — 1) А?сп2т 
при надлежащем выборе постоянной й имеет частное решение вида 
и = 175007540’ 5Р (5122). (2.2) 


Обозначим через К вещественный период эллиптических функций 
и составим определенный интеграл 


2К 
1 (<) = ) С (т, з) и (5) 4$, (3.2) 


—2К 


где через и (5) обозначено то решение уравнения (1.2), которое имеет 
форму (2.2), а С (1, $) есть симметричная, периодическая с периодом 4К 
аналитическая функция аргументов х, $, удовлетворяющая дифференци- 
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альному уравнению в частных производных: 


9*С 9*С 
ее [пе + 1) (8125 — 5025) +л0.— 1) [== а =) ых 
а 27 Я 2 2 
НЕ (я — ша) НУ — 1942 (пе — п}. 6. 


Докажем, что если только [(1) не равен тождественно нулю, то инте- 

грал (3.2) есть решение уравнения (1.2). Чтобы убедиться в этом, 

внесем этот интеграл в левую часть уравнения (1.2) и исключим затем 
2 


производную ы 


„= Посредством равенства (4.2). Интегрируя затем выра- 


жение 
2к 
94 
| 55а ($) 45 


—2К 


дважды по частям, найдем, что 


и , —1 = Ел 20 
1 (®-- (В — пи 8 —^ “О Е ее) 


= [== и (5) — би ФР. —- 


2к 
ть \ [и (8) + (® — Ап (п ++ о ато >: 
—к 
— 4) ап? — 1) А2си? 
_ щ(ы —_ 05 уу Е сп "и (5) С 5) 45. (5.2) 


Первое слагаемое правой части исчезает, в силу предположенной перио- 
дичности; второе также равно нулю, так как и (5) есть решение уравне- 
ния (1.2), поэтому левая часть равенства (5.2) равна нулю; если теперь 
допустить, что случай / (5) =0 исключен, то интеграл (3.2) есть решение 
уравнения (1.2), что и требовалось доказать. 
Допустим, что мы нашли такой частный интеграл уравнения (4.2), 
который имеет форму 
С (5, 5) =® (1) о (5) Р (5п2х, 9125), (6.2) 
где 
Ф (<) = зп7х.сп9х. Чип’, (7.2) 
а Р(х, $) есть полином, симметричный относительно своих аргументов. 
Тогда можно показать, что то решение дифференциального уравнения (1.2), 


которое имеет форму (2.2), будет представлять собою решение линейного 
однородного уравнения Фредгольма 


2К 
и (2) = № | С (т, $) и (5) 45. (8.2) 
—2К 
Действительно, по доказанному выше, интеграл 


1 @) = | С (5х, $) и ($) 45 (9.2) 


—2к 
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в том случае, когда он не равен тождественно нулю, является решением 
дифференциального уравнения (1.1). С другой стороны, из формул (6.2), 
(7.2) следует, что правая часть равенства (9.2) представляет собой поли- 
ном относительно °п?х, умноженный на 


3075 ©0754 90’. 
Следовательно, / (5) должно быть кратным решению 
и (2) = 3175 сп‘ 90’ Р (3027), 
так как второе линейно независимое решение и, (5) уравнения (1.2) 
имеет совершенно другую структуру, как это усматривается из формулы: 


х 


и (<) = 3175 сп" д0’дР (3125) \ С: 


зп?Ру сп?9 д Чп?”хР2 (3125) ° 
Отсюда мы заключаем, что 


1 (#2) = 8, (10.2) 


где через Х, обозначена постоянная величина. 

Из равенств (9.2) и (10.2) вытекает справедливость вышеуказанного 
утверждения. 

3°. Покажем, как может быть разыскано то решение уравнения (4.2), 
которое имело бы форму (6.2). 

Пусть А и А обозначают модули эллиптических функций, так что 


д --А = 1. 


Введем для краткости обозначения: 


1 = ок 315 91$ - в = 602 505 1. 2’ 1 апх9пз, (1.3) 
С (т, 5) =$ (2) (9 Е(), (2.3) 
Ф (<) = зп х-сп“’х.4п”х, (3.3) 


где о, В, 1, №, в», У — постоянные числа, а ЁР(!) — пока произвольная 
функция. 
Внося выражение (2.3) в уравнение (4.2), мы убедимся, что член, 
содержащий Е” (1), будет иметь вид: 
Ф (2) $ ($) Ё? (5125 — 5025) (#? — а? — В? — 12) Е” (1. 
Собирая далее члены, содержащие РЁ” (1), получим выражение: 
2% (5) $ (5) Ё? (зп?5 — 3125) {© и У Е 
ей Ха мА _ ВА’ уу" р 
№512 5И5 в Кспх сп; ах тт Е (0. 


Наконец, член, содержащий Р ({), после всех упрощений примет вид: 


9) $ (5) 1? (ви?д — зп [ети ++ -пи +9 


Хо -^0о-О, ое а" () 


250? 3125 Е: \? 
(8% сп? сп2$ —— 9025 9025 


И 


к 
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Выберем постоянные числа о, В, 1, №, и, Т так, чтобы выполнялся 
один из трех следующих случаев: 


&=1, В=0, 1=0, мы=ь уу, 
2) &=0, Вы 10 ых ых (4.3) 
х= 0, В=0, =4, М=Х ыы. 


Тогда уравнение (4.2) примет вид; 
@- 7+2 [т 9: РО 
тт ве -в} РО 0 (5.3) 
где ради краткости положено: 
т=А + У, 
а постоянные а, $ и переменная { имеют следующие значения: 


1) а=\Х, Б=х(-1) 0-1). Е=ЁЕэжтхэл $, 
1 


рам, = - 9-6 -1), 1-е опаоиь | ©. 


3) а=у, 6=У(У-— 1 -—у(-—1), = Ралаааь. | 


Чтобы не рассматривать все эти три случая в отдельности, положим: 
а=о®’, 6=о (%’—1) —о(%—1), (7.3) 


где через ® и ®’ обозначены соответственно какие-нибудь из букв А, р, у 
и /', р,У, и введем новую функцию Ф (&), положив 


В (0 = -°® ($), Е=0, (8.3) 
Тогда уравнение (5.3) приведется к уравнению Гаусса: 


Е —1) 9” (9 - {= ЕВ + 1: — 11} ©’ (©) + «В.Ф @ =0, — (9.3) 


где 
=’ а —с’ 1 1 

аи ке я ррель есь , и=е+-. (10.3) 

При ® + - ‚ не равном целому отрицательному числу или нулю, уравне- 

ние (9.3) допускает частное решение в форме гипергеометрического ряда: 

Е а; (и, + 1) В: (В, + 1) #2 || < 4. (41.3) 


Е (о, Выль) = А НЕ 12-1: (и, +) -..., 


Если параметры этого ряда выбраны так, что он обращается в полином, 
то во всех трех вышеуказанных случаях Ф (Е) будет полиномом от эп? г, 
30? 5, и из формул (2.3) и (8.3) становится ясным, что функция С (т, 5) 
примет именно тот вид, который требуется формулой (6.2). 


4 Известия АН СССР, серия математическая, т. 16, № 6 
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Таким образом мы приходим к следующей теореме: 
ТЕОРЕМА. Если в дифференциальном уравнении 


802 д сп? © 902 х 


ш-+(ь — А? (п-- 1) зп? #— 0—0 вы 0 ты и=0 (12.3} 


параметры п, №, р, у выбраны так, что гипергеометрическая функция. 


а 
2 2 > ы 


при 
1—1, ВО, 1—0, 
Аз — 0, Ира 0, (14.3} 
3) «=0, В=0, 1=1, } 


оказывается полиномом, то те решения уравнения (12.3), которые имеют 
Форму 
$0? сп‘ дп" 5 Р (31°), (15.3) 


оказываются решениями однородного интегрального уравнения Фредгольма 


ий (2) — № ® 
и х х 1 1 
оо РИ, дыр, (8) 45) 
_—$к (16.3) 
где ради краткости положено 
Ф (<) = эп^ х сп" ха, (17.3) 
Е — а зп вп -- В- спа сп 5+1. диап 5. (18.3) 


о > 
4”. Отложив более детальное рассмотрение этой теоремы до следующего 
параграфа, приведем здесь один ее частный случай, имеющий, однако, 
достаточно общий характер. Именно, предположим, что в уравнении (12.3) 
по крайней мере один из параметров \, р, у равен нулю; тогда, обращаясь 
к рассуждениям предыдущего пункта, выберем параметры Х’, в’, У так: 
АА, ВВ, У». 
Нетрудно видеть, что в рассматриваеуом частном случае бба коэффици- 
ента а и 6 оказываются равными нулю, после чего уравнение (5.3} 
приводится к уравнению 


О -+2т+- Отт п 1} 0-0, (4) 
где 
т=А-Ь- У. (2.4) 


Преобразуем уравнение (1.4) к новой переменной х, положив 
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тогда получим уравнение: 
2—2) у’ (2) + (т -2т+ЗУ@-+ 
+ в 1) —т(т-+ 1} у@® =0. (3.4) 
Но известно, что при целом и положительном п, уравнение 
21-3) У’ (2) + {9— (р+ 13 У (®) + (Р- п) пу (2) =0 (4.4) 
допускает частное решение в форме полинома Якоби: 


О а" 
И реа 


о (160.260) 


Таким образом, если параметры п, \, р, у таковы, что разность п — т 
равна целому положительному числу или нулю, то мы можем положить 


РО = 6," (2т +1, т 1, >", (6.4) 


в результате чего получим следующую теорему: 
ТЕОРЕМА. Если в дифференииальном уравнении 


ит (вет (п-4) оз ОО ВЧ РО (7.4) 


по крайней мере одно из чисел \, р, у равно нулю, а разность п — пу 
есть иелое положительное число или нуль, то решение уравнения (1.4), 
которое имеет вид 

$175 сп‘ 5 4п”5Р (3172), 


будет решением однородного интегрального уравнения Фредгольма: 
2к 
ЕЯ 
и = \ 943) 6, п(2т +1, т +1, 5 )и (8) 4, 84) 
7 


—2 
где Си_т (2т А, т-А, >“) есть полином Якоби, а 


т=А-Ь-,, 


ф (<) = эп ^х сих ап“, 
1 


1 = «А 305 310$ - В —- сих 005 РТ дих 91$, 


причем числа «, В, 1 определяются по схеме (14.3). 
В заключение настоящего параграфа зэметим, что при доказательствах 
основных положений существенную роль имело предположение, что 


интеграл 
2к 


\ @(а, 5) и (5) 45 (9.4) 
—2К 
не равен тождественно нулю. Но может случиться, что при равенстве 
нулю интеграла (9.4) оказывается не равным нулю, например, интеграл 
К 
\ @ (а, и (5) 95; (10.4) 
—К 
4* 
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тогда вся изложенная теория, с соответствующими изменениями пределов 
интегрирования, останется в силе, если только будет выполняться 
равенство: 


[и (5) — Си 8) = 0, (11.4) 
-К 


8 2. Разбор специальных форм ядра уравнения Фредгольма 


5°. Подвергнем более подробному исследованию те интегральные уравне- 
ния, которые мы получили в предыдущем параграфе. 

Рассмотрим сначала случай, когда в уравнении (7.4) по крайней мере 
один из параметров Х, р, у равен нулю и разность 


т Вы (1.5) 


есть целое положительное число или нуль. 
Если оба числа т и п оказываются целыми и положительными и при 
этом п>.т, то полином Якоби 


С» (2т + 1, т +1, =“) 


выражается через производную т-го порядка от полинома Лежандра 
Р„ (1) согласно формуле 


Ст-т (2т 1, т--1, т) = сопз6 Р@” (4), (2.5) 

после чего интегральное уравнение (8.4) упрощается и принимает форму 
ак 

и =№ } 29 Ри (8) 5. (3.5) 
—к 


В частности, при ^ = 0 мы убеждаемся, что дифференциальному уравнению 


= А зи ви фа овом 
и" -|- ( К?п (п -- 1) зп25 ини т. ==( (4.5) 
соответствует интегральное уравнение 
ак 
и (12) = № ) спс 41° спи дп’ РУ (д 05 305)и (5) 45, (5.5) 
—к 
где 
пы у. 
Положив здесь у = — р, будем иметь дифференциальное уравнение: 


и” -- (в — кп (и + 1) па # — и „0 (6.5) 


сп?т 9025 
и соответствующее ему интегральное уравнение 


2К 


и. и 
п =» у ит. Р= (#505318) и (8) 48. (7.5) 
= 
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Наконец, при р, = 0 последние две формулы дают обычное уравнение Ламе: 


и” - (й — А?п (п -| 1) 3122) и =0 (8.5) 
и интегральное уравнение Уиттекера: 
2К 
и(=№ | Р, (а 08) и (5) 45. (9.5) 
—к 


Как показал Уиттекер, этому интегральному уравнению удовлетворяет 
при четном п функция Ламе Е» (1) первого рода, а при нечетном и — 
функция Ламе второго рода с множителем эп х. 

Если в равенствах (4.5) и (5.5) положить 

== 1, 
то мы получим снова обычное уравнение Ламе (8.5) и второе интеграль- 
ное уравнение Уиттекера: 
2к [А 
и (2) = № | сп5 пл спз 905 Ри (& 0х 515) и ($) $, (10.5) 
—2к 
которому при четном п удовлетворяет функция Ламе третьего рода с 
множителем спх 4пх, а при нечетном п — функция Ламе четвертого рода 
с множителем зплспх ах. 


Но возможны еще случаи функций Ламе с другими множителями, 
как это следует из общей схемы: 


50%, спх4пх, 


1, спх, 9405501, $05с0т4пх е25— 022»), (11.5) 
и] 
91%, зпхепх, 


приводимой в теории этих функций [см. (?), стр. 427], поэтому надо 
указать еще два интегральных уравнения, аналогичных уравнениям 
Уиттекера. Они получатся, если в равенствах (4.5) и (5.5) мы положим 
последовательно 

О, У“ (12.5) 
и 


и =0) у— 1. (13.5) 


Действительно, при таких значениях м и у мы снова получим обыч- 
ное уравнение Ламе (8.5) и два интегральных уравнения: 
2к 
и (1) = № \ ст5 спз Р» (#305 05) и (5) 45 (14.5) 
—2к 
2к 
и (1) = № \ 415405 Р» (зп $05) и (5) 45. (15.5) 
—к 
Первому из этих уравнений при нечетном п удовлетворяет функция 
Ламе второго рода с множителем спх, а при четном п — функция 'Ламе 
третьего рода с множителем пл сп х. 
Что касается интегрального уравнения (15.5), то при нечетном п ему 
удовлетворяет функция Ламе второго рода с множителем дпх, а при чет- 
ном п — функция Ламе третьего рода с множителем зпх их. 
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Возвращаясь к равенству (3.5), положим в нем р = 0; тогда мы будем 
иметь дифференциальное уравнение: 


у (А —1 —1) Юсоах 
п +(— ти пе О О) 0 (16.5) 
и соответствующее ему интегральное уравнение 
эк 
и (5) = № \ 50^5 91° 50^5 дп РАН спх спз) и (5) 43, (17.5) 
—2к 


где 
пох -У. 


Полагая здесь последовательно 
д =0. у=0 с Л= 4 = Ао ов А 


получаем, с одной сторочы, обычное уравнение Ламе, а с другой стороны, 
четыре однородных интегральных уравнения: 


и (<) = № е Р; (спзоиз) и ($) 45, (18.5) 
ТЕ Не 
и (1) = № \ 505 505 Ру (= спхеп зи и (5) 45, (19.5) 


—2к 
2К 


и. (2) =№ \ 405 д05Р» (: спх спз) и (5) 4$, (20.5) 


—2К 
2К 


в ® =№ \ 312 912 зп; 4п5Р» ( ; спх сп и ($) 4$, (21.5) 


—2К 


из которых уравнения (18.5) и (21.5) были указаны Уиттекером. 
Наконец, при у = 0 мы будем иметь уравнения: 


и" (В — № (п 1) = —^9 О и и 0 (22.5) 


Е сп? х 
и 
2К 
и) =№ \ 50^5 с 305 оз 4х ап) # (5), (234 
—2к 
где 


п>А-ыь. 


При соответствующем выборе параметров / и р эти два равенства пере- 
ходят в обычное уравнение Ламе и интегральные уравнения: 


м 

и (2) = № \ Рн (р дох авз и (5) 4$, (24.5) 
—2к 
эк м 

в (2) = № | сп сп Ри (= дпх ап 5 и (5) 45, (25.5) 
—к 
к К 

и —=1» [ зпазизР, (= двз4оз)и (5) 45, (26.5) 


—2К 
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2к 
и (5) = № \ 317 6127 515 сп5Ри (е дп; ап) и (5) 4$, (27.5) 
—2к 
из которых результаты (24.5) и (27.5) принадлежат Уиттекеру. 
6°. В предыдущем пункте мы рассмотрели случай, когда оба числа 
т и п целые, причем п> т. Предположим теперь, что п и т являются 
половинами целых нечетных чисел, т. е. 


ПЕ, ТЕР (1.6) 


где черезг и р обозначены целые положительные числа такие, что г>> р. 
В этом случае полином Якоби переходит в производную р-го порядка от 
полинома Чебышева Т’, (1), согласно формуле: 
1 1—2 
ее (2Р, Ре, >) — сопз6 7 (0), (2.6) 
и интегральное уравнение (8.4) принимает вид: 
2к 


п (2) =№ | 92) ($) ТР (0 и (5) 45, (3.6) 
—2К 
где 


и и 
А У ПЕ, Гр, 
ф (=) = зп сих дам , (4.6) 
$ —= «А зпх 510$ | Е спх сп$ т; 409, 


а числа а, В, | определяются согласно схеме (14.3). 
В частности, при Х =0 дифференциальному уравнению 


" — 1) ап? — 4) 2 спа 
и (+ Е? п (п - 1) 125 — Е т =0 (5.6) 
соответствует интегральное уравнение 
2к а 
и (1) = № | сп" 5 90° сп“ ты :) (® 305 30$) и ($) 45, (6.6) 
—к а 


тде пир - у равны половине нечетных чисел, причем 


пзв- У. 

1 

Если положить здесь у= —р— 5, То получится дифференциальное 
уравнение: 
4 3 
и (- = еси 
" и (и — 1) п? х ( ") 2 к 

и" -- (+ наф два» ве 0 и о 
и соответствующее ему интегральное уравнение: (7.6) 

2к А 
и (2) = № и Т : (#305905) и (5) 45, (8.6) 

аа. 
к 91 х4п 5 


где п есть половина нечетного числа. 
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В частности, при р =0 мы получаем уравнения: 


и" (ь — п (п 1) 505 — 2 а) п=0 (9.6) 
и 
2*К Т +; (3029108) 
ага 
У Е 10. 
и (2) = № ) У= и (5) 45, (10.6) 


т. е. формулы, аналогичные основному результату Уиттекера. 
Аналогичным образом мы убедимся, что при р = 0 будут иметь место 
уравнения: 


” ^(^—1 — 1) А? сп? х 
и” (, — п (в +) 0 9 — "и —0 (11.6) 
и 
2к и № 
и (1) = № ) 3п^ дп” з0^5 4п’5 Е ) (в спх спз) и (5) 45, (12.6) 
—2к 
где пи ^- у равны половине нечетных чисел, причем 
п А-У. 
Полагая здесь Х = 0, у= — и будем иметь дифференциальное уравне- 
ние (9.6) и соответствующее ему интегральное уравнение: 
Е (: р спесие) 
) | ет а 3.6 
и (х) = 0 ЕТО | $. (13.6) 


Наконец, при у=0 мы будем иметь дифференциальное уравнение: 


й (0—1 — 1) дп? : 
и" ( — А?п(п - 1) $п?х — о — и =0 (14.6) 
и соответствующее ему интегральное уравнение: 
2К 1 
и (т) = № \ 50^2 сп* 2 50$ сп" 5 т +=) (г авг оз) и (5) 45, (15.6) 
—2к а 


где пи ^-- р равны половине нечетных чисел, причем 
п>А-ь. 


7°. Перейдем теперь к рассмотрению интегрального уравнения (16.3), 
установленного нами в конце п. 3°. 


Условимся, что во всех последующих формулах р будег обозначать 
целое положительное число или нуль. 


А. Допустим, что параметры п, ^, р, у уравнения (1.7) 
" (0—1 —1 2 2 
и” (в ти + 1) 125 — — а на — ги = 0 


связаны между собою зависимостью: 


ПА у 2р. (2.7) 
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В этом случае гипергеометрическая функция 


Х-и-у—п о Х-и-у-т-+1 1 
И, ИНЬ, дыр о,и) 


обращается в полином, согласно формуле 


=) 


ЕР(— р, В, 11,2) =1 У ны 


и мы имеем дифференциальное уравнение: 


ео. (3.7) 


и (п-т + 22) (т + 2р 1) зп *= — ^3- О — 


ао о Ой 


и соответствующее ему интегральное уравнение: 


з в 
о» | 001+ У г: ЕЕ (5.1) 
—2к т=1 ЕЕ 


где ради краткости положено: 
- 4 
т (<) = 5пА спи <4п”х, {= ой $15505 -- --спз спз - 1-„ 412415, 
т=А-Ь-У, 8 = ох Вы + Ту, 


а числа «, В, 1 определяются схемой (14.3). 
В. Предположим, что между параметрами п, ^, р, у имеют место соот- 
ношения: 


п= (2«— 1+ (8—1) в + (9—1), (6.7) 
@ Ава Юу=ЕР. (7.1) 
Так как в этом случае 
лы Ру— п А иш-У-т-1{ 1 
ее — — р, ТЕ БА Е —= 6 -|- Е . 
где 
3 = а^ = Вы м, (8.7) 
то, принимая во внимание соотношение 
Р(-рз+, 8+, 2) =@- 8), (9.7) 


мы найдем, что 
р —- к, 8+, в) =(—#)Р, (10.7) 


и таким образом получим три группы уравнений: 


(0—1 
о Пою 
в 2 — 4) А2еп® 
я 0, (1.7) 
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2к 
и (1) = № \ 515 ©1075 40” 2 30 $ спи $ 9пу5 (1 — #23025 5025)? и (5) 4$, 
—2к 
ВУ= р; (12.7) 
п" (и (-Аь (А-а 
и (и — 1) 9025 у (у — 1) А? сп? =2\ З 
5 сп? р: 42; ) — НВ 
2к а о 
2 (2) = № | $0^5 спи 1 дп” 2 $0^$ спИи$ 410°5 (1 -- пт 01? сп?) и ($) а$, 
—2к 
Ау= р-р; (14.7) 
и ул х—1 
и + (ив (-А-ь+У(-х-ь+у+ ды — О 2 
и (и — 1) 912х у (у — 1) Аст? ы 
о ) —0, (15.7) 


2к 
и (1) = № | 31А5 спи 2 41° 5 30А$ спи$ 4107$ (1 — р 91025 4пзз? и (5) 45, 


В частности, полагая в отдельности параметры ^, р, у равными нулю, 
получим группы более простых уравнений, например: 


Й. л—1 1) 2 сп? 
и + (#— РАРАР и 6 О — Роя е ) и=0, 
(17.2) 
2К р 
1 — А? п? х $02 
и (х) = № ) нА жа | и (5) а5; (18.7) 
—к 
Г — 1) ап? 1) 2 еп? 
и (Ротор ие — ВНЕ р, 
(19.7) 
2К у) 
2 4 12 сп?х сп? 
а (7) = № | тако и ($) 45 (20.7) 
— 2 


ИТ. 


С. Пусть параметры п, ^, в, у уравнения (11.7) связаны между собою 
зависимостями: 


п=0, А -у=-р, (24.7) 

вр =0; (22.7) 
тогда, принимая во внимание, что 
—1 1 

2-4, 2, 2, й) а +а- 1”, — 032) 

мы убедимся в том, что 
ЕЕ Е х 1 1 
ар (^ьт У", АЕ Уи + , о НЕ ОР (1 — 0, 


(24.7) 
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в результате чего получатся следующие группы уравнений: 


ие (+ Е ия но (25.7) 
и (1) = № | спи 5 дп“ спи$ дп” $ {1 -- А зпх эп 5)? - (1 — №зпх 305)? и (5) 45, 
во ВУ р (26.1) 
и" ( к Не з ИЕ в 0, (27.7) 

к р 
и (1) = № а Чп\т $пА$ аи" (1 со св) + —еиз сте’ ($) 4$, 
Ху=— р; (28.7) 
(=) 0, (29.7) 
и (2) =№ |= ЗПА5й ©15 С0И$ {(1 + = Апх аз) (1 = доз доз} |) 45, 
Ве (30.7) 


$8 3. Примеры на гостроенге алгебраических решений 
обобщенного уравнения Ламе 


8°. Покажем на различных частных примерах, каким образом могут 
быть использованы найденные выше интегральные уравнения при нахож- 
дении алгебраических решений обобщенного уравнения Ламе 


а" -- (* ее ое ) и = 


$025 вп2х 9п2х : 
(1.8) 

Наиболее простой случай представляют собою решения вида 
и (5) = зп? хсп9 д ап’х, (2.8) 


так как из установленных интегральных уравнений тотчас получаются 
значения показателей степеней р, 0, г. 
Так, например, уравнение 
$122 


ие (в — пи + фуаа О)и=0 (3.8) 


соответствует случаю А (формула (1.7)), так как здесь 
Ая п=0 у=0, р=0 
и, следовательно, соотношение 
п=А-Ь- + 2р 


удовлетворяется. В данном случае 


Е (1, Вл, 11, #2) =1, —$(“) = эп" < 
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и мы имеем интегральное уравнение: 


2к 
и (2) = № | $1” 075 и (5) 45. (4.8) 
—2к 
При характеристическом числе 
№ — Ане (5.8) 
\ 31275 4х 
—к 


это интегральное уравнение имеет характеристическую функцию 
и (5) = эп", (6.8) 
удовлетворяющую уравнению (3.8) при характеристическом значении 
й = п? (4 - #2). (7.3) 


Дифференциальное уравнение 


= 1 ап?х 15 Аст х 
и (+, = зави =0 65) 
соответствует случаю С (формула (25.7)), так как здесь 
п = 0, (О в=-, а р=1 
и, следовательно, условия (21.7), (22.7) выполняются. 
Интегральное уравнение (26.7) в данном случае принимает вид 
2к 
р спх с15 .8) 
(= \ ЗЕ и ($) @ (9.8) 
—2к 
и при характеристическом числе 
1 
А (10.8) 
\ а 
9033 
—к 
имеет решение 
п) =У ще. (11.8) 


Это решение удовлетворяет дифференциальному уравнению (8.8) при ха- 
рактеристическом значении 


4 9 
Рассмотрим дифференциальное уравнение 
те 3 3 Респ? ` 
и” (+ але — и) и 0. (13.8) 


1 
Оно имеет вид уравнения (9.6) при п = >, и так как первый полином 
Чебышева определяется равенством 


Т! (2) = т, 
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то вместо уравнения (19.6) мы имеем интегральное уравнение 


2К 
в (2) = № ) В 1 (5) 43; (14.8) 


У апх @пз 


—2К 


Это уравнение при характеристическом числе 


№ = к (15.8) 
$125 
а 
—к 
имеет решение 
зп 
Удшх ' 
которое удовлетворяет уравнению (13.8) при 
ЕАН. (47.8) 
Рассмотрим еще дифференциальное уравнение 
и (+ мя я — ры 6 чи = 0, (18.8) 
имеющее вид уравнения (5.6) при 
Е 1 Е 4 Е 1 
п, АД» т ЕС 


Алгебраическое решение этого дифференциального уравнения является 
решением интегрального уравнения 


к 
и (5) а; 
= т (19.8) 
‘к У спгапхсиз ап. 
Последнее уравнение при конечном характеристическом числе 
д“ (20.8) 
45 
\ У сп; 405 
-к 
имеет решение 
и (21.8) 
У сп дп= 
являющееся решением уравнения (18.8) при 
5 1 


9°. Несколько более сложных выкладок требует 'случай, когда иско- 
мые решения уравнения 

я 0—1) ы (и — 1) 9025 у (у— 1) А2сп?х 

Во Е о 4 

и" -- (й — А?п (п - 1) вп25 к т а ) й—0 


(1.9) 


имеют двучленный характер. 
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Для примера рассмотрим уравнение 


и 15 2? 3 2 Сп? 2 
и +(#— 4 502—1й диз=) и = 0: (2.9) 
Оно имеет вид уравнения (5.6) при 
3 1 
п=ъ, А=0, в=0, у=— 5, 
и так как второй полином Чебышева равен 
4 
Т» (5) = 2 — тоя 
то мы имеем интегральное уравнение 
1 орла 
и (#) =^ \ ИО. 3.9) 
(2) х У ап ап (5) р 


При некотором значении \, это интегральное уравнение имеет решение 


вида 
_ 1 а30 


У ап; ’' 
Для нахождения чисел \, и а внесем выражение (4.9) в уравнение (3.9} 
и сравним затем коэффициенты при свободных членах и $1025; тогда мы 
получим два уравнения относительно », и а, которые на основании 
легко доказуемых равенств 


и (2) а = с0п36. (4.9) 


2к 
\ а; 2= | 
) ап$ а | 
—к 
< 818545 _ 2 (1 4 
\ 40$ =в(#- ). (5.9) 
—2К 
т 3145 45 2 1 А? 
я и 
\ ав (2-1->), 
—2К 
приведутся к виду 
4 4 
1 29 Мечн(-). (6.9) 
1 4 2 
ее - 1-5). (1.9) 


Решая эти уравнения относительно \, и а, получим два характеристи- 
ческих числа: 
АЗК т КЗК 


Е Л а 


(8.9) 
и два значения а: 

=-—2, а=—”. (9.9} 
Таким образом, мы находим при помощи формулы (4.9) две характеристи- 
ческие функции: 
и, = бп 2 2, (10.9) 
из которых первая является решением дифференциального уравнения 
(2.9) при 

и 
И =Аа А, (11.9) 
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а вторая — решением того же уравнения при 


9 
1 = 42. (12.9) 
В качестве второго примера рассмотрим уравнение 
и” (» — г пех — О т) и —0. (13.9) 
Так как здесь 
о - 
п = 5 › —=1, в = 9, У — — 5 , 


то условие 
п=А-ь -у- 2р 
выполняется при р = 1, следовательно, мы имеем случай А (уравнение 
(4.7)), и интегральное уравнение (5.7) принимает форму: 
2к 
и (1) = № а > |1 —- - $125 воз и($) 45. (14.9} 
эк Чо 2 хап 23 
Это уравнение имеет решение вида 


817 
3 


дп 2х 


# (2) = (1 - а3122). (15.9) 


Для определения чисел /, и а внесем выражение (15.9) в уравнение. 
(14.9); тогда, принимая во внимание равенства 


2к 
° 31025 @5 п а р 

а 5-я (т- аи, 

и 80%: 4 т 1 ал) (442 (16.9) 
\ а МИР ) 

—2к 

эк 


3185 45 и 3 ‚ „2 
баш = (1) (4+3 ++), 
—2К 
мы получим систему уравнений относительно № и а: 
из 1 1 , ОА й 
= Оо в(#-а+ 2), 


= (Ека в(к-Пачзи и \, 


(17.9) 


Исключение из этой системы буквы № дает квадратное уравнение относи- 
тельно а: 


За? -{ (А? 4) а 24? = 0. (18.9) 


По двум корням этого уравнения и соотношению (15.9) строим две харак- 
теристические функции интегрального уравнения (14.9): 


А {1 Бе г Ив (1%), (19.9) 
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ие ИРА). о 


9.2 х 


Первая из них является решением дифференциального уравнения (13.9) 
при 


мБ 1-в+(} #)', (24.9) 
а вторая — при 
Ба 1-#+(34),. (22.9) 


Рассмотрим еще дифференциальное уравнение 


и" - (» — 32 зла +в в) в =0; (23.9) 
Так как здесь 
п=--, №=0, в=0, =, 


то мы имеем несколько видоизмененный случай А. Нетрудно доказать, 
руководствуясь равенством 


ва 


2 
хз 910'2 075, 


Е(2, —1,1, #2) =1— 
что, взяв в основном интегральном уравнении (16.3) 
о =-9, В0, 1-1, 


мы получим интегральное уравнение: 


ЗК 


и (1) = № ) У 92 дпз {1 — 27-9025 4025 | (5) 5. (24.9) 
—2К 
Это уравнение имеет решение вида 
и (1) = У 402 (1 -- а4п?2), (25.9) 


и мы найдем значения параметров № и а, если внесем выражение (25.9) 
в уравнение (24.9). Сделав это и приняв во внимание, что 
2к 
\ 405$ 4$ = 2м, 
—2к 
2к 
| 9135 45 =^«(1- №”), (26.9) 
—к 
2к 3 . - 
\ 4055 45 = п (1 А”)? — пИ", 


ОВ 


им найдем уравнения для определения чисел № и а: 


1= жа”), 
п 27.9 
а = — = {1 К К? Е «[-- (1 Ц ? Г. & }}. ( ) 
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Исключая отсюда ^, получим квадратное уравнение для определения а: 


ВА а 4-0. (28.9) 


По двум корням этого уравнения строим две характеристические функции 
интегрального уравнения (24.9): 


ее 3 У В ЕЕ 
и = Уз 1 | + ы Я : И ун+т 4+] 99) 


( А!2 9 2/2 Ка 
== 3 о 3 РОЯ рее 
И —= Уп |! Е 7 НЕ 27 2 =: й и' = я = —. вона . (30.9) 


Первая из них является решением дифференциального уравнения (23.9) 
при 


А И" — 14849, (34.9) 
а вторая = при 
а И о. (32.9) 


10°. Из рассмстренных выше примеров видно, что уже при разыска- 
нии двучленных алгебраических решений выкладки оказываются довольно 
сложными. Они еще более усложняются, если приходится разыскивать 
трехчленные решения. Однако, если задаться целью найти только част- 
ное решение обобщенного уравнения Ламе, имеющее определенную алге- 
браическую форму, то доказанная нами основная теорема может оказаться 
очень полезной для достижения этой цели. В самом деле, из интеграль- 
ного уравнения, которому удовлетворяет разыскиваемое алгебраическое 
решение, прямо усматривается форма этого решения, и, пользуясь спо- 
собом неопределенных коэффициентов, мы можем в целом ряде случаев 
найти искомые решения, не прибегая к сложным выкладкам. 

Подтвердим эти соображения следующим примером. Рассмотрим диф- 
ференциальное уравнение 


и" -- ( + аа — чи о (1.10) 


Это уравнение является частным случаем уравнения (9.6) и получается 
7 
из него при п=--. 
Обращаясь к интегральному уравнению (10.9) и замечая, что четвер- 
тый полином Чебышева равен 
1 
Ем фи, 


мы будем иметь интегральное уравнение 


2к 
84 50453104 5—8А2 51215102 5--1 
РЕД и (5) 45. 2.10 
ны °| У а02 ап5 (5) ) 


Отсюда, принимая во внимание, что 
402 2 = 4 — А2зп 2х, 
видно, что интегральное уравнение (2.10) допускает решение, имеющее 


5 Изгестия АН СССР, серия математическая, т. 16, № 6 
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вид 
ие 5 и 
и (5) = 25--а412х-- 69? х, (3.10) 


т. е. алгебраическое трехчленное решение. 
Для определения постоянных а, 6 и характеристического значения # 
внесем выражение (3.10) в уравнение (1.10); тогда получим: 


(12а — ть ты +) аи + (16 — 12а = дай? — 8%" ай) аз + 
+ — 16—11 =0. 


Таким образом, искомые значения а, би й определятся из системы 
уравнений: 


12а + 85—25 В =0, | 
16 —12а — 1 ай? — ЗЫ" ай = 0, | (4.10) 
4 
в— 16—50, ] 


откуда вытекает, что 


8—2 ,_ 8 
ИИ в о НЕВИНЕв! 
(5.10) 


ЕР 


Из приведенного анализа сле- 
дует, что дифференциальное урав- 
нение (1.410) при 


В =16-+ 1 (6.10) 


имеет частное решение 


__ Запах + 8 (& —2) дп х + — 8А2 +8 
и Е аа: (7.10) 


$ 4. Применение предыдущей теории к определению периода 
колебания тяжелой сферической нити 


11°. Как мы сейчас покажем, обобщенное уравнение Ламе встре- 
чается в одной задаче малых колебаний. 

Поставим себе целью определить период колебания тяжелой одно- 
родной нити, закрепленной в северном полюсе сферы радиуса А и под 
влиянием своего веса располагающейся по дуге меридиана [см. (3)]. 

Пусть х означает угол, под которым видна нить в невозмущенном 
состоянии из центра сферы. Обозначим через 6 и ф те координаты возму- 
щенной точки М, которые указаны на чертеже. 
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Возьмем элемент 45 нити, на конце которого действуют силы натяже- 
ния Г и Т--аГ. Кроме силы натяжения, на этот элемент действует 
еше сила тяжести. Для вывода уравнения малых колебаний спроекти- 
руем указанные силы на направления ф и 0; тогда уравнения равнове- 
сия элемента 45 будут: 


Т соз(Т, $) 5+ае — Т соз(Т, $) | — &р 4$ с03 (2, $) = 0, (1.14) 
Т соз (Т, 0) |+» — Т соз (Т, 0) | — ср 43 соз (2, 0) = 0, РО 


где через & обозначено ускорение силы тяжести, а через р — линейная 
плотность нити. 
Принимая во внимание формулы 


4; =У(В 46} + (В соз6 4$}, 
= А соз0зтФ у= Азш0, = А с030 созф, 
мы без труда убедимся, что равенство (1.11) даст величину натяжения 
Т = #0 (с0зФ — соза), (3.14) 
а равенство (2.11) при малых 0 даст уравнение равновесия нити: 


555 (089 — воз дя | - (с03ф — с03«) 0 = 0. (4.11) 


Отсюда на основании принципа Даламбера получим уравнение малых 
колебаний нити около своего положения равновесия: 


д 0 41 40 
3 (6059 — овал} + (6089 — 0064) 6 — зар, (5.11) 


АЕ. (6.11) 


Преобразуем уравнение (5.11) к новой переменной х, положив 


где ради краткости положено: 


зт © =А501, Ё=3Шо; (7.11) 
тоРДа мы получим: } 
АВЕ О АА? опа 0 рол, (8.11) 
где ради краткости положено: 
= уе р. (9.14) 
Разделяя в уравнении (8.11) переменные посредством равенства 
9 = ХТ, (10.11) 
получим уравнения: 
Г" + ь2Т = 0, (11.44) 
ХЕХ, (ава — 4—5) Х=0. (12.11) 


Если последнее уравнение преобразовать к новой функции посредством 
5* 
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равенства 
у= Усп=Хх, (13.11) 
то получится обобщенное уравнение Ламе 
уе (и физпех + а) =) (14.11) 
где 
В+ 4? + в. (15.14) 


Условия закрепления нити в полюсе сферы и голоморфности решения 
в точке ® = приводят к пограничным условиям для функции Х: 

Х |.ю=0, Х|:-к = конечной величине, (16.11) 
где через 4АК обозначен период эллиптических функций, соответствующий 
[2 
5-. 

Таким образом, нам надо разыскать такое решение уравнения (14.11), 
которое удовлетворяло бы пограничным условиям 


9—0 =0, У[-к = 0. (17.14) 
Уравнение (14.11) получается из обобщенного уравнения Ламе, если в 
последнем положить 


п(в--) =, ЛО 00 ое 


д 4 


модулю Ё = яп 


Как мы убедимся ниже, первому из пограничных условий (17.11) мы 
удовлетворим, если возьмем ^-: 1. 
Рассмотрим гипергеометрическую функцию 


рее? Хы у+т-+ 1 
2 


& 4 
2 ) ‚а+, п), 


входящую в состав основного интегрального уравнения (16.3), причем 
здесь ради краткости положено: 


6 — а - Вь + т», (19.11) 


Е а р ха 5 - ВЕ спс + 1 диап. (20.11) 
Если положить 


1 с 1 
п= —э +5, А и. а =, 
то будем иметь: 
К? 
6=%, = — - 00246125, 


и, следовательно, 


о А+и-Уу- 1 
#2 


1 а № п? Ве 
2 , у» № 20 д ©п7$ | = 


У 11 ^* 
1 2 2 4 4 о 
И 125 ©1075 64 ра 00* 6045 я 
Входящий сюда параметр А определяется равенством 


К=зт5. 
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При сравнительно небольшой длине нити число А настолько невелико, 
что во всех дальнейших выкладких можно пренебречь степенями &4 и 


выше. Это дает нам для рассматриваемой гипергеометрической функции 
полиномиальное значение 


3 м в п К 1 8 
в. ке ся ооо °5 == 4 рт 00? 26п? 5, (21.14) 


благодаря чему к рассматриваемому случаю можно применить общую 
теорию. Отметим, что здесь следует принять во внимание замечание, 
сделанное нами в конце п. 4°, и взять за пределы основного интегриро- 
вания четверти периодов — К и К. 


Интегральное уравнение (16.3) в нашем случае будет иметь вид: 


к 
А \ пхзп$ Успх втз (1+ я спёзрспй) и ($) 45. (22.11) 
К: 
Оно имеет решение в форме 


у (2) = зп зУ сп2 (1 -- асп?2), (23.14) 


причем это решение удовлетворяет обоим пограничным условиям (17.11). 
Значения характеристического числа \, и параметра а могут быть 

получены следующим образом. Внося выражение (23.11) в соотношение 

(22.11), получим два уравнения для определения искомых величин: 


к 
ие ) 31? $ сп5 (1-Расп? $) 45, (24.14) 
= 
Ка С 
У я. \ 512$ с1035 (1--а517$) 45. (25.11) 
к 


Отбрасывая величины порядка /* и выше, найдем 


К 
и: 
2 < = А ЕЕ К. 
= З®ПО(Ю = ТЕ 
ых 
С 41 зв 
у нею Е} ЕТ + ВАР 6 
\ $025 ©1035 45$ = в 105 Е › [ (26.11) 
—К 
р 161 162 | 
е { 
2 бе Е Ире 
\ 9025 6155 45 = ЦБ — БК, ] 
—кК 
откуда следует, что 
24 2 д зв 5 
= (р -вн [вт |}, (27.11) 
а Аи Ива 61 16% 
я 515 5 7 а № 345 2]. (28.11) 


Решая эти уравнения относительно \, и а и отбрасывая величины по- 
рядка выше чем А?, найдем следующие приближенные значения № и @: 
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2 
ие (29.14) 
Таким образом, мы имеем следующее приближенное решение интеграль- 
ного уравнения (22.11): 


9 (2) = их спх (1 р И) ; (30.11) 
Ограничиваясь гопрежнему величинами порядка #*, мы убедимся, что 


это выражение будет удовлетворять дифференциальному уравнению (14.11) 
при следующем значении постоянной В: 


ев, (31.41) 
Отсюда по формуле (15.11) мы найдем значение числа р: 


в = И:-2в ра: (32.14) 


Итак, частота колебания основного тона определяется равенством 


к У@-=)-=. (33.41) 


откуда и находится искомый период колебания. 
При малых углах х можно считать, что 


р=У (1— 0,32) =. (34.14) 


Если применить другой метод исследования, а именно, при помощи под- 


становки 
2К 


= — = ® (35.11) 
преобразовать уравнение ет к виду 
са \ 
‚- 4К? 4 4 19 п 
Е С = Кое 
СЕ Пи 


и затем разложить эллиптические функции в ряды Фурье, то после 
соответствующих аппроксимаций получим для частоты основного тона 
следующее приближенное значение: 


р =Уи- 0,362) =. (37.11) 
Наконец, применение метода Релея дает для числа р приближенное зна- 
чение [см. (3)]: 


рР=УИ@—0,352) =. (38.14) 
Поступило 
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Сория математическая 
16 1952), 563 —578 


Е. Б. ДЫНКИН 


КРИТЕРИИ НЕПРЕРЫВНОСТИ И ОТСУТСТВИЯ РАЗРЫВОВ 
ВТОРОГО РОДА ДЛЯ ТРАЕКТОРИЙ МАРКОВСКОГО 
СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Устанавливается связь между порядком убывания при #->0 веро- 
ятности сделать за время № переход, больший е, и непрерывностью про- 
цесса с вероятностью единица, а также отсутствием с вероятностью 
единица разрывов, более сложных, чем скачки. 


Мы рассматриваем марковский случайный процесс в полном метри- 
ческом Ффазовом пространстве ©, заданный вероятностями перехода 
Р (5, х, 4, Е). Функция Р (5, т,&, Е) определена для всех 5 из О, Е — из не- 
которой фиксированной борелевской системы множеств и $, { — из некото- 
рого фиксированного отрезка времени Г, который, не ограничивая общности, 
можно считать равным отрезку [0,1]. Обозначим через П. (5) з-окрестность 
точки х, через У. (2) — ее дополнение (т. е. множество всех точек у, для 
которых расстояние р (т, у) > г) и положим 


Фг (#) = зар Р(зЕ-а, Г. (1). 
1, 1+а 61 


хеа 
10<«<® 


Пусть т: — траектория процесса. Задачей настоящей работы является 
доказательство следующих двух теорем: 

ТЕОРЕМА 1. Если для любого => 0 у. (#) =о0(й), то Функция т, 
почти наверное (т. е. с вероятностью единица) непрерывна на всем 
отрезке Г. 

ТЕОРЕМА 2. Если ф. (№) =о(У№) для любого е>0, то функция 11 
почти наверное не имеет на отрезке 1 разрывов второго рода (т. е. 
с ве роятностью единица для всех 1% 6 Т существуют вполне определен- 
ные пределы т: при приближении ЕЁ к & слева и справа). 

В $ 1и 2 доказывается, что теоремы 1 и 2 выполняются для любого 
счетного подмножества Л отрезка Г (см. теоремы 1’ и 2’). Переход к пол- 
ному отрезку Г излагается в $8 3. В $4 приводятся некоторые примеры 


и дополнения. 
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$ 1. Критерий непрерывности 


Пусть М — любое подмножество отрезка Г = [0, 1]. Положим 
® (М) = зар р (ть, хм) 
Г ГЕМ 
и пусть для каждого интервала А 
ом (А) =®«(МПА). 
Легко доказывается, что: 
А,) если М’ с М”, то для любого отрезка А 


фм, (А) «ом, (А); 
А,) если А’ с А”, то для любого М 
фм (А’) < ом (А"); 
А.) если М, < М, с... Е Мьс ..- и М=МЬ то 


А=1 
м (А) = Им ем, (А). 


—>со 


Условимся обозначать через |А| длину отрезка А. Положим 


%, — зир ом (4), ° юм(0 = Ишом[Ё—еЕ+ *]. 
Мей =—>0 
|4 | <5 


Нетрудно доказать, что: 


А.) для того чтобы функция я, определенная на множестве М, была 
непрерывна в точке {, необходимо и достаточно, чтобы 


А,) всякая функция 21, определенная на всюду плотном подмножестве 


М отрезка Г и удовлетворяющая условию ом (1) = 0 для всех ЕЁ 6 Г, может 
быть доопределена на всем отрезке [Г так, чтобы для всех Ё6 1 


т (2) — 0. 
ЛЕММА 1. Для любого конечного множества Г 
Р(ег(А) > з) <2.(|А|). 
4 


Доказательство. Занумеруем точки множества Г Г] А в порядке 
возрастания: <<... <. Пусть 2, 41,..., 2, — соответствующие 
значения 2,. Обозначим через }.(Ё) вероятность того, что 


т, 71,,...,2,— СО: (1), 2ЕТ. (5) ПЕ, 
2 2 


а через } — вероятность того, что 


сте, а О (6) 
2 
Имеем: 


Р (1,0. (%0)) ЗР- > \ 1. (ау) Р (ь,, у», О. (50). (1) 
4 = И. (<) з 
=. 


Если УЕГ. (2%), то 0. (2%) СУ. (у и 
2 4 


>” 


Ру, О: (%)) ЗР(&Ы УТ. (4) <®. (А). (2) 
а 


4 4 
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Далее, 
Р (1, 50,4, И (%)) 21 — оф: (14|). (3) 
Из (1), (2) и (3) следует, что 5 
1 —ф. (14|) < А. (14|) 


Р (ег (А) > =) < 1—1 < 29. ([4|). 
ЛЕММА 2. Для любого конечного ОИ В 
Рё >) 55$. (29). 
Доказательство. Выберем точки 11, 15,...,@ш так, чтобы 
===. = =6; 0<1—в<8. (4) 
Если АЕГи |А| < 5, то А покрывается одним из отрезков 


А, в == [0, 15], А, аа = [1, 13], А = ся [25, | - ° В =—> == |1, 1]. 


Поэтому 
«г (4) < шах ог(Д»). 


о<А<п—1 
В силу леммы 1, 


7—1 п—1 
и а 


Далее, из (4) видно, что пб < 1. Отсюда п ее 
ЛЕММА 3. Для любого счетного множества А 
я 
Р а — 5). 
(< 2 в) < 5 9. (2 ) 
Доказательство. Построим последовательность конечных множеств 
а Иа Не 


так, чтобы 
О 5 ОТ У =А: 


Обозначим через С’, событие {о5, >) и через С — событие {8 > 8}. 


Толя Сс с снес ее = И С,. Стало быть, 


7=1 
РО =НшР (С) < 9 (9. 
т—> © =/4 


ТЕОРЕМА 1’. Если выполнено условие 
Фе (1) = о (1), 
то для любого счетного множества А с1Т функция х: почти наверное 


удовлетворяет условию: 
«л(1 =0 для всех 6 Г. 


Доказательство. Обозначим через А.,з событие Ф\ > е. Согласно 
лемме 3, ь 
Р(Аь) < (9). (5) 


=/4 
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Положим 


При любом $ В.С А. з. Поэтому из (5) следует, что Р(В.) < — Ф (28), 
=/4 


при любом 8. Переходя к пределу при &->0, получаем: Р(В.) =0 
Событие В, противоположное событию: 


ел (1) =0 для всех Е 6 1", 
удовлетворяет включению 
вевов. ив. П-ОВ. 
з п 


2 
Отсюда 


Р(В) < ХР(В:) 0. 


П—1 


Итак, Р(В) = 


$ 2. Критерий отсутствия разрывов второго рода 


Пусть А = [а ] СТ, 0СА, М — произвольное множество. Положим 
1м (А, 0) = [а, 6) {+ *х (6, 8], — ты (А) = и {м (А, 0) 18, = ты А). 
0СА Г 


141<5 
Отметим некоторые свойства введенных функций: 


В;) если М’ С: М”, то ты, (А, 6) <ти„(А, 6), ти, (А) < 1м„(А); 
В,) если А’ с А”, то ты (А’, 0) < тм (А”, 6), ты (А”) < тм (А); 
В.) если 0,-—8, то Иш т (А, 0,) > ты (А, 6); 


В.) если МСМ,С... СМ»... и М= Ц) М,, то ти (А)= Наль (А). 
п=1 пою п 


Положим 1 (1 = Пати [1 —е, {--®] (предел существует в силу В,)). 
=—>0 


Имеют место следующие утверждения: 

В) для того чтобы функция хи, заданная на М, имела в точке # раз- 
рыв второго рода, необходимо и достаточно, чтобы 1 (1) > 0; 

Вь) всякая функция х., определенная на всюду плотном подмноже- 
стве М отрезка Г и удовлетворяющая условию ту (1) =0 для всех #6 Г, 
может быть доопределена на всем отрезке 1 так, чтобы для всех ё 671 


Тт (2) =0 


Утверждения В,), В.) и В.) доказываются тривиально. 
Доказательство В.). Положим о, (4), «=1ты (А). Согласно В!), 


по 


п 
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Поэтому Шт 1,=1 существует и не превосходит «. Предположим, что 
п>со 
« —1=е>>0. Выберем 6„ так, чтобы 


= 


Тм, (А, 6,) Зи «1+ НЕ 5: 
Из последовательности @,„ выберем сходящуюся подпоследовательность 
6, >60. В силу В!), при > 
ты (А 6) ты, (А, 6.) «5. 
Согласно Вз), при любом & 
= 


Тм» (А, 9) < Пи Тм» (А, 0,,) <«— о (6) 
п} —>< 


Согласно свойству А.) $ 1, 
| Тм, (А, 9) = Тм (А, 9). (7) 
Из (6) и (7) следует: 


= 


о 9 <«—-, 


что невозможно, поскольку 


Тм (А) = вы (А, 9) = «. 


Доказательство В,). Если :— точка разрыва второго рода, то 
существует «>>0 такое, что либо при любом 8 > 0 ®,(#—8, >, либо 
при любом 8 > 0 ®„ (1-8) >. «. Пусть для определенности имеет место 
первый случай. Если 0>.[, то при достаточно малом 8 


[—е, 0) > (#—8, 1. 
Если 0 <, то при достаточно малом 8 
(9, =] > &—68, 01). 


В обоих случаях, в силу В.), 
Тм ([Е— в, &- =], 0) > а. 


Отсюда следует, что 
Тм Е =] 2х и 1 (>. 


Пусть в точке { не происходит разрыва второго рода. Тогда 


п 1—6, й = п Е 5] =0. 
а 


Поскольку 
Тм (2-8, 8] Зе [12—50 Ноа], 
то 
п #—8,8418] =0, 
вы +8] 


т. 6. 1и(@) =0. 
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Доказательство В.). Пусть 1ЕМ. Из условия Тм (0 =0 и 
полноты фазового пространства 6 вытекает, что когда $ стремится к &, 
пробегая значения из М и оставаясь слева от &, то х; сходится к неко- 
торой точке х. Положим х =. Покажем, что для любого открытого 


интервала (а, 5) 61 имеет место равенство ®у, (а, 6) = ®г (а, 6). 
Действительно, прежде всего 
Фу (а, 6) Зо, (а, 5. (8) 


С другой стороны, для всякого = > 0 можно найти Г, ГЕ (а, 6) такие, 
что 


р (ти, жи) >> ог (а, 6) — Е. (9) 
Далее, существуют 5’ и $5” из (а, В) ПМ такие, что 
р (2ь’, хи) Зе и р (2, Фи) < =. (10) 
Из (9) и (10) вытекает, что р (5, Хи) >> ®г (а, 6) — 3е и, следовательно, 
о (а, 6) >, (а, 5) — 3е. Поскольку е произвольно, то 


Фи (а, 5) > о (а, 0). (11) 
Сопоставляя (8) и (11), получаем: ху (а, 5) =, (а, 6). Из доказанного 
равенства следует: 11(а, 5) = 1м(а, 6) и 


1: (@ = Шот, ((—е 1-е) = Шаты ((—з, (+ г) =1ы (0 =0. 
=>0 =—>0 


Ту же роль, какую в $ 1 играла лемма 1, в настоящем параграфе 
будет играть следующая 
ЛЕММА 4. Для любого конечного множества Г 


Р (г (А) > ®) < 49% (|А}}. 


Доказательство. Занумеруем точки множества ГПА: 
т 


Пусть 2,21,..., 2 — соответствующие значения 2,. Обозначим через 
Ё-(Е) вероятность события 


11, 1,,..., 2-60. (2), т,6И. (%) ПЕ 


о 


гл 


2 


и положим 


8, ( = Р(ег(ьь > 


Имеем: 
РА) < У | 1,8, (4). 
А=1У а (%) 


о 


г. 
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Но, согласно лемме 1 $ 1, 


Отсюда 


Р (1. (А) >=) < 24 - (121) УГ: (%)). (12) 


Последняя сумма представляет вероятность того, что хотя бы одна 


= 
из точек 121,..., Я» находится в Г. (55). Если это так, то ®` (А) > >. По 


2 
лемме 1, указанная сумма меньше 22. (|А|). Подставляя это выражение 


в (12), получим оценку, которую о доказать. 

Дословное повторение рассуждений, исгользованных в $ 1 для вывода 
лемм 2 и 3 и теоремы 1”, позволяет вывести из леммы 4 нижеследующие 
леммы 9 и 6 и теорему 2. 

ЛЕММА 5. Для любого конечного множества Г 


4 
Ро >9<* 9,9. 
ЛЕММА 6. Для любого счетного множества А 


4 
Рё <, 9. 


ТЕОРЕМА 2. Если выполнено условие 


о, (#) =о(У®, 


то для любого счетного множества ЛЕТ функция ли почти наверное 
удовлетворяет условию 


1л (2) =0 для всех (6 Г. 


$ 3. Переход к непрерывно изменяющемуся времени 


Мы воспользуемся методом, принадлежащим Дубу. 

Когда исследуется временное течение случайного процесса, естествен- 
ным пространством элементарных событий является пространство 9% 
всех функций, определенных на отрезке /[, со значениями из фазового 
пространства ©. 

Случайный процесс П задается тем, что для любого конечного набора 
моментов времени Г = {11,,,...,} задается совместное распределение 
точек 2, 2, ..., ть. (В случае марковского процесса все эти распре- 
деления вычисляются через вероятности перехода и начальное распреде- 
ление вероятностей в фазовом пространстве.) Другими словами, задаются 
значения вероятности Р(А) для любых цилиндрических множеств А, 
т. е. таких множеств функций, которые определяются измеримыми усло- 
виями на значения функции 2 в конечном наборе точек (;, (5,.... 
(именно такими множествами являлись множества функций, рассматри- 
вавшиеся нами в леммах 1, 2, 4 и). 
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С другой стороны, распределение вероятностей И в пространстве 
функций 9% задается выбором некоторой борелевской системы множеств 
в пространстве 5% и определением на этой системе вполне аддитивной 
неотрицательной функции Р (А), удовлетворяющей условию Р (5%) =1. 

Условимся говорить, что распределение вероятностей И’ в простран- 
стве %\ согласуется со случайным процессом П, если система 3 содержит 
все цилиндрические множества и вероятность Р(А) принимает на цилиндри- 
ческих множествах значения, согласующиеся © определением процесса П. 

По значениям Р(А) на цилиндрических множествах однозначно опре- 
деляются значения Р (В) на всех множествах В из минимального боре- 
левского тела %»,, содержащего все цилиндрические множества. Важно 
отметить, что каждое множество ВЕ 3, может быть задано условиями 
на значения функции 2, на некотором счетном множестве Л. (Все мно- 
жества функций, рассматривавшиеся нами в $ 1 и 2, принадлежат 
системе %..) 

С точки зрения Дуба утверждение «траектория х, случайного про- 
цесса П почти наверное обладает свойством О» означает следующее: 
можно построить распределение вероятностей И’ в пространстве %, 
согласующееся с процессом П и такое, что Р(О)=1 (где О обозначает 
множество всех функций х, обладающих свойством 0). Принимая эту 
точку зрения, нетрудно доказать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА А. Для того чтобы функция 1: обладала почти наверное 
свойством О, необходимо и достаточно, чтобы было выполнено условие: 


Если ВЕЗ и ВО, то Р(В =1. (=) 


Необходимость этого ‘условия очевидна. Достаточность доказывается 
„ем, что строится система 3 множеств вида 


А = (А’^ПЪ) 0 (4"П5) 
(4’, А’6%., Б=%\ О), и вероятность Р(А) определяется формулой 
Р(4)=Р (4). 


Опираясь на теорему А, мы докажем следующую теорему; 

ТЕОРЕМА В. Пусть каждому счетному всюду плотному подмноже- 
ству А отрезка Г сопоставлено некоторое множество ВлЕЗ,. Пусть 

а) Р(Вл) =1 для всех Л, 

6) для каждой функция т,6 В найдется функция У, совпадающая 
с 21 на множестве А и обладающая свойством О. 

Гогда свойство О) выполняется почти назерное. 

Доказательство. Пусть ВР, ВЕЗ,. Тогда В задается усло- 
виями на значение функции 1: на некотором счетном множестве А, 
которое, очевидно, можно без ограничения общности считать всюду плот- 
ным на отрезке Г. Из 6) вытекает, что В > Вл и, в силу а), Р(В) =1. 
Следовательно, условие (*) выполняется и, по теореме А, свойство Ор 
имеет место почти наверное. 

Воспользуемся теоремой В для доказательства теорем 1 и 2. Положим: 

Вл — совокупность всех функций, для которых ®л (1) = 0 при всех Е ЕГ; 

свойство /) — непрерывность на отрезке Г. 
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Согласно теореме 1’ $ 1, выполнено условие а) теоремы В; согласно 
предложениям А.) и А,) $1, выполнено также условие 6). Утверждение 
теоремы В доказывает теорему 1. 

Положим теперь: 

В — совокупность всех функций, для которых 1, (1) = 0 при всех #6 1; 

свойство 2 — отсутствие разрывов второго рода. 

В силу теоремы 2’ и предложений В,) и В) 82, условия а) и 6) 
теоремы В снова выполнены, и мы получаем теорему 2. 


$ 4. Примеры и дополнения 


1. Однородные процессы с независимыми прираще- 
ниями. Для таких процессов приращение абсциссы частицы за проме- 
жуток времени #,{-|-й не зависит ни от начального момента {, ни от 
положения частицы в момент #. Если обозначить это приращение через &, 
то функцию $. (й), введенную в начале статьи, можно записать в виде 


Ф. (й) =Р (|6, | >»). (13) 
Предположим, что дисперсия 0%, конечна. Тогда немедленно получается, 
что 0% =, Мё=ай, гдеа и 6-— некоторые постоянные. Согласно 
неравенству Чебышева, 
2 2 
о 
Из (13) и (14) следует, что 
ф. (#) =О (№). (15) 
Та же оценка может быть выведена несколько более сложным путем и 
для случая, когда дисперсия Г бесконечна. 

В силу теоремы 2, из оценки (15) вытекает, что траектории всякого 
однородного процесса с независимыми ‚приращениями почти наверное не 
имеют разрывов второго рода. Эта теорема была доказана впервые 
П. Леви (1. 

В случае, когда & распределена нормально, имеем: 


(14) 


ан а 
— НЕЕ 2%—, лы. ван ЫА 
9 (№) = (>) = уе ах У ее : 
в 
где 1, = и. Отсюда видно, что $, (#) =0(й). В силу теоремы 1, 


траектории этого процесса почти наверное непрерывны. Эта теорема 
была доказана впервые Винером в 1923 г. 


с 2 
2. Пусть частица может находиться в одной из точек 0, 5, &,... 
А—1 
тр И 1. Из точки 1 невозможны никакие переходы. Из точ- 


—1 за К 
у возможен непосредственный переход только в точку Е Плот- 


ность вероятности выхода из Точки 


к равна а. Предположим, ‚что 
и 
ряд ы — сходится. Тогда с положительной вероятностью произойдет 
а 
х 
А—1 
бесконечное число переходов [см. (2)]. Таким образом, траектории опи- 
санного марковского процесса с положительной вероятностью имеют бес- 


конечное число разрывов первого рода. В то же время легко проверить, 
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что для этого процесса $. (й) = О (№). Следовательно, условие $. (#) =0О (1) 
совместимо с наличием счетного числа разрывов даже в однородном 
случае. Отсюда видно, что теорему 1 нельзя усилить. Вопрос о возмож- 


ности замены в формулировке теоремы 2 условия $, (В) = о(У*®) менее 
ограничительным условием остается открытым. 

3. Немарковские процессы. Рассмотрим произвольный (не обя- 
зательно марковский) случайный процесс и положим 


 (Д) = а (А), т(Д)= ИР (А), 


где Г пробегает всевозможные конечные наборы моментов времени. 
Положим 
№ (#) = зар Р(® (А) >> °), в. (#) =зар Р(т(А) >). 
14| < 14| <® 

Содержание $ 1—3 можно разбить на две части. К первой части 
относятся леммы 1 и 4. В этой части с существенным использованием 
того обстоятельства, что процесс является марковским, выводятся оценки, 
которые можно записать в виде ^. (1) < 2$, (#), ре (№) < 4е? (й). 


4 8 
В остальной части доказывается, что: 


1) если ). (#) =0(й), то траектории процесса почти наверное непре- 
рывны; 

2) если р»: (й) = о(#), то траектории процесса почти наверное не имеют 
разрывов второго рода. 

При выводе этих утверждений условие, что процессе является марков- 
ским, не используется, так что они сохраняют свою силу и в общем 
случае. 

4. Рассмотрен ие лемм 1 и 4 также можно перенести на немарков- 
ский случай, если положить 


Ф. (#) = зарР (1.„+« ЕТ. (209) |2. = 2, 1, =1®),...,1.„ = тт) 


(в правой части стоит условная вероятность при условии т, = На 

‚ т., = 2); верхняя грань берется по всем х из интервала [0, #] и по всем 
конечным наборам 0%$<$,<...< 5-1, 2%, 2°,..., 2060, при- 
чем И изменяется неограниченно). При таком определении $, (й) теоремы 
1 и 2 остаются справедливыми и в немарковском случае. 

5. Методами, аналогичными тем, при помощи которых были установ- 
лены теоремы 1 и 2, можно доказать, что в случае, когда $, (#й) =О (У№)- 
почти наверное для всякого = > 0 имеется лишь конечное число точек &, 
для которых 1; (1) >в, и, стало быть, почти наверное имеется не более 
чем счетное число разрывов второго рода. 


Поступило 
15.\.1952 
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